A szeptember 25-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Hazi feladat

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk szazszor egymas utan. Tekintsiik a fej-
dobésok szamnak a harmadik hatvanyat, és szamitsuk ki annak varhato értékét.

A feladat megoldasa érdekében tekintsiik a vizsgalt valészinliségi valtozo természe-
tes felbontdsdt. Legyen &; = 1, ha a j-ik dobas eredménye fej, és §; = 0, ha a j-ik
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dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor S = > §; harmadik momentumédt kell
j=1
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kiszamolnunk. Az Ekkor S = (Z §J> varhaté értékét kell kiszamolnunk. Fejtsik ki
j=1

az S3-t kifejezd szorzatot, és az £.S3 kiszdmoldsban hasznéljuk ki, hogy a varhaté érték
additiv. A kovetkezd tipusi tagok fognak szerepelni: E&?, EE3&, = EEE&, j # k,
E¢&i.6 = EEESGES, ahol a g, k és | indexek kiilonbozdek. Szdmitsuk ki, hogy az
ilyen tipusu tagokbdl hany van, és oldjuk meg a feladatot.

1. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk végtelen sokszor egymas utan. Mi annak a
valészinlisége, hogy a harmadik 6-os dobéas az n-ik dobasban kovetkezik be, n =
3,4,5,---?

Megoldas: Ez az esemény akkor kovetkezik be, ha az els6 n — 1 dobasban pontosan
két hatost dobunk, és az n-ik dobts eredménye is hatos. Ennek valdszintisége,

n—1\ (5\"7° (1)’

2 6 6/
Ezt a feladatot nem annyira 6nmaga miatt targyaltuk, (ez egyébként példa a negativ
binomidlis eloszlas megjelenésére), hanem azért, hogy megtérgyaljuk, hogyan lehet egy
szabalyos dobodkocka végtelen sok egymas utani dobasanak a valdsziniiségi modelljét

megadni. Ez remélhetéleg érthetébbé teszi miért kell a valdszintiségi mez6 fogalmaban
néhany els6 latasra tilkomplikalt fogalmat bevezetni.

Természetes az elemi eseményeket a végtelen w = (ji, jo, ... ) sorozatokként defini-
alni, ahol mindegyik j,, n =1,2,..., szdm az 1,2,...,6 értékek valamelyikét veszi fel.
A biztos ) esemény az Osszes alabb tekintett sorozatokbdl all6 halmaz. Természetes
lenne eseményeknek az () halmaz részhalmazait tekinteni. Utana meg kell adni az
eseményeknek a valdszinliségét. Es itt jelennek meg a nehézségek. Ugyanis egyrészt
minden w elemi esemény valdszintisége nulla, masrészt €2 kontinum sok elemi eseménybdl
all. Hogyan kell definidlni a valészintiséget gy, hogy az tiikrozze azt, hogy egy szabalyos
dobodkocka egymastol fiiggetlen dobasait irja le?

Legyen annak a valdszintisége, hogy az els6 n koordindtan el6irt értéki ji,...,Jn
szadmok, (azaz azon végtelen sorozatokbdl all6 halmaz, melynek jelei a jq, .. ., j, szdmok-
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kal kezd6dnek) <6) . A valodsziniiséget ugy szeretnénk definialni, hogy ezek a feltételek
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teljesiiljenek. Mivel a valdsziniiség o-additiv ez sok egyéb esemény valdsziniiségét is

meghatarozza. Példaul hogyan hatirozza meg annak valdszinliségét, hogy az o6todik

dobés eredménye nagyobb mint a harmadik dob&sé? Altaldben értelme van bizonyos

események altal meghatarozott legsziikebb o-algebrardl beszélni. Halmazok egy A
o0

rendszerét o-algebranak nevezziik, ha A, € A esetében, n = 1,2,..., |J A, € A,
n=1

Q\ A, € A, n=1,2.... Be lehet latni, hogy az el6bbi ji, ..., j, szamokkal kezd6dd

sorozatok halmazat, n = 1,2,..., tartalmazé o-algebrdk kozott van egy legsziikebb

o-algebra, azaz egy olyan o-algebra, amelyik része egy tetszoleges ezeket a halma-
zokat tartalmazo6 o-algebranak. Ennek az allitasnak a bizonyitasa viszonylag egyszerii.
Lényegesen nehezebben, de szintén bizonyithaté allitds az, hogy ezen a legsziikebb
o-algebran megadhato egyértelmiien egy olyan o-additiv halmazfiiggvény, amelyiknek
értéke a mar megadott halmazokon az el6irt értékkel egyezik meg. Ennek alapjan az
elobbi halmazokat tartalmazoé legsziikebb o-algebrat tekintjik az A o-algebranak, az
A € A halmazok P valészintiségét pedig a kovetkez6 médon definidljuk. Tekintjiik
az elsé n koordinatajaban eloirt jq, ..., j, értéket felvevo sorozatokbdl allé6 halmazokat
tartamazdé legsziitkebb A a—ﬁlgebrét, egy Ji,---,Jn jegyekkel kezdodo sorozatokbdl &lld

halmaz valészintisége 6) (ahol n a rogzitett értékii jegyek szama), és tekintjiik azt

az egyértelmiien meghatarozott P o-additiv halmazfiiggvényt az A o-algebran, melynek
értéke az el6bb definialt halmazokon a mar definialt értékkel egyenlo. Egy A € A halmaz
valészintisége ennek a P o-additiv halmazfiiggvénynek az A halmazon felvett értékével
egyenlo.

Felmeriil az a kérdés, hogy természetes-e a fenti definicié. Miért nem definialtuk
példaul minden lehetséges halmaz valészintiségét? A valasz erre a kérdésre az, hogy ez
nem lehetséges gy, hogy megorizziik a valészintiség o-additiv tulajdonsagat. Masrészt
valéjaban nem vesztiink azzal, hogy csak a fenti o-aalgebra halmazaira definidltuk a
val6szintiséget. Ugyanis, amikor egy halmaz valdszintiségét kérdezziik, akkor azt a hal-
mazt valamilyen definiciéval le kell irni. Viszont az Gsszes definidlhaté halmaz része a
fenti o-algebranak.

Megjegyezziik, hogy a fent targyalt probléma &ltalanos. Mihelyt nem véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sok kiillobozo értéket felvevd valdszintiségi valtozdval dol-
gozunk, hasonlé kérdések meriilnek fel. Igy példdul akkor, ha az egységintervallumon
olyan valdsziniiségi mértéket akarunk definidlni, mely szerint egy intervallum mértéke
megegyezik ennek az intervallumnak a hosszaval. (Lebesgue mérték definiciéja.)

Megmutatjuk, hogy a valészinliségszamitas altalanos elmélete segit bizonyos felada-
tok egyszerii megoldasaban. Az alabbi két feladatban az egyik lehetséges (egyszerii)
megoldasi médszer az ugynevezett geometriai valdsziniiségek médszere. Annak hatteré-
ben, hogy ez a médszer alkalmazhaté ott van rejtve a mértékelmélet néhéany eredménye.
A feladat masodik lehetséges megoldasa a konvolucion alapul.

2. Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a kett6 félérat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

2



3. Két botot véletlenszertlien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott 4j bot hosszanak az F(u) eloszlasfiiggvénye?

Mind a két feladat megoldhato formalis szamolassal, azt felhasznalva, hogy is-
mert striségfiiggvényii valdsziniiségi valtozok osszegének a stirtiségfliiggvényét ki tudjuk
szamitani konvolicio segitségével. Ugyanakkor egy jé valdsziniiségi modellben vizsgalva
a problémadkat egyszer{ibb megoldast is tudunk adni. Tekintsiik mind a két megoldast.

2. feladat a) megoldds: Tekintsiik az egységnégyzetet, és vdlasszuk azt a véletlen
pontot az egységnégyzeten, melynek z koordinatidja megadja, hogy az els6 ember
az y koordinataja pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett.
Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlast az egységnégyzeten, azaz annak
valésziniisége, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik
megegyezik e halmaz teriiletével. Miért? Az, hogy a két ember taldlkozik azt
az eseményt jelenti, hogy az igy definialt (x,y) pont az egységnégyzet

Az{(x,y): —%gy—xgé}ﬂ[(),l] x [0, 1]

. . 1 3,
részhalmazéaba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - 3= T és ez a keresett
valészintiiség.

3. feladat a) megoldds: Ez a feladat is hasonlé médon térgyalhaté. Tekintsiik az
egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek
x koordinataja megadja, hogy hol tortiik el az elsé botot az y koordinataja pedig
azt, hogy hol tortiik el a masodik botot. Ekkor az igy definialt pont egyenletes
eloszlasu az egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza
kisebb mint valamely u szdm megegyezik annak az eseménynek a valdszintiségével,
hogy az (x,y) pont a kévetkez6 Aq(u), Az(u), As(u) és A4(u) halmazok Aq(u) U
Ag(u) U Az(u) U Ag(u) unidjaba esik: Aj(u) = {(z,y): = +y < u} N[0,1] x [0, 1],
Ax(u) = {(z,y): 2z + (1 —y) <upn[0,1] x[0,1], As(u) = {(z,9): 1 -z +y <
u}N[0,1]x[0,1] és Ag(u) = {(z,y): 1—z+1—y <u}N[0,1]x[0,1]. Hau < 3, akkor
ezek a halmazok diszjunktak, tertiletiik “72, ezért F(u) = 1 — 2u? ha u < % Ha
1 <wu < 1, akkor az Aj (u)UAs (u)UAs(u)UA(u) halmaz komplementere egy olyan
négyzet, melynek atléja (2 —2u) hosszi. Ezért F(u) =1—2(1—u)? = 4u—2u? -1,
ha%ﬁugl. Ha u > 1, akkor F(u) = 1.

2. feladat mdsodik megolddsa. Jelolje &;, j = 1,2, azt a valoszinliségi valtozdt,
mely azt adja meg, hogy hany (0 és 1 kozotti szdmmal kifejezhetd) draval 8 6ra utan
jelent meg a j-ik ember a helyszinen. Ekkor &; és &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban
egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozok. Minket a —% <E—€-2< % események
val6szintisége érdekel. Az F(u) = P(§1 — &2 < u) eloszés stirtiségf8ggvénye a g(u) =
f1* f2(u) konvolicid, ahol fi(u) =1,ha0 <wu <1, fi(u) =0, kiilénben, fa(u) =1,
ha —1 < u < 0, fa(u) = 0 kiilénben. Ekkor a minket érdeklé mennyiség az

F(Y)-F(-1)= fj{% g(u) du. (Emlékeztetsiil, ha f1 és f» két stirfiségfiiggvény,
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akkor ezek konvolucidja f1 * fo a kovetkez6 modon szamolhato ki.

Ji* fa(z / fi(u fz(m—udv—/ filx —u) fo(u)dv, —oo <z < 0.

Tovabbd, ha & és &, két fliggetlen valdszintiségi valtozd fi1(-) és faof:) stirliségfligg-
vényekkel, akkor a &; + & &sszegnek is 1étezik slirtiségfiiggvénye, és az az fi * fo(-)
konvolucié.)

Némi szdmolés adja, hogy g(u) =1—u, ha0 <u <1 g(u) =14wu,ha -1 <u<D0.

3
Innen F (3) — F (1) = fi{%(l — |u]) du = 1

2. feladat mdsodik megolddsa. Jelolje &;, j = 1,2, azt a valoszinliségi valtozdt,
mely azt adja meg, hogy a j-ik bot rovidebb végének mi a hossza. Ekkor &7,
és &, fiiggetlen valdszintliségi valtozék f(r) = 2, ha 0 < x < %, és f(x) =0
egyébként stiriségfiiggvénnyel. Minket a &1 + & eloszldsa érdekel. Viszont &1 + &
stirtiségfiiggvénye g(x) = f * f(x), ahonnan g(x) = 2 — |2 —4z|, ha 0 < z < 1,
g(z) = 0 kiilonben. Ezt kiintegrélva megkapjuk az eredményt.

Hazi feladat.

Legyen &; és & fliggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsi val6szintiségi
véaltozo, azaz legyen & és & siirliségfliggvénye f(z) =1, ha0 <z <1, és f(z) =
egyébként. Szamitsuk ki &; + & striségfiiggvényét.

(Stirtiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definiciéja. Legyen f(-) és g(-) két siri-
segfdggveny a szdmegyenesen, altalanosabban integrdlhato fliggvények, azaz tegyiik fel,

hogy [T [f(w)du < oo és [T |g(u)|du < oo. Az f(-) és g(-) figgvények f * g(-)
konwlucwya az

/ fwg(x —u)du, —oo <z < o0,

fligguény.

Megjegyzés: Egyszer( (linedris) transzformacioval kapjuk, hogy a konvoluciét masképp
is kiszamolhatjuk. Ez mutatja, hogy a konvoluciéban résztvevo fiiggvények szimmetri-
kus szerepet jatszanak.

_ /o; Flu)g(x — ) du = /O; fz —w)g(u) du
:/Zf(%—u)g(%—i—u)du, —00 <z < 0.

Tétel fiiggetlen valdszintiiségi valtozdok Osszegének a sturilségfiiggvényérol.
Legyen & és n két fiiggetlen valdsziniiségi vdaltozo f(-) és g(-) striségfiiggvénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfiggvénye, és az az

/ fw)g(z —u)du, —oo<z <00

fuggvény.



