A szeptember 18-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Tekintsiik a kévetkezd problémat:

Legyen egy urndban 70 piros és 30 fehér goly6. Huzzuk ki a golydkat visszatevés

nélkiil.

a.) Mi a valésziniisége annak, hogy az els6 kihizott golyd szine piros, a masodiké pedig
fehér?

b.) Mi a valdszinilisége annak, hogy a 13. kihdzott golyé szine piros, a 29. kihuzott
goly6 szine pedig fehér?

A feladat b.) része az érdekes. Mutassuk meg, hogy az a.) és b.) kérdésre ugyanaz
a valasz. Ezen allitas bizonyitdsa és megértése érdekében megfogalmaztuk a feladatot
formalisan egy (2, A, P) valészinliségi mez6 bevezetésével.

A kovetkez6 modellt definidltuk: Tekintsiikk az 6sszes w = (F, P, F,F,...) szaz
hosszisdgi 30 F' (fehér) és 70 P (piros) jelb8l allé sorozatot. Legyen Q) az Osszes
ilyen w sorozatdl 4116 halmaz, A a (mérhetd) halmazok rendszere (o-algebraja) € Gsszes
részhalmaza, azaz minden lehetséges fent definidlt w (elemi eseményekbdl) 4116 halmaz.

Legyen minden w elemi esemény valdsziniisége W. Egy A halmaz valészinlisége
pedig az A halmaz &ltal tartalmazott elemi esemggyek valosziniiségének Osszege. A
lényegs észrevétel az volt, hogy minden olyan hiizédssorozatnak a valdsziniisége, amelyik
30 fehér és 70 piros goly6t tartalmaz megegyezik. Ebben a modellben az a.) feladat
valészintisége azon A esemény valdszinlisége, mely azokat az w sorozatokat tartalmazza,
melyek elsé eleme P mésodik eleme pedig F. A b.) feladatban annak a B eseménynek
a valoszinliségét vizsgaljuk, melyek olyan w sorozatokat tekint, melyek 13. jele P 29.
jele pedig F. Belattuk két médon is, hogy P(A) = P(B). Ehhez azt 1latjuk be, hogy
azon sorozatok melyekben az els6é helyen piros és a masodik helyen fehér gplyé van
kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetoek azon sorozatoknak, melyeknek a 13. helyén
piros és a 29. helyén fehér goly6 4all. Ilyen megfeleltetést biztosit az, ha a 1. és 13.
valamint a 2. és 29. golydt kicseréljiik. Egy masik szintén megtargyalt bizonyitésa
annak, hogy ugyanannyi az els6 helyen piros és a masodik helyen fehér goly6t tartalmazé
sorozat van, mint ahdny a 13. helyen piros és 29. helyen fehér goly6 all, abbol all,
hogy kiszamoljuk mind a kétfajta 100 hosszisagu sorozat szamat. Azt kell észrevenni,
hogy ugyanolyan mdédon lehet kiszamolni ezt a két lehetséges szamot. Ugyanis az ilyen
sorozatok szamat ugy szamolhatjuk ki, hogy tekintjiik az 6sszes olyan sorozatok szamaét,
melyekben két helyen el6 van irva a golydk szine, és ezutan azt kell kiszamolni, hogy
hany olyan sorozat van, amelyikben a maradék 68 helyen 29 fehér és 69 piros golyé van.
Annak, hogy melyik két helyen van a golydk szine el6irva nincs jelent6sége.

Valéjaban a fenti targyalas nem teljesen kielégité. Latnunk kell ugyanis, hogy nincs
jelent6sége annak, hogy a minket érdekl6 valdszintiségeket milyen a feltételeket kielégito
modellben tekintjiik. Ezért érdemes a fenti gondolatmenetet igy modositani, hogy az
érvelés ne fiiggjon attol, hogy milyen modellt tekintiink.
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Legyen adva egy (2, A, P) valdszinliségi mez0, mely tartalmazza az Osszes olyan
eseményt, hogy egy huzassorozat eredménye valamilyen (F, P, F, F, ... ) sziz hosszisagu
30 F (fehér) és 70 P (piros) jelbdl all6 sorozat. (Nem tessziik fel, hogy ezek az események

1
elemi események.) Minden ilyen esemény valészintlisége legyen T())' Vegyiik észre,

hogy ilyen médon a valdszinliségi mezo egy particigjat kapjuk. (DisBZOjunkt eseményeket
definidltunk, melyek Osszvalészintisége 1.) Definidljuk a kévetkezd &;, 1 < j < 100,
valoszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik huzas eredménye piros, §; = 0, ha a j-ik
hizas eredménye fehér. (Azaz, ha az elébb definidlt particié olyan sorozatot tartalmaz,
melynek j-ik jele P illetve F.) Ekkor a minket érdekl6 kérdés a P(&; = 1,& = 0) (a.)
feladat), illetve a P(£13 = 1,&29 = 0) valdszintiség (b.) feladat) kiszdmitésa.

Be lehet latni, hogy a fenti jelolésekkel

P(§1 =¢1,§2 =€2,...,&100 = €100) = P({r1) = €1,&x2) = €2, -+ r(100) = €100),

ahol (7(1),...7(100)) az (1,...,100) szamok tetszéleges permutécidja, €5, 1 < j < 100
vagy nullla vagy egy. Ez az azonossig lehet6vé teszi annak bizonyitasat, hogy az a) és
b) feladatban szerepl6 valészintiségek megegyeznek.

Hazi feladat

Ha a &1,&, ..., &, egész értékli valoszintiségi valtozok teljesitik a

P(fl = k17£2 = k27"'7€n = kn) = P(é_ﬂ'(l) = kl;éﬂ@) = k27"'a§7r(n) = kn)v

azonossagot az 1,2, ..., n szamok tetszoleges (w(1),...m(n)) permutéciéjira és min-
den kq,...,k, egész szamra, akkor

P& =Fk) =P =k1), P& =Fk,& =ko)=P(& =Fki,&& =kg)
mainden 1 < 4,5 < n és ky és ko egész szamra.
Tovabbi a gyakorlaton targyalt feladatok:

1.) Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymds utéan. Szamitsuk ki a fej-
dobésok szdménak varhaté értékét és szérasnégyzetét.

2.) Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymés utan. Tekintsiik a dobasok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az 0sszegnek

a.) Varhaté értékét,
b.) Szérasnégyzetét.

Idézziik fel el6szor a varhato érték és széraanégyzet definiciéjat és néhany fontos
veliik kapcsolatos eredményt.

Varhatoé érték és szérasnégyzet definicidja. Legyen & diszkrét éréki valosziniségi
vdltozo, mely megszdmldlhato sok x1,xs,... értéket vesz fel, P(§ = x) = pg, k =



[o.@]
1,2,..., akkor a £ valdsziniiségi vdltozdé vdarhatd értéke EE = Y prxk, szordasnégyzete
k=1

pedig Var § = E(¢ — E¢)? = B2 — (E¢€)°.
Tétel. E(af +b) = aE¢ + b, Var (af + b) = a?Var & minden valds a és b szdmra.

Tétel. Ha & diszkrét értéki valdsziniiségi vdltozo, P(§ = xy) = pr, k= 1,2,..., f(x)
valamilyen fiigguény, akkor Ef(&) = > prf(zk).
k=1

Tétel. Ha &, ...,&, valosziniségi vdltozok ugyanazon a wvaldsziniiségi mezon, akkor
E(&+-+&) =BG+ 4+ B

Megjegyzés; Ez az eredmény tetszoleges valdszintiségi valtozokra igaz. Nem koveteltiik
meg példaul azt, hogy az osszeadanddk fliggetlenek legyenek.

Tétel. Ha &y, ..., &, figgetlen valdszinidségi vdaltozok, akkor Var (§1+---+&,) = Var&; +
-+- 4 Varg,.

Az 1. és 2. feladat jobb megértése érdekében definidljunk egy valészinliségi mezét
és rajta valdszintiségi valtozokat, melyek segitségével ezt a feladatot precizen meg lehet
fogalmazni.

1. A feladat megolddsa: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége,

100
hogy k fejdobas kovetkezik be, 0 < k& < 100, pr = < )2_100. Ezért a dobasok

k
. ) s 100 7100, 100 e e .y
szaméanak varhato értéke FE = > k I 2 , ahol & jeldli a fejdobasok szamat

k=0

100 100

megadd valészintiségi valtozét. Tovabbd EE2 = k:2( i
k=0

pedig Varé = E€2 — (E€)®. Ezeket az dsszegeket kozvetleniil kiszamithatjuk.
100 99 100~ /100 99 99

Valéban, k — 100 JEE= Sk 2100 — 50 3" k(7 2790 =
k k-1 2 -k

k=0

1 1\* o 2100 100 o8
50 <§ + 5) = 50. Tovdbb4, k ( 1 ) = [kf(k’—l)"‘k’]( i ) = 100-99.(k - 2)+

100 1 98 798\ 1 99799
100 - B2 = Z.100-99 - — - 100 - = 25-99 + 50
(o) 76 = S (%) s B (5) =m0
Var¢ = BE? — (BE€2%) = 25.

Valdjaban a vizsgalt varhatd értéket és szérasnégyzetet egyszeriibben is kiszamit-
hatjuk. Vezessiik be a §; valészintiségi véltozokat, {; = 1, ha a j-ik dobés eredménye

fej £; = 0, ha a j-ik dobés eredménye iras, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobasok szama
100 100 100

=&, BE =Y B, Varé = ) Varg;. Mivel E¢; = §, B = 5, Varg; = 1,
i=1 i=1 j=1

1< j <100, ezért EE =1 -100 = 50, Varé = 1. 100 = 25.

) 27100 5 szérésnégyzet
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A maésodik feladat hasonléan targyalhaté. Ekkor annak valdszintiségét, hogy a
dobéasok iisszegének értéke egy adott szam rendkiviil faradsagos lenne kiszamolni. Vi-
szont a masodik moddszer egyszeriien alkalmazhaté ebben az esetben is. Legyenek
M, -, oo figgetlen valészinfiségi véltozok, melyekre P(n; = k) = &, 1 < j < 100,

100 100
1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé véarhaté érték és szérasnégyzet £ > n; = > Enj,
j=1 j=1
100 100
Var Y  n; = Y Varn,. (A mésodik reldcié felhasznélja a tekintett valdszintiségi véalto-
=1 =

20k fiiggetlenségét.) En; = & (142+3+4+5+6) = 3.5, En? = $(144+9+16+25+36) =

2, Varn; = 32 E¢ = 350, Var & = 2209,

3.) Legyen egy urndban 40 piros és 60 fehér golyé. Huzzuk ki a golydkat visszatevés
nélkiil. Szamitsuk ki az els6 10 huzasban kihizott piros golyék szdmanak

a.) Vérhaté értékét,

b.) Szérasnégyzetét.

Az els6 két feladathoz hasonléan targyalhaté a harmadik feladat. Ekkor megfelel
20 20
modellben a vizsgélt feladat az E ) &; és Var ) ; kiszamitasa, ahol {; = 1, ha a

7j=1 7j=1
20

Jj-ik hizés eredménye piros, £; = 0, ha a j-ik hizés eredménye fehér. Ekkor E )" &; =
j=1

20

> E¢;. A szérdsnégyzet kiszamitdsa kissé bonyolultabb, mert a tekintett valszintiségi

j=1

valtozok nem fiiggetlenek. Ezért meg kell értentink, hogyan kell kiszamitani valészinii-

ségi valtozdk Osszegének a szorasnégyzetét az altaldnos esetben.
20
A & = ) & Osszeg szérasnégyzetét kell kiszamolnunk, ahol &; = 1, ha a j-ik
j=1
hizds eredménye piros, §; = 0 ha a j-ik huzds eredménye fehér, j = 1,2,...,20. En-
nek kiszdmitdsa bonyolultabb mint az el6zé feladatokban, mert a most tekintett ¢;
valészintiségi valtozok nem fliggetlenek. Ezért meg kell érteniink, hogyan kell kiszdmi-

tani valdszintiségi valtozok Osszegének a szorasnégyzetét az altalanos esetben.

Tétel. Ha &, ...,&, valosziniségi viltozok ugyanazon a valosziniségi mezdén, akkor

Var (Y & | =) Varg+2 > (B — EGEG).
i=1

j=1 1<j<k<n

— Z Var&; + Z (E¢i&r — EEGEE).
j=1

1<g,k<n, j#k

Megjegyzés: Ha & és n két valészintiségi véltozo, akkor ezek kovariancidja Cov (€ n) =
E[(¢ — E¢)(n — En)] = E{n — E{En. A kovariancia egy természetes mérése annak,
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hogy két valdszintliségi véaltozé milyen mértékben fiigg o0ssze. Ez a mennyiség szerepelt
az Osszeg szorasnégyzetének kifejezésében. Ha & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok,
akkor Cov (§,n) = 0.

A Tétel bizonyitdsa.

2 2

Var [N | =B (Y g - [EXY ¢ =Y Y ga | - | DY B¢,
j=1

j=1 j=1 j=1k=1 j=1 k=1

3

=> (B —(BG)*)+2 Y (B&&, — EGES,).

j=1 1<j<k<n
és Eé’? — (E¢;)? = Varé;.

Alkalmazva ezt a tételt és az el6z6 gyakorlat eredményeit kapjuk, hogy F¢; = F& =
2, Varg; = Varéy = 2 — op = o, E§&, — BGES, = B & — B ES =2 - 55 — 50 =
—10=, ha j # k, és E¢& — BGES, = E&& — B&GES minden 1 < j < k<20
szamra. Innen a 10 dobasban kihuzott piros golydk szamanak varhaté értéke 10 - % =1

z s 7 s 6 6 _ Q _ l _ %
és szorasnégyzete 10 - 5 — 90 - 5= = = (1 11) ==

Hazi feladat.

Egy urnaban hisz piros és harminc fehér golyé van. Kihtzunk egymas utdn 10
golydt tgy, hogy amikor kihtizunk egy golyét akkor azt visszadobjuk és vele egytitt
bedobunk az urndba egy vele azonos szinti goly6ét. Mi a kihtzott piros golydk
szamanak a varhato értéke és szérasnégyzete?

Segitség: Lassuk be, hogy annak valdszintisége, hogy a j-ik hiizasban piros golyét
hizunk megegyezik annak valésziniiségével, hogy az els6 huzasban piros golyot
hizunk. Annak valdszintisége, hogy az i-ik és j-ik huzdsban piros goly6t huzunk,
i # j, megegyezik annak valdszintiségével, hogy az elsé és masodik huzasban piros
goly6t huzunk.



