A szeptember 11-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

A gyakorlaton a kovetkezd az irodalomban coupon probléménak nevezett problé-
maval illetve néhany hozza kapcsolédé kérdéssel foglalkoztunk:

Tegyiik fel, hogy egy termék megvasarldsakor a termékkel valamilyen cimkét (cou-
pont) is kapunk. Osszesen n kiilénbozd tipust coupon van, és ha mindegyiket Gssze-
gyujtjiik, akkor értékes nyereményt kapunk. Minden vasarlasnal a lehetséges n tipusu
coupon valamelyikét egyforma, % valoszinliséggel kapjuk meg, és az egyes vasarlasok
esetén szerzett couponok tipusa egymastdl fiiggetlen. Hany vasarlast kell tenniink annak
érdekében, hogy az 0sszes lehetséges coupont megszerezziik?

Természetesen a sziikséges vasarlasok szama a véletlentdl is fiigg. De értékes in-
formaciét ad a sziikséges vasarlasok szamardl, annak varhaté értéke és szérasnégyzete.
Ugyancsak érdekel minket az, hogy a sziikséges couponok p-ed részének megszerzéséhez
hany véasarlas sziikséges. Mi ennek a varhatd értéke és szorasnégyzete? E kérdés
hatterében a kovetkezd probléma all. Szeretnénk tudni, hogy ha a sziikséges couponok-
nak példaul a 95%-at méar megszereztiik, akkor a sziikséges vasarlasok nagyrészét varha-
télag mar megtettiik vagy esetleg a még sziikséges 5% megszerzése még tobb vasarlast
igényel. E kérdés eldontése érdekében érdemes kiszamolni a fenti varhaté értékeket és
szorasnégyzeteket.

Vezessiik be a kovetkezd 11,12, ..., valoszinlségi valtozdkat: n; =k, j = 1,2,...,
1 < k < n, ha a j-ik véasarlas soran a kapott coupon tipusa k. Akkor feltételezésiink
formadlisan tgy fogalmazhaté meg, hogy az n;, j = 1,2,..., valésziniiségi véltozok
fliggetlenek, egyforma eloszlasiak, és P(n; = k) = %, j=12...,1 <k < n.
Kérdésiink pedig tgy fogalmazhaté meg, hogy mi az a legkisebb véletlentdl fiiggd N
szam, melyre az 11, ...,ny sorozat az 1,2, ..., n szamok mindegyikét felveszi. Mi ennek
a véletlen N szamnak a varhato értéke és szérasnégyzete? Illetve ennek a kérdésnek
azt a megfelelgjét tekintettiik, amelyben azt koveteltiik meg, hogy az 71, ..., ny sorozat
legalabb pn értéket vegyen fel. Mind a két probléma vizsgalataban érdemes bevezetni
a kovetkezo (;, 7 = 1,2,...,n valoszinliségi valtozokat:

Legyen (1 = 1. Vegyenek fel a (y,(s,... valdszinliségi valtozok pozitiv egész
értékeket, és legyen 1 = (3 < (o < ---. Haa (s, 1 < s < 7, valészintiségi valtozokat
mér definidltuk, akkor legyen (;;+1 az a legkisebb m index, melyre n,, # n¢,, minden
1 < s < j szdmra. Szemléletesen a (j, j = 1,2,..., szdmokat gy definidltuk mint
azokat a vasarlasi idopontokat, melyekben a j-ik alkalommal szereztiink egy 1j tipusu
coupont. A feladat megolddsa érdekében a (; valészinliségi valtozok viselkedését kell
megérteniink.

1. Léassuk be, hogy a (i,(2,..., val6szinliségi valtozdk fiiggetlenek, és P((; = 1) =
: -1 .
j—1 n—7+1
()= —— —=1,2,....
p]( ) ( n ) n ) ) &y

la.) Minden 0 < p < 1 szémra létezik p,, = (1—p)" 1 (1—p), n = 1,2,... alaki eloszlas,
azaz létezik olyan ( valészintiségi véltozé, melyre P(( = n) = (1 —p)" 1p. Mi az
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1b.)

la.)

1b.)

ilyen alakt eloszldsok szemléletes tartalma?

Legyenek (1,(s,..., olyan pozitiv egész értékeket felvevo valdszintiségi valtozok,
melyekre P((, = jnlCt = J1,- -+, (1 = Jn—1) = Pn(Jn) minden jy,..., j, pozitiv
egészekbdl allé szam n-esekre. Lassuk be, hogy ekkor (7, (s, ..., fliggetlen valdszi-
niiségi valtozok, és P((, = j) = pn(j), minden n = 1,2, ... szdmra.
oo oo 1
Megoldds: Mivel Y p, = >. (1 —p)p"~! = (1 —p)l— =1, és p, > 0 minden
n=1 n=1 —D
n=1,2,... szdmra az adott p,, szdmok val6ban eloszldst hatdroznak meg (a pozitiv

egész szamokon). Tekintsiik egy olyan pénzdarab egymadstdl fiiggetlen dobdsait,
melyek p valészintliséggel esnek a fej, és 1 — p valdszintliséggel az iras oldalra. Akkor
P, annak valdszintisége, hogy az n-ik dobasban jelenik meg az elsé fej-dobés. Ezt
az eloszlast az irodalomban (p paraméterii) negativ binomidlis eloszldsnak nevezik.

Az 1. feladat allitdsa szerint (; p; = i paraméteri negativ binomidlis eloszlasu
n

valoszinliségi valtozo.

Megoldas: Azt kell belatni, hogy

P(Cn = jinsCne1 = Jn—1s---»C1 = j1) = [ [ pr(ir)
k=1

Viszont
P(Cn = jna Cnfl = jnfla cee 7C1 = jl)

= H P(Ck = jklCi-1 = Jk—1,---,C1 = 1) P(C1 = j1) = Hpk(jk)
k=1

k=2

a feladat feltételei szerint.

Megoldas: Az 1Db.) feladat eredménye alapjén elég beldtni, hogy

k—l)j‘“_ln—k+1

n

P(Ck = jrlCh—1 = Jr—1,-..,C1 = j1) = (

n

minden £ = 1,2,..., jr = 1,2,... szamokra. Ehhez elegendé belatni, hogy az

M = > k; pozitiv egész szdmra és minden olyan 7, ..., nys sorozatra, melyekre az
=1
N1, ---,Na—1 sorozat pontosan k — 2 kiilonbozo értéket vesz fel, az 1y, valdészinliségi

véltozo pedig egy 1j k — 1-ik értéket vesz fel, teljesiil az aldbbi azonossdg: (Az el6bb
megfogalmazott feltételek azt fejezik ki, hogy egy olyan vasarlas sorozat tortént,
amelyikben az M-ik vésarlaskor szereztiikk meg a k — 1-ik coupont.) Megmutatjuk,

hogy

k:—l)j‘“_ln—k;-l—l

n

P(Ck:]k’nlzllavnM:lM):(

n

pozitiv egész szamok tetszoleges olyan [, ...,y sorozatara, amelyik pontosan k —
1 kiilonboz6 értéket vesz fel. Annak belatasdhoz, hogy az utolsé Osszefiiggésbol
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kovetkezik a kivént allitds azt kell észrevenni, hogy az {1 = l1,...nm = Iy}
események diszjunktak, a {(x—1 = jr—1,...,(1 = j1} esemény ilyen alaki (disz-
junkt) események unidja, és az utolsé azonossig jobboldalan szerepld valdsziniiség
nem fiigg az {ny =1ly,...np = lpr} feltételtol.

A bizonyitandé allitas viszont egyszertien ellendrizhetd. Azt kell észrevenni, hogy

—k+1
egymastol fliggetlen kisérleteket kell vizsgdlni, melyek p = noREl valészini-

séggel jarnak sikerrel és 1 — p valdszintiséggel sikertelenek. Azt keff nézni, hogy mi
annak a valdszintisége, hogy pontosan a jj-ik kisérlet lesz sikeres. A felirt azonossag
ezt a valésziniiséget adja meg. (Kisérletnek az M-ik vasarlas utdn kovetkezd 1j
vasarlasokat nevezziik, és e kisérleteket akkor nevezziik sikeresnek, ha a vasarlas
soran 1j coupont szereztiink.)

Ezutdan megbeszéltiik azt, hogyan kell kiszamitani valészintiségi valtoziik 6sszegének
a varhato értékét és szorasnégyzetét, mi a jelentosége a fiiggetlenségnek, hogyan lehet
szamolni abban az esetben is, ha a fiiggetlenség feltéte nem teljesiil. Ezt a kérdést
késObbi gyakorlatokon részletesen targyaltuk, ezért itt nem from le. Az vizsgdlt problé-
maban fliggetlen valdszintiségi valtozok Osszegének a varhaté értékét kell vizsgalnunk. A
feladat megoldésa érdekében érdemes kiilon targyalni a bevezeto valdszintiség eléadason
szerepelt negativ binomialis eloszlas varhaté értékét és szordsnégyzetét.

2. Szamoljuk ki egy (1, p) paraméterii negativ binomidlis eloszlasi valészintiségi valto-
z6 azaz egy olyan £ valoszinliségi valtozd varhato értékét és szorasnégyzetét, melyre
Pé=k)=pFt(1-p), k=12,....

Megoldas: Ha & (1, p) paraméterii negativ binomidlis eloszlasu val6szintiségi valtozo,
akkor

EE=Y k(1-pptt,  EE =) K1-ppt
k=1 k=1

Ezen Osszegek egyik lehetséges kiszamolasa: kijo k= T ha |z| < 1. Két
egymés utani derivaldssal kapjuk, hogy S° kab—l = — 1 65 S° k(k—1)zh~2 =

N = (1- 90); k=2 N
1)pk—2 = (1_1p)2 + 4 32)3, és EE = 1%19’ Be? = 1ip + 3pp)2. Ezért
Varé = EE? — (E€)? = =

3. Oldjuk meg a bevezetésben megfogalmazott feladatot. Lassuk be, hogy n coupon
esetén az Osszes coupon megszerzéséhez sziikséges vasarlasok ¢ szamanak varhaté

frtéke BC = 35 " srdsnégyzete pedig Var¢ — 30 n(k—1)
eriexke = ————, Szorasne zete pedl ar = R E———
kzln—k+1 gy P g kzl(n—k+1)2

moljuk ki ezen mennyiségek aszimptotikus viselkedését nagy n szdmokra.

Sz4-

Megoldds: Lattuk, hogy ¢ = > (i, ahol (i fiiggetlen val6szintiségi valtozdk negativ
k=1



n
binomidlis eloszldssal p, = —— paraméterrel, k = 1,...,n. Ezért EC = > E(y,
n k=1

n
Var{ = > Var (. Tovébb4, az el6z6 feladat alapjan E(; = L, Var (, =
k=1 n — k + 1
n(k—1) , , N . .
————— minden k£ = 1,...,n szdmra. Innen kévetkeznek a felirt azonossigok.
(n—Fk+1)2
n n " 1

Tovabba nagy n-re E¢ = kz::1 e n/l e du = nlogn. Hasonldéan

" —1
Var (¢ ~ n/ M du. Tovabba
1 (77/ — U + 1)2

n _1 n 1 n 1 o0
/ (U—)Qdu:—/ 7du—|—n/ —2du~/ %du.
1 (n—u+1) 1 n—u+1 1 (n—u+1) .U

2
Ezért Var ( ~ %

. Széamoljuk ki annak varhato értékét és szorasnégyzetét, hogy hany vasarlas sziik-
séges ahhoz, hogy a sziikséges couponok p-ed részét megszerezziik. Szamoljuk ki a
varhato érték aszimptotikajat nagy n és rogzitett p szamra.

Megoldas: Ezt a feladatot az elozé feladathoz hasonléan oldhatjuk meg. Az egyetlen
kiilonbség, hogy most nem egytol n-ig, hanem 1-t6l pn-ig kell osszegezni. Ezért a

’ht"t’k% n { risnéovzet vedi i&j n(k —1)
varhnato erte ———, a Szorasnegyze edl ——
=1 n—k+1 B PR o =k 1 1)2

eloz6 feladat szamolasahoz a varhaté érték nagy n-re kozelitéleg

/p" n p /” du 1 n 1
———du=mn — =nlog——— ~nlo
1 n—u+1 n—npt1 U gn(l—p)—l—l gl—p

. Hasonldéan az

(Hasonlé szamolas mutatja, hogy a szérdsnégyzet is n-nel lesz ardnyos.)



