A Secretary problem. Optimalis valasztas megtalalasa.

A Szindbad probléméanak van egy szintén klasszikusnak tekinthetd, taldan természe-
tesebb viszont nehezebb valtozata. Ez a kévetkezo ,,Secretary problem”-nak nevezett
kérdés: Egy allasra ismert n szamu jelolt jelentkezik, akik véletlen sorrendben jelennek
meg a felvételi interjura, és minden lehetséges sorrend egyforma valészinli. Legyen
a legjobb jelolt rangja 1, a masodik legjobb jelolt rangja 2, és a k-ik legjobb jelolt
rangja k, k =1,2,...,n. A felvételi interju soran az éppen jelentkezo felvételizo josagat
ossze tudjuk hasonlitani az addig megjelentekkel, azaz meg tudjuk mondani az addig
megjelentek kozotti relativ rangjat. Ezutan eldontjiik, hogy a jeloltet elfogadjuk vagy
elbocsajtjuk, és ezt a dontést késébb nem valtoztathatjuk meg. Célunk az, hogy mi-
nimalizaljuk a kivalasztott jelolt rangjanak a varhato értékét. Kérdés, hogy ez a rang
optimalis véalasztas esetén végtelenhez tart-e, ha a jeloltek n szama tart a végtelenhez.
Be lehet latni, hogy optimalis valasztas esetén létezik véges hatarérték, és annak értéke

is ismert. Ez a
0o . 9 1/(5+1)
I1 (i) ~ 3.8695

j=1

szam. Ennek a ténynek azonban nincs olyan egyszerli indoklasa mint annak, hogy
Szindbad problémé&jiban a sikeres vélasztas valdsziniisége jo stratégia esetén nem tart
nulldhoz n — oo esetén.

A | Secretary problem”-nak csak részleges megoldasat irom le. Megadom min-
den rogzitett n-re az optimadlis stratégiat, illetve azt a rekurziét, melynek segitségével
kiszamithaté az optimalis stratégia esetén a kivalasztott jelolt rangjanak a varhato
értéke. Ennek segitségével megmutatom, hogy ennek a varhato értéknek az értéke
minden n szamra kisebb mint 8. Annak bizonyitasa, hogy létezik a fent megadott
hatarérték a rekurzié alaposabb vizsgalatat igényli. Ez meglehetésen faraszto, a valé-
szinliségszamitashoz kozvetleniil nem kapcsol6dd probléma. Ezért ennek részleteit nem
targyalom, csak egy heurisztikus indoklast adok, mely felhasznalja az optimalis megoldas
megadasahoz sziikséges szamsorozat néhany természetes, de bizonyitasra szoruld tulaj-
donsagat. Az érdeklodok a részleteket kidolgozo, teljes bizonyitast megtalalhatjak Y.
S. Chow, S. Moriguti, H. Robbins és M. Samuels Optimal Selection Based On Relative
Ranks (“the Secretary Problem”) cimi az Israel Journal of Mathematics (1964) 81-90
ujsdgan megjelent cikkében.

A secretary problem sokban hasonlit a Szindbad problémahoz. Az ott tanultak
nagyon hasznosak, és lényegében elegendé informéciét adnak az optimaélis stratégia
kidolgozasahoz.

Legyen Zi,...,7, az egymas utan megjelené jeloltek a megjelenés pillanataban
ismeretlen rangja, és legyen §; az i-ik jeliilt (megjelenése utdn megismert) relativ rangja
az elso i jelolt kozott. Ekkor, mint azt a Szindbad probléma megoldasaban lattuk a

1
&1, ..., &, valészinliségi valtozdk fiiggetlenek, és P(§; = j) = — minden 1 < j < i
i

szamra. Tovabba ki tudjuk szamolni annak feltételes valészinliségét, hogy a i-edik jelolt
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rangja egy adott k szdm feltéve az elsé ¢ megfigyelés értékét. Ez a

(k—l) (n—k)
P(Z; =kl& =j1,.. ., &4—1=Ji—1,6 =J) = ik VA - (1)

(5

Ezt az azonossagot példaul a kovetkezoképp lathatjuk be:

érték.

n
(Z,>(n—z)!
P(fl :jlw"?g’i—l :j’i—lafi :j) _ N

aminek egyik lehetséges indokldsa a kovetkezd: A jeloltek Osszesen n! sorrendben je-
lenhetnek meg, és minden sorrend egyforman valészinti. Az olyan sorrendek szama,

melyekre teljesiilnek a & = ji,...,& 1 = ji—1,& = j feltételek <n) (n—1)!, mert <n)
i i

féle médon valaszthatjuk meg az elso ¢ 1épésben megjeleno jeloltek halmazat, ezek belso
sorrendjét egyértelmiien meghatarozza a &1 = ji,...,& -1 = Ji—1,& = 7 feltétel, és
ezutdn a maradék n — i jelolt (n — i)! sorrendben jelenhet meg. Masrészt

kE—1\/n—k )
('—1)<i—j>(”_’>!
P(Zi =k & =j1,.. ., &1 = Ji—1,6 = J) = J .

n!

Ez az azonossag az el6z6hoz hasonléan indokolhaté. Azt kell megérteniink, hogy ekkor

k—1 k
a lehetséges megjelenési sorrendek szama ( . 1) (n . |(n —1i)!. Ugyanis ekkor az
J— t—=17
els6 4 1épésben megjelend jeloltek kozott ott lennie annak a jeloltnek, akinek a rangja
k, és ennek a relativ rangja az elso ¢ jelolt kozott j kell, hogy legyen. Ez azt jelenti,
hogy a legjobb k — 1 jelolt koziil j — 1 és a legrosszabb n — k jelolt koziil pedig ¢ — j
k—1\/n—k
résztvevo jelenik meg az els6 ¢ lépésben. Ez ( . 1) ( ) ) modon lehetséges. Ezutan
J— J—1
az;=k<& =g1,...,&-1 = Ji—1,& = 7 feltétel egyértelmiien meghatarozza az elso ¢
jelolt bels6 sorrendjét, a maradék n — i jelolt pedig (n — 7)! mdédon jelenhet meg.

Az (1) relaci6 specidlisan azt is jelenti, hogy

§(f?i)<”if>=(”) (2)



Ezért

E(Zij|¢1 =i1,...,& 1= = ) Zn:kGDCD

iy &im1 = Jic1,6 =] n
k=j '
7

n+1
_ Li](/{) <(n+1)—(k:+1)) :j(¢+1) :jn+1
(n) ! j)\@E+1)—(G+1) (n) i+1
i i
a (2) relacié alapjan (az n, i és j paraméterek helyett az n+ 1,741 és j + 1 paraméter
valasztassal.

(3)

Feladat: Adjunk a (2) azonossagra kozvetlen kombinatorikus bizonyitast. Egy lehet&ség:
Szamoljuk Ossze, hany olyan n + 1 hossztusagu fej-irds sorozat van, melyben az n + 1-ik
tag az 1 + 1-ik fej. Szamoljuk ezt Gssze Ugy is, hogy el6irjuk a sorozatban szerepl6 j-ik
fejdobas helyét, majd Osszegeziink ennek a helynek a lehetséges értékeire.

Egy masik lehetséges indoklds: (A negativ binomidlis eloszlasrdl tanultak alapjén)
frjuk at a (2) kifejezésben szerepl6 tagokat mint alkalmas (negativ szdmokat is megen-
gedd) binomidlis egyiitthatokat.

—(1+1
Példéul: <n) = ( " > = (—1)"_1< (2+_ )> Ezutédn alkalmazzuk az (1 —
i n—1i n—1i

2)*TP = (1 — 2)%(1 — 2)P azonossigot, illletve annak kovetkezményét e fiiggvények
hatvanysorainak egyiitthatoira alkalmas « és (§ valasztéassal.

A fenti eredmény, illetve a Szindbad probléma megolddsdban tanultak alapjan
a Secretary problem ekvivalens a kovetkez6é kérdéssel: Legyenek &, ..., &, fiiggetlen

val6szintiségi valtozok, melyek eloszldsat a P(§; = j) = -. 1 < j <i,1 <1i < n képlet
i

1
adja meg. Vezessiik be a v;(j) = v; »(j) = j% koltségfiiggvényt. Keressiik meg azt
i

az optimaélis 7 megallasi szabalyt, mely minimalizalja a koltségfiiggvény Ev. (&) varhatd
értékét. Azt is megtargyaltuk, hogyan kell ezt a feladatot megoldani. Definidljuk a

n+1 n—|—1
Cn— 1—Evn§n = Z]n+1
(n+1 I~( . (n+1 |
Ci1:E(mln(i+—1§i7ci)>:g;(mln(H—lj’ci))’ i=n—1,n—2,...,1

(4)

szamsorozatot. Ekkor az optimalis megallas az lesz, hogy a i-ik idopontban allok meg,
n+1 o 14 s
fz > ¢;. Az n-ik 1épésben

mindenképp megallok. A koltség varhato értéke pedig (az optlmahs stratégia esetén) co.
Ezek utan a feladat a (4) rekurziv eljardssal megadott az n megengedett 1épésszamtol

1 <i < n—1, ha nem &alltam meg el6bb, és v;(§;) =
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(n) (n)

is fiiggd ¢; = ¢; ' sorozat kiszdmoladsa és a C' = lim ¢, ’ hatdrérték meghatdrozdsa
n—oo
(feltéve, hogy ez a hatérérték létezik).
e Tiax . . 1+ 1 . .
A ¢; sorozat vizsgdlataban érdemes bevezetni a t; = ?ci, 0<i1<n—1,¢és
n

s; = [t;] mennyiségeket, ahol [z] jeloli az x szdm egész részét. Ezekkel a jelolésekkel a
(4) rekurziés formula némileg egyszertibb formaban irhaté fel:

1 (n+1 . L (n+1si(s;+1) .
i-1 =~ L+ 4 —=$i)ci | =< | = = 8i)¢i |,
Ci—1 z’(i—l—l( + o 4 s) 4+ (3 s)c) z(z—l—l 5 + (i s)c)

ést; =8+ i, 0 < a; <1 jeloléssel

toy = MO, (50)

N tl(l + 21 — tz) _ Oé(l — Oé)
tior = 2(i + 1) 20i+1) (5)

A t; — t;_1 transzformacio viselkedésének jobb megértése érdekében vezessiik be az
annak a fo részét leird

T() = Tia) = AT

transzformaciot. Egyszerti szamolas adja, hogy

142 -2

1
T (z) = >0, hax§i+§,

2(0+1) —
ezért T'(xz) monoton né = < i+ 3 esetén. Tovabba (5) alapjin

T(t;) > tis. (6)

A fentiek alapjan bizonyithaté a kévetkezo
Lemma.
2n
< — .
“n—1+3

A lemma bizonyitasa el6tt mutassuk meg annak egy érdekes kovetkezményét.

Kovetkezmény:
cy < 8,

azaz a vdrhaté nyeremény optimadlis stratégia esetén barmely n szamra kisebb mint 8.
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A kovetkezmény bizonyitdsa. A c; sorozat definicigjabdl kiolvashatd, hogy az monoton

n
no. Ezért valasztva az i = [5} szamot kapjuk a Lemma felhasznalasaval, hogy

<Ci:n+1t_<n+1 2n S2n(n—i—1)

- i+1 "~ i+1n—i+3 g(g+3)<8'

n  2n
A Lemma bizonyitdsa: A Lemma allitasa érvényes i = n — 1-re, mert t,_1 = 5=

Ezért elég belatni, hogy amennyiben az érvényes 1 < ¢ < n — 1-re, akkor érvényes
i— 1-re is. Ezt ugy bizonyitjuk, hogy felhasznaljuk a (7)-es formuldt a mar bizonyitott
paraméterrel, a (6) egyenlétlenséget valamint azt, hogy a T'(z) transzforméacié monoton

not<i+ 3 esetben. Tovabba, mivel a ¢; sorozat monoton no, ezért

1 < 1 1 n+1
C; Cr_1 = —
n+1z—|—1_ n—1

i
ti1 = 5
n+1 n+1 2 2

) 2n

Ez a becslés til durva, mégis hasznos. Ugyanis vagy teljesiil az 3 < nird azonossag,
n—i

és az indukciés feltevés teljestil i — 1-re is, (ez csak nagyon kis i indexre lehetséges) vagy
7 2n ) 1 2n , . . 2n .
— > ———— ésekkori+—- > ——  ezért mind a t; mind a ——— > ¢; szamok
2 n—i1+4 27" n—1+3 n—1i+3
beleesnek abba az intervallumba, ahol 7'(-) monoton né. Ezért

tio1 <T(t;) < T( 2n ) — n{(1 +2i)(n —i+3) —2n} < 2n

n—i+3 (i+1)(n—1i+3)2 “n—i+4’

ami azt jelenti, hogy igaz az indukcids feltevés ¢ — 1-re is. Az utolsé azonossag azért
igaz, mert az ekvivalens a

(n—i+3)%+(2n—2i—10(n —i+3) +2n>0
egyenlotlenséggel, ami nyilvan érvényes n — i > 1, azaz 1 < n — 1 esetén.

A lim c(()") hatarérték meghatarozasa.
n—oo

A részletek kidologzdsa nélkuil.

Vezessiik be az 1, = z',(:) mennyiségeket a kovetkez6 mddon:

i = A legkisebb j pozitiv egész szam, melyre t; > k.

Az i, mennyiségeket azért érdemes bevezetni, mert segitségiikkel vizsgalhaté az op-
timalis megallasi szabdly. Ez a kovetkezo: Az elsé i; — 1 jeloltet mindenképpen elu-
tasitjuk. Az i < j < ix41-ik megjelent jeloltet akkor fogadjuk el, ha annak & relativ
rangja kisebb vagy egyenl6 mint k. A fenti megjegyzésbol az is kovetkezik, hogy

Chp =C = " =0Cj;—-1-
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(Emlékeztetdiil, a ¢; mennyiség annak a varhaté értéke, hogy mekkora a koltségfiigg-
vényem, ha az els6é j lépésben nem &llhatok meg, és ezen feltétel mellett az optimalis
stratégiat folytatom.)
:(n)
1
Be lehet latni, hogy hogy léteznek az a1 = lim -£— hatarértékek, ap < oy < -+
n—oo N
ar < 1 minden k£ =0,1,... szdmra, és klim ar = 1. Erdemes kiilon hangsilyozni, hogy

az ag > 0 szigoru egyenl6tlenség érvényes.

Y

Ezenkiviil a t; = tgn) szamok a j index megvaltozasaval keveset véaltoznak. Pon-
tosabban megfogalmazva, tetszoleges 0 < a < < 1 szamra

lim  sup (t;n) - t;@l) =0.

% an<j<pn

A fenti relacié azt sugallja, hogy a t;, ~ t;,_1 ~ k kozelitéssel kis hibat kovetiink el.
Speciélisan,
(n —+ 1)ti1_1 n

cho=C=:"=Cj=1=——"—— ~ —,
1 21
ezért .
n
lim cén) = lim — = —. (8)
n— oo n—oo ;(n) o
(3 0
, (o ) . g . .
Ezért a feladat megolddsa érdekében elég a lim -£— = aj_; mennyiségeket meghatd-
n—oo

rozni. Azért, hogy ezeket a hatarértékeket kiszamoljuk vezessiik be a
vi:ti_i’ haip <i<ipy azaz k<t; <k—+1

mennyiségeket, és irjuk fel mit jelentenek a t; mennyiségekre fennallé rekurzios formuldk
a v; mennyiségekre. Azt kapjuk, hogy

ko ok(k+1D)+26—-k)(v=5) k& v —k
py g Bk T2k (v =g) k vi—k
2 2(i+1) 2 i+1

ahonnan .
1+ . L
Vi = mvi,1 ha (2% S 1< T41- (9)

(Hogyan lehet rajonni, hogy a fent definialt v; mennyiségekre ilyen egyszerti rekurzids
formula érvényes?)

Alkalmazva a (8) relaciot szukcessziven a iy < i < i1 szamokra azt kapjuk, hogy

v Gl-k)-(+1
vi  (+1—k)---(i+1)]

ha i <i<j < ipg1. (10)
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Alkalmazzuk a (10) formuldt ¢ = iy, j = i1 vélasztassal. Azt kapjuk, hogy egyrészt

V.(n) ;") i k+1
Bm —**L — Jim [ ZFEL _ (%
n=00 V. (n) n—00 :(n) ap_1 ’
k

Uk
masrészt
_k
I ot I TS S
lim —— lim = — = .
n—00 V. (n) n—0o (4 k - k
1 l(n) Y 2
k
Innen .
k+2 ar +
ko \ag-1 ’
ezért

Qg i iV
a_k:j[[l<j+2> ’

és k — oo hataratmenettel (felhasznalva, hogy klim ay = 1) kapjuk, hogy
—00

7,(n) 00 j j+1
lim L =ao=[[ (1) .
nooo m 0 J:H1 (j n 2)

Innen és a (8) formuabdl kovetkezik, hogy a keresett varhaté érték valéban a megadott
szam.

A fenti heurisztikus érvelés pontossa tétele érdekéban néhény becslésre van sziikség.
Ezek koziil a legfontosabb az, hogy a t; mennyiségekre ne csak (viszonylag durva) felsé

becslést adjunk (ezt tettiik meg a Lemmdéban), hanem megfelel§ alsé becslést is bi-
((n)
zonyitsunk. Ez kell példaul ahhoz, hogy tudjuk: lim inf a_ > 0.

n—oo N
A t; mennyiségre adott felsé becslés bizonyitdsa azon alapult, hogy az (5) formula
segitségével viszonylag egyszerti, de j6 t;_1 < T'(t;) alaki becslést tudtunk adni. Hasonlé
elven egy alsé becslést is lehet bizonyitani. Be lehet latni, hogy

t; t;
t:_1 > 1— ——
”—z'+1< 2(@+1))’

és ennek alapjan
t > M
“2(n—i+2)

A bizonyitas részleteit elhagyjuk. Az megtaldlhaté az emlitett cikkben.



