A nagy szamok erds torvényének bizonyitdsdban fontos szerepet jatszik a kovetkezo

Kolmogorov egyenlStlenség. Legyenek &1,...,&, figgetlen, (nem feltétleniil egy-

k
forma eloszldsi) valdsziniségi vdltozdk, E&, = 0, FE2 =02, S = >, &, k=1,...,n.
p=1
Ekkor
n
> o
k=1

E2
P(sup \Sk\2x>§ S":

1<k<n 2 2
minden x > 0-ra.

Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov egyenl8tlenség ugyanazt a felsé becslést
adja annak valdszintiségére, hogy az Sy részletosszegek szuprémuma nagyobb mint
valamilyen x > 0 szdm, mint amit a Csebisev egyenlGtlenség ad annak az esemény-
nek a valészinliségére, hogy az utolsé tag S, nagyobb, mint x.

A Kolmogorov egyenlétlenséqg bizonyitdsa. Definidljuk a
T(w) = min{k: k <n; [Sp(w)| >z}
valésziniiségi véltozét. (7(w) = n ha Sk(w) < x minden k < n-re.) Azt allitjuk, hogy
ES2, < ES:. (a)

Az utols6 egyenl6tlenség és a Csebisev egyenl6tlenség alapjan

ES? ES2
P (max]5k| > .%’) =P (‘ST(W)‘ > 1‘) < 7'2(w) < Sh
k<n x

x2

és ez a Kolmogorov egyenlotlenség.

A kivant egyenlotlenség bebizonyitasahoz vegyiik észre, hogy

ES: —ESZ ) = i E(S, — Sk)(Sn — S+ 28)I({r(w) = k})
=Y E(Sh = S)’I({m(w) = k}) + 2 E(Sp — Sp) Sl ({r(w) = k}) .
k=1

k=1
(b)
Mivel az S,, — Sj, és SpI({7(w) = k}) valdszintliségi véltozok fliggetlenek, (az S, — Sk
al,l=k+1,...,n,az SpI({r(w) = k}) az &, | = 1,..., k valdszintiségi véltozdktdl
fiigg,) és E(S, — Sk) = 0, ezért

E(Sy — Sp)SkI({r(w) = k}) = B(Sy — Sp)ES I({r(w) =k}) = 0.

Innen kovetkezik, hogy az (b) azonossdg jobboldaldanak a masodik tagja nulla. Mivel az
els6 tag egy nem negativ valdszintiségi valtoz6 varhaté értéke, ezért az (b) azonossdgbdl
kovetkezik az (a) relacié. Igy bebizonyitottuk a Kolmogorov egyenlStlenséget.

1



A Kolmogorov egyenlétlenség bizonyitdsat azért vettem bele ebbe az el6adassorozatba,
hogy példat mutassak arra, hogy a véletlen jatékokkal valé foglalkozds és azok tor-
vényszeriiségeinek megértése komoly segitségéget jelent bizonyos fontos tisztan elméleti
eredmények bizonyitasaban is. Durvan szélva a Kolmogorov tétel bizonyitasanak 6
gondolata az, hogy egy elonyos jatékot nem érdemes til koran befejezni.

Pontosabban fogalmazva, a Kolmogorov egyenlotlenség bizonyitasanak hatterében
a kovetkezo észrevétel all. Tekintslink egy olyan megallasi szabalyt, mely szerint mér
az n-ik 1épés elott egy k-ik 1épésben megdllunk, 1 < k < n, ha a k-ik lépésben tekintett
részletosszeg négyzete, azaz Si tullép egy bizonyos z? szdmot. Azt latjuk be, hogy az Sy
részletosszeg négyzetének a varhato értéke e megdllasi idépontban kisebb, mint akkor,
ha megvarjuk az n-ik idépontot. Ezen &llitdsnak a kovetkezo szemléletes magyarazata
van. Ha olyan jétékot jatszunk, melynek k-ik lépése utdn a nyereményiink Sz, azaz a
k-ik lépésben SZ — S? | Gsszeget nyeriink, akkor ennek a jatéknak minden 1épésében
varhatéan nyeriink. Ezért ez a jaték elényos, és nyereményiink varhaté értéke annal
nagyobb minél tovabb jatszhatunk.

E gondolatmenet kiaknazasan alapul a valdszinliségszamitas egyik fontos fejezete
az ugynevezett martingalok elmélete. Ennek részleteire azonban nem térek ki.

Tekintstuk a kovetkezd jdatékot. Feldobnak egy szabdlyos pénzdarabot egymastol fligget-
lenil eqgymds utdn. Amennyiben a dobds eredménye fej, akkor a feltett tét dupldjat
kapjuk, ha iras, akkor a tét % részét elveszitjuk, és csak % részét orizhetjik meg. Mivel
ez a jaték elonyds, ezért feltessziik minden jatékban minden pénzinket. Ldssuk be, hogy
amennyiben A volt a vagyonunk a jaték kezdete eldtt, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik
jaték utan, akkor

n
o) EZ,=A <6) , azaz vagyonunk varhato értéke exponencidalis gyorsan no.

b) Z, egy valdsziniiséggel tart nulldhoz, ha n — oo, azaz ha sokdig jatszunk, akkor egy
valosziniiséggel majdnem minden pénziinket elveszitjik.

c) Ertsiik meg, hogy ez a két dallitds nem mond egymasnak ellent.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &; valészinliségi valtozokat: §; = 2, ha a j-ik dobdas

1
eredménye fej, {; = 3 ha a j-ik dobas eredménye iras. Ekkor &1,&,..., fiiggetlen

1 1
valdszintiségi valtozdk, P(§; = 2) = P (fj = §) =3 és ezenkiviil Z,, = A& & -+ &,.
. 1 1 [ \"
EZGI‘t Efj:§ 2+§ :6768 EZn:EAflggfn:AEglEfgEfn:A 6 .
Ez a feladat a) allitasa.

log A
n

1
A Z, = A& & - - &, relaciobdl kovetkezik, hogy —log Z,, = +
n

> logé;.
j=1

S|

3

1 1
Tovabba, Elogé; = 3 (10g2 + log — 5

1 3
) =3 log —. Ezért a nagy szdmok (erds) torvé-
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1 1 3
nye szerint — log Z,, egy valdsziniiséggel konvergal a negativ —3 log 3 szamhoz. Innen
n

kovetkezik, hogy Z, — 0 egy valdsziniiséggel, és ez a feladat b) allitasa.

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E€; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
Elogé&; < 0. Ez a két egyenldtlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhaté érték és a
logaritmus egymassal nem felcserélhetd. Igaz az Ee” > e egyenl6tlenség (ez a kon-
vex fiiggvényekre vonatkoz6 tugynevezett Jensen egyenlStlenség specidlis esete), ahon-
nan & = logn valasztassal B¢ > el°8 P& de egyenldség nem frhaté a fenti egyenlétlenség
helyett. Jegyezziik meg, hogy hasonld, de egyszertibben érthet6 példat mutat a feladat a)
és b) allitdsanak egyszerre valé teljesiilésére a kovetkezé modell. Olyan jatékot jatszunk,
melyben % valoszinliséggel elveszitjik, % valoszinliséggel pedig megharomszorozzuk a
pénziinket. Az egyes jatékok egymastol fliggetlenek, és minden idopontban minden
pénziinket feltessziik. Ekkor annak a valdsziniisége, hogy az n-ik jaték utan minden

pénziinket elveszitjik, 1 — (%)n, ami rendkiviil gyorsan tart egyhez, és pénziink varhaté

értéke 3" (%)n, ami exponencialis gyorsan n6 az n fliggvényében. Hasonld, csak kissé
rejtettebb eset torténik az altalunk targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban tek-
intett jaték nyereményét sok jaték utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik
jaték utan nagy valoszintiséggel alig marad pénziink. Viszont kis valészintiséggel nagyon
sok pénzt nyeriink, és ezért nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak, hogy
nemcsak a b), hanem az a) allitas is teljestil.

Tekintsik az el6zd feladatban tekintett jdatékot azzal a kiilonbséggel, hogy a jaték minden
egyes fordulojaban vagyonunk u-ad részét, 0 < u < 1, tessziik fel tétként. Jelolje Z,(u)

1
vagyonunkat a jaték n-ik lépése utin. Ekkor az —log Z,(u) valdsziniiségi vdltozok egy
n

valoszintséggel konvergdlnak eqy B(u) szamhoz. Hatdrozzuk meg a legjobb u szamot,
amelyikre B(a) = sup B(u). Lassuk be, hogy B(u) > 0.
0<u<l1

Tekintsik dltalanosabban a kovetkezd problémdt. Olyan jdtékot jatszhatunk, mely-
ben az n-ik forduldban A feltett tét esetén nyereményink A&; lesz, ahol &1,&a,. ..,
figgetlen egyforma eloszldsiu valdszintségi vdltozok, melyekre E§; > 1. Ldssuk, be,
hogy meg lehet adni olyan 0 < u < 1 szamot, melyre igaz, hogy amennyiben a jaték min-
den lépésében vagyonunk u-szorosdat tesszik fel, akkor vagyonunk egy valdsziniséggel
exponencidlis sebességgel noni fog.

Megoldds: Vezessiik be a &; = §;(u), j = 1,2,..., valésziniiségi valtozékat, melyekre

2
§; = 1+ u, ha a j-ik dobds eredménye fej, és &; = §;(u) = 1 — ?u’ ha a j-ik dobés

eredménye iras. Ekkor az n-ik lépésben a vagyonunk Z,, = A ---§,,a 5,5 =1,2,...,
log A .

valoszinliségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszldsiak, ezért —log Z,, =
1 » 1
— log &;, és a nagy szamok (erés) torvénye szerint az — log Z,, valdészintiségi valtozdk
Jj=1 n
egy valészintiséggel konvergédlnak a
2u 2u

B(u) = Elog&, = % (log(l + u) + log (1 — ?)) = %log(l +u) (1 - ?)
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1
szdmhoz. A B(u) fliggvény a maximumat az u = 2 helyen veszi fel, és B(u) =

Az éltalanos esetben tekintsitk minden u, 0 < u < 1 szamra az 1, (u) = (1 —u)+ué;
valoszintiségi valtozokat, j = 1,2,..., és az M(u) = Elogn;(u) = Elog((1 —u) + u&;)
varhaté értéket. Ha a jaték minden 1épésében vagyonunk u-ad részét tessziik fel, akkor
n 1épés utan vagyonunk Z,, = Any(u)...n,(u) lesz. Megint a nagy szdmok (erds)

torvényét alkalmazva kapjuk, hogy lim —logZ, = FElog Eni(u) = M(u). Azt kell
n—oo N,

tehdt beldtnunk, hogy az u alkalmas vélasztasaval elérhetjiik, hogy M (u) > 0, ahol

szigori egyenlotlenség teljesiil.

Viszont M (0) = 0. Ezért elegend6 azt belatni, hogy az M (-) fiiggvény a nulldban
szigorian né, és ehhez elég azt megmutuatni, hogy az M (u) fiiggvény derivaltja a
M) _ o &1

nullaban pozitiv. Viszont du 1-u)+ ué;

, ahonnan

dM (u)
du

—E—1>0
u=0

az E¢; > 1 feltétel alapjan.



