Az oktéber 9-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Az el6z6 gyakorlaton megbeszéltiik az alabbi feladatot. Megadtuk a feladat egy
olyan (itt is ismertetett) megolddsat, melyben bizonyos integralokat atirtunk polér
koordinatarendszerben. Beszéljiik meg, hogyan kell tobbvaltozos integralokat atirni
altalaban, mit jelent a Jacobian, és miért jelenik ez meg ebben a transzformacios
képletben. Ezt ezen ismertetés végén ismertetem. Ezenkiviil idézziik fel a legfontosabb
tudnivalékat a normalis eloszlasfiiggvényrol.

Standard normalis eloszlas és suirtliségfiiggvény definicidéja. Fgy £ valosziniségi
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Tétel. A standard normdlis eloszlasfigguénynek nevezett
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1 azonossdg, (és néhdny az adott esetben nyilvinvald dsszfiggés, melyek ahhoz kel-
lenek, hogy ®(x) eloszlasfigguény legyen.) Egy standard normdlis eloszldsi valdsziniiségi

vdltozo varhato értéke nulla, szorasnégyzete 1, azaz
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Megjegyzés: Ha eqy & wvaldsziniiségi vdltozd eloszlisa a ®(x) standard normdlis

eloszlasfigguény, akkor eqy o& +m wvaldsziniségi vailtozo eloszldsfigguényét ® (u)
o

r—m 1 2, 2 ., . .
eloszlas és —p = ———e @)/ giiriségfiigguényét normdlis eloszlds il-
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letve normalis striségfigguénynek nevezik tetszoleges —oo < m < 0o és o > 0 esetén.

A normalis eloszlds rendkivil fontos szerepet jdtszik a wvaldsziniségszamitdsban,
mert fliggetlen valdsziniségi vdltozok normalizdlt részletosszegeinek eloszldsai nagyon dl-
taldnos feltételek mellett a normdlis eloszlashoz konvergadlnak. Jegyezziik meg, hogy mint
azt eqy az ezen a gyakorlaton is tdrgyalando feladatban is megmutatjuk, két fuggetlen
normdalis eloszlasu valdsziniségi vdltozo 6sszege is normalis eloszldsi.

0. Legyen & és n két fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozo.

Szamitsuk ki a = hanyados eloszlas és stirtiségfiiggvényét.



Megoldds. Az eloszlasfiggvény
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Tovabbi feladatok:

1.) Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normalis eloszlasi valdszintiségi véltozok.
Lassuk be, hogy &2 + n? exponencialis eloszlasi valészintiségi valtozo.

Megoldds: P(£2 < z) = ®(yz) — ®(—/x). Irjuk fel €2 stirfiségfiiggvényét és
konvoliicié segitségével a kivant stirtiségfiiggvényt. A &2 valdszintiségi valtozé sii-

o(vx) = ——=e7%/2, és €2 + 1? stirtiségfiiggvénye az

ritségfiiggvénye g(z) = 2z
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Megjeqyzés: Az x paramétertdl nem fiigg6d / dv integralt meghatarozza
0

1
Vol —wv)
az a tény, hogy a végeredményként kapott f(z) fiiggvény stirliségfiiggvény. De ki
is tudjuk szdmolni ezt az integralt. Hogyan? Vagyiik észre, hogy
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2. Ha & standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo akkor o€ +m egy m varhaté
értékili és o-négyzet szérasnégyztii normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozé. Legyen
11 €s 1o két fliggetlen normalis eloszlasi vadszintiségi valtozé m; illetve mo varhato
értékkel, of és 03 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy 11 +n2 mq +mg varhaté értéki
és 02 + o3 szérasnégyzetii normalis eloszlasi valésziniiségi valtozo.

Megoldas: Egy & valészintiségi valtozo akkor és csak akkor normalis eloszlasu, ha

e~ (z=m)*/20% alaki.

stirtiségfiiggvénye f(x) =
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Hadzi feladat:

Legyen & és n két fiiggetlen \ paraméterii exponencialis eloszlasi valdszintiségi
valtozo. Szamoljuk ki & — n stiriiségfiiggvényét.

3. Legyen ¢ standard normédlis eloszlasi valdszintliségi valtozo, azaz legyen & stri-

1
ségfiiggvénye f(z) = \/%e_"’ﬂ/z, és legyen t valés szdm. Szamoljuk ki az e'®

valészintiségi valtozé Ee'é virhaté értékét.

Megoldds: Ha ¢ f(x) stirliségfiiggvénnyel rendelkez6 valészintiségi valtozé h(x) valés
értékii (mérhetd) fiiggvény, akkor Eh(§) = [ h(x)f(z)dx. Esetiinkben ez azt je-
lenti, hogy ha £ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, akkor
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4. Adva egy ¢ standard normalis eloszlasi valészintiségi valtozé szamitsuk ki 863 és
&4 eloszlas és stirtiségfiiggvényét.
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a.) 8&3 eloszds és slirliségfiiggvénye: P(8¢3 < z) = P (§ < T) = (T)’ tehat

1/3
8¢3 eloszlasfiiggvénye ® (%), stiriségfliggvénye pedig ennek derivaltja, azaz

lm_Q/g(p (1?1/3) B CL'_Q/S 6-;52/3/8.
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b.) &% eloszlas és stirtiségfiiggvénye: P(€* < x) = 0, ha z < 0, és P(&* < 2) =
P(—z'/* < ¢ <2V = P(€ < 24— P(¢ < —a/*) = (2'/*) —D(—2'/*), ha z >

0. Masrészt, mivel a ®(z) eloszlasfiiggvény ¢(x) siiriiségfliggvénye paros fliggvény,
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ezért ®(—z/*) = / o(u)du = / ou)du = 1 — / ou)du = 1 —
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d(z'/*). Ezért a &* valészintiségi véltozé eloszlasfiiggvénye P(£* < x) = 20 (x'/*)—

1, ha z > 0, és nullaval egyenlo, ha x < 0. Strtuségfiiggvénye pedig ennek derivaltja

1273/4¢(2/*), ha « > 0, és nulla, ha = < 0.

Hazi feladat:
11

Legyen & egyenletes eloszldst valészintiségi véltozo a [—3, 5] intervallumban. Sza-

mitsuk ki a €2 és €3 valészintiségi valtozok eloszlas és stirtiségfiiggvényét.

Ertsiik meg, hogy egy (stirliségfiiggvénnyel rendelkezd) valésziniiségi vektor tran-
szformaltjanak a striiségfiiggvényét hogyan tudjuk kiszamolni, illetve azt, hogy hogyan
sz6l az az integraltranszformacios képlet, amelyik egy ilyen szamolas alapjat képezi. A
felidézend6 eredmény annak az allitasnak a tobb-dimenzidés megfelel6je, mely szerint

b b
[ Flg(u))g' () du = [55) f(u) du.
Az eredmény megfogalmazasdhoz eloszor felidézziik egy sima transzforméacié Jaco-
bian-janak a definicigjat.
Jacobian definiciéja. Legyen yi = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér

egy tartomdnydnak sima transzformdltja az n-dimenzios tér eqy masik tartomdnyaba. E
transzformdcio J(T(z1,...,x,)) Jacobianja eqy (x1,...,xy) pontban a

(aTk(xlv""xk)>, 1Sl,k5§n7
ox;

n X n-es (az (x1,...,x,) pontban vett derivdlt) mdtriz determindnsdinak az abszolut
értéke.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,x,) pont kis
kornyezetének a térfogatit a T = (T1,...,T,) transzformdcié hdnyszorosdra nagyitja

Integraltranszformaciordl sz6lé képlet. Legyen adva az n-dimenzids tér eqy A tar-

tomdnydnak eqy sima yr = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, transzformaltja az n-dimenzids
tér egy masik B tartomdnydba. Legyen tovdbbd adva a B tartomdnyon eqy f(y1,---,Yn)

4



fliggvény. Ezen f(y1,...,Yn) figgvénynek o T = (11,...,T,) transzformdcid dltal meg-
hatdrozott ésképén azt az A tartomdnyon értelmezett g(xy,...,x,) = T f(z1,...,20)
fugguényt értjik az A tartomdnyon, melyre

g(@1, .. wn) = f(Tu(x1, - ), Doz, %))

minden (x1,...,x,) € A pontban. Ekkor

/Bf(yl,...,yn)dyl... dyy,

-] T ) g an )
A >

olyan (z1,...,2n)€A pontok j(T('Zh ce 7Zk))
melyekre T (21,...,2n ) =Tk (T1,..-,Tn)
k=1,...,n
Ertsiik meg az A(x1,...,x;) métrix és J(T)(x1,...,z;) Jacobian szemléletes tar-
talmat.
Adva egy (x1,...,zr) pont az R* k-dimenziés térben, és kis hy,...,hy szamok,
akkor

T(x1+hy, .o ap+he) = T(z, . zp) = (b, b)) Az, )
+ elhanyagolhatéan kis hiba,

(1)
azaz az A(xi,...,x)) matrix a szdmegyenesen értelmezett fliggvények derivaltjanak
természetes altalanositdsa. Ennek kovetkezménye, hogy a hq - - - hy térfogatd [z1, 21 +
hi] X -+ X [k, xp+g] téglatest képe a T transzformacié hatdsara j6 kozelitéssel egy
J(T)(x1,...,xK)h1 - - - by térfogatd tartomany. Ugyanis az (1) formula alapjan ez a
tartomany jé kozelitéssel a

T(l’l,...,ﬁk) + ([O,hl] X oo X [0, hk])A(l’l,,xk)

a T(xy1,...,xx) pontba eltolt hy ... hxJ(T)(z1,...,xx) térfogati parallelepipedon.

Ez a geometriai kép, illetve a t6bbdimenziés integral definiciéja (felosztjuk a B C
RF teret kis atmérdjii diszjunkt tartoményok uniéjara, ezen tartoményok térfogatét
megszorozzuk az integralandé fiiggvény értékével e tartoméany valamelyik pontjaban,
majd Osszegeziink) sugallja az (1) formulat, melyet ennek a heurisztikus érvelésnek a
finomitasaval (enyhe feltételek kikotése mellett) be lehet bizonyitani.

Lassuk az el6bb targyalt integraltranszforméciénak legfontosabb alkalmazéasat, azt
hogy hogyan lehet kétvaltozds integralokat polar koordinatarendszerben kiszamolni.

Tekintsiik az A = {(r,¢): r > 0, —7 < ¢ < 7} tartomanynak az x = rcos és y =
rsin p képletekkel megadott kolesonosen egyértelmi leképezését a sikra. (Pontosabban,
ez a leképezés az A halmazt arra a B halmazra képezi, melyet ugy kapunk, hogy a
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sikbdl kihagyjuk az {(z,y): x = 0,y < 0} félegyenest, de egy sikbeli integrél értéke nem
valtozik meg, ha egy félegyenest kihagyunk az integralasi tartomanybdl.

Szamoljuk ki a tekintett leképezés Jacobianjat, majd mutassuk meg, hogy a kapott

x x
eredmény megfelel a szemléletes képnek. Egyszerii szamoldssal, — = cosp, — =

or Op

. ) . Y , . oy
—rsinp, == =sinp, — = rcos ¢, ezért a Jacobian értéke

or dp

Ccos (¢, —r sin
det 4 v 2

J(rcos p,rsinp) = ’ ’ = r(cos® ¢ +sin? @) =1,

sinp, 7cosy

/_o;/_o; f(x’y)dxdy:/_i/ooorf(rcosgo,rsincp)drdgo. (%)

Annak érdekében, hogy szemléletesen is megértsiik miért jelenik meg a polar ko-
ordinatarendszerre valé attéréskor az r-rel vald szorzas az integrandusban, tekintsiik a
kovetkezo feladatot:

ahonnan

Ha adva van egy T = [r,7 + Ar]| X [p, p + Agp] téglalap, ahol Ar és Ap kis szdmok
és alkalmazzuk az A(r,p) = (z,y), x = rcosp, y = rsin ¢, leképezést, és tekintjilk a T'
halmaz A(T') képét, akkor mi lesz az A(T) és T halmaz teriiletének az ardnya?

A T halmaz teriilete \(T') = ArAp. Az A(T') halmaz azon pontokat tartalmazza az
(x,y) sikon, melyeknek az abszolut értéke r és r+Ar kozé, az abszcissza tengellyel bezart

A A
szoge pedig ¢ és p+ Ap kozé esik. Ezért ennek teriilete A(T) = (7’+Ar)27§0 —r? 790 =
Ar)2A MNA(T A MNA(T
rArAp + (T)T(p, ahonnan % =7 77“ Innen kovetkezik, hogy a %

hanyados az r szamhoz tart, ha Ar — 0, és Ay — 0. Ebbdl a formulabdl és az
integraloknak a szokdsos integralkozelito Osszegek segitségével felirt approximaciéjabol
kovetkezik, hogy a polar-koordindtarendszerbe valé attéréskor, az (x,y) koordinatdknak
az rcos @, rsin e valtozokkal valé helyettesitésekor az integrandust az r szdmmal kell
megszorozni, azaz a (xx) formula érvényes.



