Az oktéber 30-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Karakterisztikus fliggvény definicidja. Fgy & valdsziniségi vdltozo karakterisztikus
fiigguénye a @(t) = Ee's, —0o < t < o0, (a valds szdmokon értelmezett komplex
szdmértékii) figguény. (Itt i = /—1.) Ha a & valészintségi vdltozo eloszldsfiigguénye
F(.), akkor karakterisztikus figgvény az aldbbi formuldval is kiszdmithato:

o0

o(t) = Be's = / " F(du)

— 00

1. Legyenek &1,...,¢, fiiggetlen valészintiségi véaltozok, o (t) = Ee'ss 1 < k <
n

n, karakterisztikus fiiggvényekkel. Ekkor a & = > & 0Osszeg karakterisztikus
k=1

. n
fiiggvénye a ¢(t) = Ee*t = [] oi(t). Ha a & valészintiségi valtozé karakterisztikus
k=1

fiiggvénye ¢(t), akkor az af _—i— b valészintiségi valtozo karakterisztikus fliggvénye
Pap(t) = ep(at).
Megoldas: Ha a &1, ...,&, valdszinliségi valtozdk fiiggetlenek, akkor

go(t) — Eeit(£1+~~-+§n) — E (eit§1 ,,,eitﬁn) — Feltér ... Feitén — H @k(t)>
k=1
éS . . . . . .
Spa,b(t) — Eezt(af—i—b) — Eezt(atf)eztb — ezthez(at)f — Ee”(tb)go(at).

2. Legyen egy & valdszintiiségi valtozonak k-ik abszolut momentuma, azaz tegyiik fel,
hogy E|¢|F < co. Ekkor a ¢ valdszintiségi valtozé o(t) = Ee''s k-szor derivalhato,
@ p(t)

oy = ¢/ B¢ minden 1 < j < k szémra.

t=0
elt _ 1+it+ﬁ+ﬁ+...+£ <i_
2 3! (k=1 ~— k!

Ezért, ha a & valdszinliségi valtozonak létezik k-ik abszolut momentuma, akkor
m; = & jeloléssel

és

k—1 .,
tIm; tFE|E|*
t) — Ll < .
e (t) Zl JTI

<

Specialisan, ha ¢ olyan valészintiségi valtozd, melyre E€ = 0, E£2 = o2, E|£3| < oo,

o) - (1- 25 )| <

akkor annak ¢(t) karakterisztikus fiiggvényére teljestil a

B¢
6

egyenlGtlenség.



Megoldds: Az elsé azonossdg kovetkezménye az e fiiggvény k — 1 tagi Taylor
sorfejtésének. Azt kell tudni, hogy annak finomabb alakjabdl az is lathatd, hogy
a maradéktag becsiilhet6 a jobboldalon szerepl6 kifejezéssel. Alkalmazva ezt az
egyenl6tlenséget a t€ valésziniliségi valtozéra, majd azt kiintegrilva (véve a két
oldal varhaté értékét) megkapjuk a mésodik Gssszefiiggést.

Megjegyzés: Korabban lattuk, hogy a standard normalis eloszlas karakterisztikus
fliggvénye az e=t’/2 fliggvény. A fenti eredmények lehetévé teszik, hogy fliggetlen
valészintiségi valtozdk normalizalt Osszegeinek karakterisztikus fliggvénye konvergal
a standard normalis eloszlas karakterisztikus fliggvényéhez.

. Az m vérhaté értékii és o2 szérasnégyzetii normalis eloszlas karakterisztikus fiigg-

vénye etm=o"t"/2 L4ssuk be ennek a formuldnak és annak a ténynek a felhasznala-
saval, hogy egy eloszlasfliggvényt meghataroz annak karakterisztikus fliggvénye azt
az eredményt, hogy ha & és & két fliggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo
my illetve mo vérhaté értékkel, o3 és o2 szérasnégyzettel, akkor &1 + & normalis
eloszl4st valészintiségi valtozé mq+ms varhaté értékkel és o3 +03 szérasnégyzettel.

Megoldds: Egy m véarhaté értékii és o2 szérasnégyzetli & valésziniiségi valtozé

¢ = on + m alakban irhat6, ahol 7 standard normaélis eloszlasu valdszintiségi
valtozé. Ezért & karakterisztikus fliggvénye Feé = Eett(ontm) — gitm peiotn —
eitme=0"t*/2 — itm—0*t*/2 nnen kivetkezik, hogy az adott feltételek mellett &1 +
€5 karakterisztikus fiiggvénye eitmi—oit’/2¢itma—05t?/2 — pit(mitma)—(07+09)t%/2 o
pedig az my +msy varhaté értékili és o3 + o3 szérasnégyzetii normélis eloszlds karak-
terisztikus fliggvénye.

. Legyenek Sk, kK = 1,2,..., egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozok a [—k, k]

intervallumon, azaz legyen Sy siirliségfiiggvénye fi(x) = o ha —k < x <k, és

fr(x) = 0 egyébként. Lassuk be, hogy az Sy val6szintiségi valtozdk karakterisztikus
fliggvényei tartanak minden pontban egy hatarfiiggvényhez, de ez a hatarfiiggvény
nem folytonos a nulldban. Kovetkezésképp az Sy valdszintiségi valtozok nem kon-
vergalnak eloszlasban.

Megoldas:

or(t) = BeltSk = / et o (u) du = /

—00 —

o k eitu p eith _ o—itk sin kt
u g e 5
w 2k ikt kt

ha t # 0. Mésrészt pi(0) = 1. Innen kovetkezik, hogy klim vr(t) = 0, ha
t#0, és klim ¢vr(0) =1, ha t # 0, tehédt a karakterisztikus fiiggények sorozatdnak

hatarfiiggvénye a nulldban nem folytonos. Az Sj valdszintlisségi valtozok valéban
nem konvergdlnak eloszldsban egy hatareloszldshoz, mert klim P(S, € B) =0
— 00

tetszoleges korlatos halmazra. Kovetkezésképpen az Sy valdsziniiségi valtozok
eloszlasai “kifolynak a végtelenbe”, ahogy k — oc.

. Szamoljuk ki egy (1,p) paraméterii £ negativ binomidlis eloszlasi valdsziniiségi
valtozé varhato értékét és szérasnégyzetét. (Azaz P(€ = k) = (1 —p)pF~!, k =
1,2,...).



Megoldas: Ha & (1, p) paraméterii negativ binomidlis eloszlasu val6szintiségi valtozo,
akkor

E¢=) k1-pp* ' EE€=) K(1-pp'!
k=1 k=1

oo
Ezen 6sszegek egyik lehetséges kiszamoldsa: Y. aF = T ha |z| < 1. Két
k=0 -
o0 1 o)
egymés utdni derivéaldssal kapjuk, hogy > ka*~—1 = =22 és S k(k—1)zF=2 =
- —x -

2 I il{?kl 1k_1§k2lcl ikljf_i i (/{3
P EE—— nnen 7Y - = 5, p - = D - _|_ D _
(1—=)? L = (1-p)? = = o =2

_ D p p ‘
ph—2 = + ,6s B = —— BE? = + . Ezért

(1-p3? (1-p)p 1—p 1—p  (1-p)?

Varf = B¢? — (B€)? = ———.
(1-p)?

. Vegyiink egy olyan pénzdarabot, mely % valoszinliséggel esik a fej és % valdszint-
séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdszintisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680
1830 kozé esik? Adjunk erre a valdsziniiségre j6 kozelité becslést.

Az elvégzett dobasok szama negativ binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd n =
1200 p = % paraméterekkel, és egy ilyen valészinliségi valtozonak ki lehet szamolni
a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket milyen valészintiséggel vesz fel.
Elvileg, ez lehet6séget ad a kivant valdszintiség kiszamitasara egy bonyolult 6sszeg
kiszamitasénak a segitségével. Ennél hasznosabb becslést tudunk kapni a kovetkezo
érvelés segitségével, mely a kivant valdsziniiséget j6 pontossiaggal kiszamitja a
centralis hatéareloszlastétel segitségével.

Jelolje &5, 2 < j <1200 a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobdsok szamat (a j-ik
fejdobéast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szdmitjuk bele e dobasok kozé), és

legyen & az elsé fejdobasig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobédsok szama. Ekkor a

1
§; valoszintiségi valtozok fliggetlenek, negativ binomidlis eloszldsiak n =1, p = 3

paraméterekkel, és minket a P(1680 < {1+ - -+ &1200 < 1830) valésziniiség érdekel.

3 3
Megmutattuk az 5. feladatban, hogy E§; = =5 Var§; = P2

1-— (1 —p)? 4
Ezért a centrélis hatareloszlastétel alapjan n = & + - - - 4 1200 jeloléssel minket
n — 1200E¢
aP|—4<-—m—=
< v 1200Var &;

n — 1200E¢,

V1200Var &;

< 1) valészintiség érdekel. A centralis hatareloszlastétel

alapjén P (—4 < < 1) ~® (1) 4+ B(4) — 1~ B(1).

Hazi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastél fliggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelitoé becslést a

3



centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az O0sszeg 420 és 720 kozé esik.

Segitség: Vezessiik be a {; = 2, ha a j-ik dobds eredménye 2 §; = 4, ha a j-ik
dobas eredménye 4, §; = 6, ha a j-ik dobas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobds
2700
eredménye 1, 3 vagy 5, 1 < j < 2700. Ekkor minket a P [ 420 < ) & < 720
j=1
valoszinliség érdekel. Szamitsuk ki a &; valdszinfiségi valtozék varhatd értékét és
szorasnégyzetét, és alkalmazzuk a centrdlis hatareloszlastételt.



