Az oktéber 16-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

1. Legyen £ standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo, azaz legyen £ stiri-

1
ségfiiggvénye f(x) = \/%6_3:2/2, és legyen t valés szam. Szamoljuk ki az e'¢

valoszintiségi valtozé Fe's virhaté értékét.

Megoldds: Ha & f(x) stirliségfiiggvénnyel rendelkezd valészintiségi valtozé h(x) valds
értékil (mérhetd) fiiggvény, akkor Eh(€) = [ h(z)f(x)dz. Esetiinkben ez azt je-
lenti, hogy ha ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé, akkor
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Az els6 feladat megoldasahoz hasonléan lehet targyalni a kovetkezd kérdést. Ennek
fontos szerepe van a centrélis hatareloszlastétel bizonyitasdban.

2. Szamitsuk ki egy standard normélis eloszlast valészintiségi valtozé B¢, —oco < t <
oo, karakterisztikus fliggvényét. (Itt i = /—1.)

Megoldds: Az els6 feladat megoldasahoz hasonléan

it o itz—a®/2 ; 00 —t?/2—(it—z)/2 J
e'ts = ————dx = £
—00 vV 2w /oo V 2T
B e—t2/2 oo M gy — e_t2/2 /oo—H't e—T7/2 .
—oo V2T —ocotit V2T

cotit —x2/2
e
A feladat megoldasdhoz elég belatni, hogy /
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igaz, de a bizonyitashoz sziikség van a komplex fiiggvénytan néhény alapveté (nem
trividlis) eredményére.

Az f(z) = % fliggvény analitikus az egész komplex szamsikon. Ezért a komplex

szamsik minden zart gorbéjére f”/ f(z)dz = 0. Vélasszuk a kovetkezd ~; gorbéket.

dr = 1. Ez az allitas

22

Vegyiik elészor a [—T,T| vizszintes szakaszt (pozitiv irdnyban), majd menjiink
tovabb a [T, T + it] fiiggoleges szakaszon. Folytassuk az utunkat a [T+ it, —T + it]
vizszintes szakaszon, majd zarjuk be a kort a [—1'+1it, —T| szakaszon. Vegyiik észre
ezen kiviil, hogy 2z = x + iy esetben |e*| = e®|e?| = €%, ahonnan e — 0, ha Re z —
—o0. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy f% f(z)dz =0, tovdbbé t — oo hataratmenet
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esetén a fiiggdleges szakaszokon vett integralokra |, (LT £T+it] f(2)dz = 0, ahonnan

6
dr = =1.
co+it V 27 \/

Adva egy ¢ standard normalis eloszldst valdszintiségi valtozd szamitsuk ki 863 és
&4 eloszlas és stirtiségfiiggvényét.
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8¢3 eloszds és siirliségfiiggvénye: P(8¢3 < xz) = P (§ < %) = ( 5 ), tehat
x1/3

8¢3 eloszlasfiiggvénye ® (T)’ stirtiségfliggvénye pedig ennek derivaltja, azaz

lm_Q/g(p <$1/3) _ l'_2/3 e—x2/3/8.
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¢4 eloszlas és slirtiségfiiggvénye: P(€* < x) = 0, ha v < 0, és P(¢* < z) =
P(—z'* < ¢ <2V = P(€ < 2Y/%) - P(¢ < —2z¥/*) = &(2V/*) -~ ®(—2'/4), hax >

0. Masrészt, mivel a ®(z) eloszlasfiiggvény p(x) siiriiségfliggvénye paros fliggvény,
1/4 1/4

ezért ®(—z/*) = / o(u)du = / ou)du = 1 — / ou)du = 1 —
—00 xl/4 —00

®(z'/*). Ezért a &* valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye P(£4 < x) = 20(x/4)—

1, ha z > 0, és nullaval egyenlo, ha x < 0. Struségfiiggvénye pedig ennek derivaltja

Ly=3/4p(21/4), ha x > 0, és nulla, ha = < 0.

Hadzi feladat:

Legyen & egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozé a [— ;, 5] intervallumban. Sza-

mitsuk ki a &2 és €3 valdészintiségi valtozok eloszlas és stirtiségfiiggvényét.

Hazi feladat:

Legyen & és n két fiiggetlen A\ paraméterii exponencialis eloszlasi valdszintiségi
valtozé. Szamoljuk ki & — n stirtiségfiiggvényét.

Egy allamban, (nevezziik az egyszeriiség kedvéért Floridanak,) 5 000 000 valaszté
vélaszt két part (hivjuk ezeket mondjuk republikédnus és demokrata partnak) jeloltje
kozott. Tegyiik fel, hogy a vélasztok egymastol fliggetleniil % valészintiséggel va-
lasztjak valamelyik part jeloltjét. Mi annak a valészinlisége, hogy a két jelolt altal
Osszegyiijtott szavazatok kiilonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Az egyik jeloltre leadott szavazatok szama kozelitoleg normaélis eloszlast %-5 000 000
varhaté értékkel és % -5 000 000 szorasnégyzettel. Annak a valdsziniisége, hogy
a két jeloltre adott szavazatok kiilonbsége kisebb mint 300 megegyezik annak a
valoszinliségével, hogy az egyik jeloltre adott szavazatok szama a szavazatok varha-
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t6 értékétol kevesebb mint 150-nel tér el, ez pedig koriilbelill, @ | ———— | —
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Megjeqgyzés: Erdemes megjegyezni, hogy igaz a centralis hatareloszlas tétel ko-
vetkezd lokdlis valtozata is a binomidlis eloszlasra. Ha £ binomialis eloszlasu
valoszinliségi valtozo n és p paraméterekkel, akkor & varhaté értéke mn = np,
o ) , ¢—nm _ k—nm
szérasnégyzete no® = np(l — p), és P(§ = k) = P< = )

Vno Vno

1 k —nm 1 (k —nm)? L 2
\/_a ( N >: 27maexp( 52 ),ahol o(z) = 2. € /2 a stan-

dard normahs eloszlas stirtiségfiiggvénye. Az elobb tekintett esetben n = 5 000 000,
p = 2, —150 < k < 150, valoszintiségeket kell kiszamitani, és k-ra Osszegezni.
Ebben az esetben a normadlis stirtiségfiiggvényt a nulla kozelében kell venniink, és
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) —1~28(0.124) — 1 ~ 0.1,

a kivant valdszintiésegre jo becsés

2. Megjegyzés: Valdjaban az els6 feladatban targyalt modell némileg irredlis.
Altaldban vannak csoportok, melyeknek azonos a véleményiik. Tegylik fel, hogy a
kiilonboz6 csoportokban levé emberek véleménye fiiggetlen, de az egyes csoportok-
ban levé emberek véleménye megegyezik. Kérdés: Hogyan befolyasolja ez a tény
annak valoszintiségét, hogy rendkiviil szoros vélasztasi eredmény sziilessen? Be
fogjuk latni, hogy e tény figyelembevétele csokkenti a szoros valasztasi eredmény
valészintliségét.

A fenti kérdés azzal fligg Ossze, hogy ha kiillonbozé embereknek azonos a vélemé-
nyiik, akkor az egyik jeloltre leadott (véletlen, kdzel normalis eloszlasi) szamanak
a szérasa n6 vagy csokken. A feladatot Ugy is reprezentalhatjuk, hogy egyes cso-
portokbdl kijeloliink egy embert, az annyi szavazatot ad le, mint amennyi a csoport
tagjainak a szdma, a tobbi ember nem szavaz. Az, hogy ebben az esetben nem
valtozik az egyik jeloltre leadott szavazatok varhaté értéke, de novekszik annak
szorasa, kovetkezik az alabbi feladat eredményébol.

. Legyen &1,...,&, figgetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi véltozok sorozata,
melyeknek nem ismerjiik a varhaté értékét. Lassuk be, hogy e valdszintiségi valto-
n
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valoszinliségi valtozo varhaté értékének torzitatlan becslese melynek SZOrasnégy-

z0k tetszéleges sulyozott atlaga, azaz a T),(&1,...,&,) =

zete akkor a legkisebb, ha a1y = as = = a,,.
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Megoldds: E*= = k=L = E&,, és ez jelenti azt, hogy a varhaté érték
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torzitatlan becslését irtuk fel. Masrészt
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az altalanos esetben.

Eloszlasban valo konvergencia fogalma és néhny fontos tulajdonsdga.

Az eloszlasban valé konvergencia definicigja: Valdsziniségi valtozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszlasban egy F(u) eloszldsfiigguényhez vagy az ezen
eloszlasfigguény dltal meghatdrozott eloszlishoz, ha lim P(§, < uw) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(+) eloszlasfiiggvény fiiggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
En,mn=1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata eloszlasban konvergal eqy & valosziniiségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszlasban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiggvény-

hez.)

FEloszlasfiiggvények F,(u) sorozata akkor és csak akkor konvergdl eqy F(u) elosz-
lasfigguényhez, ha valdsziniségi valtozok olyan &,, n = 1,2,..., sorozata, melyekre &,
eloszldsa F,(u) eloszlasban konvergdlnak az F(u) eloszldsfiigguvényhez. Mads szavakkal ez
azt jelenti, hogy nli_)rgo F,(u) = F(u) az F(-) figgvény minden folytonossdgi pontjdaban.

Miért csak a hatdreloszlas folytonossdgi pontjaiban koveteltik meg a konvergencidt az
eloszlasban valo konvergencia definiciojaban?

Amikor eloszlasfiiggvényeket vizsgalunk, akkor sokszor érdemes az eloszlasfiiggvény
helyett az altaluk meghatarozott valésziniiségi mértéket tekinteni. Azaz, adva valami-
lyen F(-) eloszlasfiiggvény, definidljuk azt a pu = pp valdszinliségi mértéket a szam-
egyenesen, melyre u([a,b)) = F(b) — F(a). A mértékelmélet eredményeibdl kovetkezik,
hogy létezik ilyen valdszinliségi mérték, és azt egyértelmiien meghatarozza az F el-
oszlasfiiggvény. Ezt a valdszinliségi mértéket szemléletesen gy képzelhetjiik el, mint
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egy tomegeloszlast a szdmegyenesen, melyre a teljes szdmegyenes tomege (sulya) 1,
és a szamegyenes egy részhalmazanak a valdszinlisége megegyezik a halmaz sulyaval.
Az, hogy F,, eloszlasfiiggvények sorozata konvergal valamely F' eloszlashoz valéjaban
azt jelenti, hogy az altaluk meghatarozott pr tomegeloszlasok konvergalnak a pp
tomegeloszlashoz.

Tekintsiik a kovetkezo egyszerii példat: Legyen a,, olyan monoton néveked6 szamso-
rozat, melyre lim a, = a valamely —oco < a < oo szadmra. Legyen pu,, az a valoészinliségi

n—oo
mérték, mely az a,, pontba van koncentralva, n = 1,2,..., azaz u,(B) =1, ha a,, € B,
és pun(B) = 0, ha a, ¢ B a szadmegyenes tetszOleges mérhetd részhalmazara. Ha-

sonlbéan, legyen i az a pontba koncentralt mérték. Természetes azt varni, hogy ha
alkalmasan definidltuk az eloszlasban val6 konvergencia fogalméat, akkor a u,, eloszlasok
konvergalnak a p mértékhez. A p, mérték altal meghatdrozott eloszlasfiiggvény, azaz
egy olyan &, valdszinliségi valtozénak az eloszlasfiiggvénye, melyre P(§, = a,) = 1,
az az I, (-) eloszlasfiiggvény, melyre Fj,(u) = 0, ha u < a,, és F,,(u) = 1, ha u > a,.
Hasonléan, a p mérték dltal meghatérozott eloszlasfliggvény az az F(-) fiiggvény, melyre
F(u) =0,hau < a,és F(u) =1, hau > a. Konnyi ellendrizni, hogy nh_r)réo F,(u) = F(u)
minden u # a szdmra ebben a példaban, de ez a relacié az u = a szamra nem teljesiil.
Tehat a p,, mértékek eloszlasban konvergalnak ebben a példdban, de ehhez sziikséges
volt az eloszlasban valé konvergencia definicidjaban azt a megszoritast tenni, hogy csak
hatareloszlasfiiggvény folytonossdgi pontjaiban koveteljiik meg a konvergenciat.

x

1

Ad(z)= / \/_e_“2/ 2 du normélis eloszlgsfiiggvény minden pontban folytonos,
—o0o V2T

ezért a centrdlis hatdreloszlastétel alkalmazdsdban nincs jelentdsége annak, hogy az
eloszlasban val6 konvergencia csak az eloszlasfiiggvény folytonossagi pontjaiban kovete-
liink meg konvergenciat. Viszont olyan hatareloszlastételben, melyben a hatéareloszlas-
nak van szakadési pontja (példaul a Poisson eloszlds vagy barmely diszkrét eloszlds ilyen)
ez a megszoritas lényeges. Kimondunk bizonyitas nélkiil egy eredményt, mely ekvivalens
feltételt ad arra, hogy eloszlasfliggvények egy sorozata eloszlasban konvergaljon egy
hatareloszlashoz. Ennek az eredménynek fontos szerepe van a karakterisztikus fliggvény
modszer alkalmazésaban is.

Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszldsfigguények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egqy F'(u) eloszldsfiigguényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) figguényre

lim [ g(u)dF,(u) = /g(u) dF(u).

n—oo

Eloszlasban valo konvergencia és hatdreloszldstételek.
Vegyiik észre, hogy mivel az f;(z) = €' —oco < t < oo, fiiggvények folytonosak és

korlatosak, ezért az eloszlasfiiggvényeknek a fenti Tétel-ben kimondott jellemzése alap-
jan eloszldsok konvergencidjabdl kovetkezik, hogy lim [e™*F,(dz) = [e"*F(dx),
n—oo
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minden —oo < t < oo szamra, ha az F), eloszlasfliggvények eloszlasban konvergalnak
az F' eloszlasfiiggvényhez. Felmeriil a kérdés: Igaz-e ennek az allitasnak a megforditésa
is, azaz, ha tudjuk, hogy a ¢,(t) = e"“F,(dz) — ¢(t) = [e'F(dz), ha n —
oo relacié teljesiil egy Fi,(-), n = 1,2,..., eloszlasfuggvenysorozatra valamint egy F'
eloszlasfiiggvényre, akkor kovetkezik-e ebbdl az, hogy az F), eloszlasfliggvények elosz-
lasban konvergalnak az F' eloszlasfliggvényhez? Az el6z6 formuldban bevezetett p(t) =
[ " F(dx) fiiggvényt nevezziik az F eloszlds karakterisztikus fliggvényének.

A valdszintiségszamitas egyik alapvetd fontossagu eredménye szerint a vélasz erre
a kérdésre igenld. Jegyezzilk meg, hogy ezen allitdsnak a bizonyitdsdhoz sziikséges
egy olyan jellegli eredmény, mely azt mondja ki, hogy az e(t) = e*® trigonometrikus
fiiggvények az 0Osszes folytonos és korlatos fiiggvényekbdl all6 halmaznak elég nagy
részhalmaza. Ugyanis, ha lim f e F,(dz) = [e"F(dr) minden —oo < t < 00

szamra, akkor teljesiil a lim /Z cke”’“mF dx) /Z cre* ™ F(dzx) relacié minden

véges linedris kombindciora is, sot blzonyos hmeszelessel eljutunk tovébbi olyan ¢g(-)
fliggvényekhez, melyekre lim f g(z)F, f g(x . De eljutunk-e igy minden

folytonos és korlatos fiiggvényhez. A valoszmusegszamltas egy1k mély eredménye szerint
igen.

Eloszlasok konvergenciajardl szol6 alaptétel. Legyen &, n =1,2,..., F, eloszldsi
valdszindiségi vdltozdk sorozata ¢, (t) = FEeisn = [e"F, (dx) karakterisztikus fiigg-
vénnyel. Ha a @, (t) figguények minden —oo < t < oo szamra konvergdlnak egy ¢(t)
fliggvényhez, mely az origéban folytonos figgvény, akkor ez a @(t) limeszfiggvény is
karakterisztikus fiigguény, azaz létezik olyan (egyértelmien meghatdrozott) F(x) elosz-
ldsfiiggvény, melyre p(t) = [€"*F(dz). Tovdbbd, az F, eloszldsfigguények eloszldsban
konvergdlnak ehhez az F eloszlasfiigguvényhez.

Megforditva, ha F,, eloszldsok, n = 1,2,..., sorozata eloszldasban konvergdl eqy F
eloszlashoz, akkor minden —oo < t < oo szdmra a o, (t) = [ €' F,(dz) karakterisztikus

fiiggvények konvergdlnak a o(t) = [ €"*F(dz) kamktemsztzkus figguényhez, ha t — oo.
Tovabbd ez a konvergencia egyenletes minden véges intervallumban.

Taldn érdemes lett volna ennek az eredménynek a megfogalmazasa elott kimondani a
kovetkezo tételt.

Tétel. Egy F eloszldsfigguényt meghatdroz annak o(t) = [ e F(dx) karakterisztikus
fuggvénye.



