A november 6-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Az alabbi feladatot részben megbeszéltiik a mult gyakorlaton. Most felidézziik az
eredményt, mert azt bizonyos tovabbi érvelésekben hasznélni fogjuk.

1. Legyen egy & valdszintiségi valtozonak k-ik abszolut momentuma, azaz tegyiik fel,
hogy E|¢|F < oco. Ekkor a ¢ valdészintiségi valtozé ¢(t) = Ees k-szor derivélhato,
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Ezért, ha a £ valdszinliségi valtozonak létezik k-ik abszolut momentuma, akkor
m; = K¢ jeloléssel
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Specidlisan, ha £ olyan valésziniiségi véaltozd, melyre B¢ = 0, BE? = o2, E|£3] < oo,
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akkor annak ¢(t) karakterisztikus fiiggvényére teljesiil a
t3E|£‘3 7 s 4 . .
5 egyenlotlenség. Ha nem feltétleniil van abszolut hartmadik momentum,
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akkor o(t) = 1 — JT +o(t?), ha t = o(1). (Ez tgy is frhat6, hogy o(t) =
e=t*/2+0(t") ha t = o(1).)

Megoldds: Az elsé azonossidg kovetkezménye az e’ fiiggvény k — 1 tagi Taylor
sorfejtésének. Azt kell tudni, hogy annak finomabb alakjiabdl az is lathatd, hogy
a maradéktag becsiilheté a jobboldalon szereplo kifejezéssel. Alkalmazva ezt az
egyenl6tlenséget a t€ valdsziniiségi véltozora, majd azt kiintegrélva (véve a két oldal
vérhato értékét) megkapjuk a masodik Ossszefiiggést. Az utolsé relacié bizonyitasa
érdekében vegyiik elészor észre, hogy ha F&? < oo, akkor tetszélegesen kicsi e > 0
szamra létezik olyan K = K(e¢) > 0 szdm, melyre quIZK u? F(du) < ¢, ahol F(-)
jeloli a & valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. Igaz, hogy
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Tovabba, ha t olyan kicsi, hogy [tK?| < ¢ alkalmas kis § = §(¢) szdmra, akkor
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Ha t > K, akkor kissé masképp érdemes becsiilni. Ekkor

és
ity : t2u2 2
e —1—2tu+—2 F(du) < et”.

t2u?
2

ity . t2u2 itu .
e =1 —itu+ —— < ("™ -1 —itu)| +

ezért

} 22
/ ’(e’t“—l—itu+—>‘F(du) §t2/ w?F(du) < et®.
u|>K 2 lu|>K

Ezekbdl az egyenltlenségekbol kovetkezik, hogy
2t2
\w) - (1 — UT)' < 2:1,

ha |t| < t(e) alkalmas t(e) kiiszObindex valasztassal. Mivel a fenti egyenlétlenség
minden ¢ > 0 és (az e-tdl fliggd) kis ¢ szdmra igaz, innen kovetkezik a feladat utolséd
allitasa.

2. Legyenek &1,&o, ... fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok, melyekre
E¢ =0, BEE2 = 02,0 < 02 < co. Lassuk be az eddig targyalt eredmények alapjén,

n
hogy az S, = n~1/? > & valdszintiségi valtozok eloszldsban konvergalnak a nulla
k=1

varhaté értékii o2 szérdsnégyzeti normalis eloszlasfiiggvényhez.
Megoldds: Azt kell belatnunk, hogy tetszéleges t szamra lim Ee™® —o’t?/2,
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Mésrészt, lattuk, hogy Fe'Sn = (Ee’tﬁl/\/ﬁ> = p(n~2t)", ahol ¢(t) = Ee't&
a & vakdszinliségi valtozéd karakterisztikus fliggvénye. Viszont lattuk, hogy nagy
n-re, és rogzitett t szamra n~'/%t kicsi, ezért o(tn=1/?) = 1 — % + o0 (%) =

e=t"/2n(1+0() " ahonnan lim O (tn"1/?) = e=t/2,

Tekintsiink egy & egész értéku valdszintiségi véaltozot, és annak p(k) = P(§ = k),
k=0,£1,42,... eloszldsat. Definidljuk a p(k) sorozat segitségével a
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Fourier sort. Ekkor a Fourier sorok egyik alapveté formulaja alapjan ennek a Fourier
sornak az egyiitthatoit ki lehet szamitani a
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™ —Tr

p(k) =
formula segitségével. Ezért, ha jé aszimptotikus formuldt tudunk adni a P(t) Fourier
sorra, és jol tudjuk becsiilni az (a) formuldban szerepld integralt, akkor jé becslést
kapunk a minket érdekls p(k) valészintiségekre is. A P(t) Fourier sor tulajdonképpen a
& valészintiségi valtozd karakterisztikus fiiggvénye. Ezért, ha £ fiiggetlen valdsziniiségi
valtozok normalizalt Osszege, akkor sok esetben jol tudjuk kezelni a karakterisztikus
fiiggvényt, és az (a) formula segitségével. Megmutatjuk az aldbbiakban, hogyan lehet e
modszer segitségével a Stirling formuldt bebizonyitani.

3.) Szamoljuk ki egy £ A paraméterii Poisson eloszldsi valdszintiségi véltozé karak-

)\k:
terisztikus fliggvényét. (Azaz P({ = k) = ﬁe_k. Tekintsiik a A = n esetet, és
szamoljuk ki a P(§ = n) valésziniiséget az (a) formula segitségével. Mutassuk meg

e formula segitségével, hogy

& it . ’
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Megoldds: Ha & Poisson eloszlasi valdsziniiségi valtozd A paraméterrel, azaz P(§ =
k

k)= %e_)‘ k=0,1,2,..., akkor

: - P :
E (22 P(t) = P& = ztk . —>\+zkt — ,—AtAe )
IR WIS RIS oF RN
k=0 k=0
Innen, és a (a) formuldbdl kapjuk A = n és k = n vélasztédssal, hogy
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és ez ekvivalens a feladatban felirt azonossaggal.

4.) Bizonyitsuk be, hogy
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=1-24+0(2?) =

Megoldas: A feladat masodik relécidja az elsé relacié és a az
x

14 O(z), ha |z| < 1 reldci6 egyszer(i kdvetkezménye.

Az elso6 relacié bizonyitasa érdekében adjunk fels6 becslést az integral hozadékara
a {t: |t| > n~'/3} tartomanyban. Azutén tekintsiik az integral megszoritasat a
{t: |t| < n~1/3} tartomdnyra, és szamitsuk ki ennek aszimptotikajit pontosan.

Az els6 becslés elvégzésének érdekében vegyiik észre, hogy

en(eit—l—it) — en?R(e“—l—it) — en(cost—l) < e—nt2/4 < e—n1/3/4 ha n—1/3 <t<nm

és innen

/ en(e“—l—it) dtl = O (e—const.nl/3> ) (1)
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A masik becslés végrehajtdasa érdekében szamitsuk ki az integrandus aszimptoti-

kajat Taylor-sorfejtés segitségével pontosabban az origo kis kornyezetében. Azt
: U
k. Hogy (e — 1~ i) = (=~ i + O ) s
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ha |t| < n~1/3. Felhasznélva ezt a becslést és elvégezve az t = \/nt helyettesitést
kapjuk, hogy
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az / et /2qt = V271 azonossag miatt, illetve azért mert a t3e=t"/2 fliggvény
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Ezekbol a becslésekbdl kovetkezik, hogy

1/3

/_7;1/3 en(e” —1-it) gy % (1 +0 (%)) . (2)

A feladat elsé éllitasa kovetkezik az (1) és (2) formulakbdl.

Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozd var-
hato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Parcidlis integralassal kapjuk, hogy
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Ezért Var & = B2 — (E€)? = T2 e

Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasu A = 0 paraméterrel.
(A lampék élettartamanak exponenciilis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 éra.

Megoldas: Jelolje &; a j-ik lampa élettartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(&; + - - +
€100 > 1150) valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az &sszegben fiiggetlen
exponencialis eloszlasi valésziniiségi valtozok szerepelnek A\ = 1—10 paraméterrel.
Vezessiik be az n = &1 + - - - + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE¢& = % = 1000, Varn = % =

1
10000 (m = 100 és A = — valasztassal). Ezért a centralis hatdreloszlastétel sze-
n—En  n—1000
VVarnp 100
véltozo, és P(§1 + -+ + &100 > 1150) = P (

rint jo kozelitéssel standard normélis eloszlast valdszintiségi

n—En
v/ Varn
Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastol fiiggetlen idotarta-
mig mikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasi. Azt a hipotézist akar-
juk ellendrizni, hogy a lampék élettartama legaldbb 10 éra, azaz az exponencidlis

> 1.5) ~1—®(15).

eloszlas paramétere kisebb vagy egyenlo mint A = —. Egy termet bevildgitunk ezen

lampdak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat hasznalunk fel. Megfi-
gyeljiik, hogy mennyi a lampak Osszélettartama. Ennek alapjan akarjuk eldonteni,
hogy hipotézisiink helyes-e. Természetes tigy donteni, hogy amennyiben a lampak
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elég sokdig égnek, akkor elfogadjuk a hipotézist, ha pedig nem akkor elutasitjuk.
Mekkora élettartam esetén fogadjuk el a hipotézist, ha azt akarjuk, hogy a hipotézis
teljesiilése esetén legalabb 0.95 valésziiséggel fogadjuk azt el. (A matematikai
statisztika szokasos terminolégidjaval ezt a kovetelményt gy fogalmazzak meg,
hogy az els6faju hiba legyen kisebb mint 0.05.)

Megoldds: Jelolje §; a j-ik lampa éléttartamét, 1 < j < 100, és adjunk j6 becslést
P& + -+ + &o0 > x) valdsziniiségre ha az Osszegben fiiggetlen exponencidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozok szerepelnek A = 1—10 paraméterrel. (Ez a hipotézis
teljesiilése esetén a a legkellemetlenebb eset.) Vezessiik be az n = &1 + -+ + &100
jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE& = % = 1000, Varn = % =
1
10000 (m = 100 és A = — valasztassal). Ezért a centralis hatareloszlastétel sze-

n—FEn  n—1000
VVarnp 100

_E
valtozé, és P(& + - + &1g0 > ) = P (7\7/\% >:1;> ~1—® (1% - 10). Ezért

természetes az x szintet ugy vélasztani, hogy 1 — & (1'3—0 —10) = 0.95, és ha

rint jo kozelitéssel standard normaélis eloszlast valdszintiségi

az Osszélettartam nagyobb mint ez a szint akkor elfogadjuk a hipotézist. Innen

x T ) , .
o (10 - 1—00) ~1-% <ﬁ - 10) — 0.95. Mivel &(1.645) ~ 0.95, ezért z = 835.5.



