A november 27-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Az utolsé két gyakorlaton elsésorban azzal foglalkozunk, hogyan lehet megérteni annak
a jegyzetnek néhany eredményét, mely a vizsgan kérdezett anyagot tartalmazza.

Megjegyzések a mértékelméleti elokészitéshez.

Az itt szerepl6 anyagnak (esetleg kissé més széhaszndalattal) szerepelnie kellett a
mértékelméleti eléadason. A lényeg az, hogy a o-algebra illetve o-additiv halmazfiigg-
vény fogalma és a roluk szélo altalanos eredmények lehetové teszik a valdszintiségsza-
mitas felépitését. Fontos, hogy ezen fogalmak segitségével be lehet vezetni a Riemann
integral megfelelGjét, a Lebesgue integral fogalmat. A valdsziniiségi valtozé nem mas
mint a valésziniiségi mezoén értelmezett mérhetd fiiggvény.

Egy az (92, A, P) val6sziniiségi mezén értelmezett f(w) fiiggvény (Lebesgue) in-
tegraljat a P mérték szerint a Riemann integralhoz hasonléan egyszeli, természetes
integralkozelitések limeszeként definidljuk. A kiilonbség az, hogy ebben az esetben a
felosztast masképp végezziik el. Vesziink egy € > 0 szdmot, mellyel majd nulldhoz
tartunk, minden £ = 0, +1,£2,... egész szamra definidljuk az

Ak, f,e) ={w: ke < f(w) < (k+ 1)e}

halmazokat. A valdszinliségszamitds felépitése alapjan lehet az A(k, f,e) halmazok
oo
P(A(k, f,e) valésziniiségérol beszélni, ezért definidlhatjuk a Y ke P(A(k, fe) Gsszege-
k=—oc0
ket. Ezeket tekintjik az [ f(w)dP(w) integralkozelitéseinek. Nagyon dltaldnos feltételek
mellett ezeknek az 6sszegeknek van limesziik € — 0 esetén, és ez a limesz lesz az integral.

A valdszintiségi valtozé fogalma ebben a jegyzetben tgg van targyalva, hogy a
val6szintliségi valtozo értekeit tetszOleges szeparabilis metrikus térben veheti fel. Ez nem
okoz elvi nehézséget. Ertsiik meg az 1.13 Allités értelmét. (Ennek van jelent6sége kés6bb
a feltételes varhaté érték definiciéjdban.) Ezen allitds megértéséhez el6szor az 1.10
definiciét kell megérteni. Az ott szerepl6 o(&,, v € I') o-algebra szemléletes tartalma
a kovetkez6. Ha bizonyos valdszintiségi valtozok értékeit meg tudjuk figyelni, akkor
ez azt jelenti, hogy bizonyos eseményekrol meg tudjuk mondani, hogy bekovetkeztek-e
vagy sem. A jobb megértés céljabol tekintsiink egy példat: Ledobunk véletleniil az
egységintervallumra 20 pontot. Legyen &;(w) a j-ik dobas eredménye, 1 < j < 20.
Ha a 0(¢;(w), 1 < j < 10 o-algebrét tekintjiik, akkor ez tartalmazza az Osszes olyan
(mérhetd) eseményt, mely csak az els6 10 dobaseredménytél fiigg, és nem tartalmazza
azokat, melyek mas eseménytdl is fiiggnek. igy példaul az az esemény, hogy az elsé 10
dobas osszegének az eredménye kisebb mint 6 benne van ebben a c-algebrdban, de az
az esemény, hogy az els6 11 dobéas eredménye kisebb mint 6 mar nincsen.

Ha egy & valdszintliségi valtozd altal generdlt o- algebrat tekintiink, akkor a &
valésziniiségi véltoz6 (mérhetd) fliggvényei benne vannak ebben a £ valészintiségi véltozo
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altal megfigyelhetd események altal generdlt o-algebraban, azaz ha meg tudjuk allapi-
tani, hogy a £ € B esemény bekovetkezett-e minden B (Borel-mérhet$) halmazra, és
g(+) (Borel mérhetd) fliggvény, akkor a g(§) € B esemény bekovetkeztét vagy be nem
kovetkeztét is meg tudjuk allapitani minden B Borel-mérhet6 halmazra. S6t igaz ennek
az allitasnak a megforditdsa is, és ez az 4llitds nehezebb fele. Nevezetesen, ha egy n(w)
valésziniiségi valtozo olyan, hogy mindegyik {w: n(w) € B} eseményrdl meg tudjuk al-
lapitani, hogy bekdvetkezett-e vagy sem, a &(w) ismeretében, akkor 1étezik olyan g(x)
(Borel-mérhetd) fliggvény a szamegyenesen, melyre igaz, hogy n(w) = g(&(w)).

Végiil az (1.15) allitasrél néhany sz6. Ez egy valésziniiségi vektor eloszlasfiiggvé-
nyének a jellemzésérol szol. Az allitas nehéz fele az, hogy egy az adott tulajdonsiagokkal
rendelkezd fiiggvény eloszlasfiiggvény, azaz létezik olyan valdsziniliségi mez6 és rajta
olyan valdszintliségi valtozd, melynek ez az eloszlasfliiggvénye.

Erdemes lehet megjegyezni, hogy van egy természetes konstrukcié, de ezen kon-
strukcié helyességének igazolasahoz bizonyos mértékelméleti eredmények sziikségesek.
Nevezetesen definidljuk az (€, A, P) valészinliségi mezét és rajta a &(w) valdszintiségi
valtozét a kovetkezé médon: Legyen Q = RF, a k dimenziés Euklideszi tér, egy elemi
esemény w = (z1,...,xx)-re legyen &(w) = &(z1,...,2%) = (z1,...,2%), A a Borel o-
algebra. Legyen P az F fiiggvény altal definialt Lebesgue—Stieltjes mérték. Nem nehéz
belatni, hogy az igy definidlt £ valdoszintlisségi valtozé F' eloszlasu lesz. Egy nem trivialis
1épés van ezen konstrukcié helyességének bizonyitasaban. Az, hogy a Lebesgue—Stieltjes
mérték valoban valészinliségi mérték. Annak indoklasa kovetel kiilon érvelést, hogy a
Lebesgue—Stieltjes mérték o-additiv.

Megjegyzések a vdarhato értékrol irottakrol.

Ez a fejezet tulajdonképpen felsorolja azt, amit mértékelméletbdl a Lebesgue in-
tegralrol kellett tanulni. Az itt szereplé eredmények tartalmazzak pontosan azt, hogy
milyen limeszelést lehet végrhajtani az integralds sordn, ha egyszerti fliggvényekkel
kozelitjiik az integralandé fiiggvényt. Ezek a domindalt konvergencia tétel (xv) (szoktak
hivni Lebesgue tételnek is), a monoton konvergencia tétel (xiii) (szoktak hivni Beppo—
Levy tételnek is), és a Fatou lemma. A késébbiekben (a feltételes varhaté érték fo-
galmanak bevezetésében) fontos szerepet jatszik a (3.7) pontban megfogalmazott Ra-
don—Nykodim tétel. Ennek megfogalmazdsahoz sziikséges a (3.6) definici6. Jegyezziik
meg, hogy a Radon—Nykodim tétel existencia tétel. Ez azt jelenti, hogy nem ismeretes
olyan médszer, mely altalanos esetben eljarast ad egy mértéknek méasik mérték szer-
inti Radon—Nykodim derivaltjanak a kiszamitasara. Ez teszi elég kényelmetlenné a
feltételes valoszintiséggel és varhatd értékkel vald szamolast az altaldnos esetben. Ugya-
nis a feltételes valdoszinliség és varhatd érték definixidja a Radon—Nyko-dim tételen ala-
pul. Viszont gyakorlati esetekben, amikor ismert a tekintett valdszinliségi valtozok
sturtségfiiggvénye, akkor a vizsgalando feltételes valdszintiségek és varhato értékek ex-
plicit médon szamolhatéak néhany alapvetd analizisbeli eredmény alapjan.

Megjegyzések a karakterisztikus fiigguényekrol irottakrol.

Egy fontos megjegyzés, hogy a karakterisztikus fiiggvény komplex értéki fliggvény,
egy komplex szam értékii valészinliségi valtozonak a varhatéd értéke. Ezért ellendrizni
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kell, hogy a valds értékii valdszintiségi valtozokrdl tanultak ebben az esetben is érvény-
ben maradnak. Kiilonosen fontos, hogy komplex szam értékli valdszintiségi valtozdkra
is igaz, hogy fliggetlen valdszintiiségi valtozok szorzatanak a varhatd értéke megegyezik
ezen valoszinliségi valtozék varhato értékeinek szorzataval.

A karakterisztikus fliggvény moddszer tulajdonképpen nem mas mint a Fourier
analizis alkalmazdsa a valdszintliségszamitasban. A jegyzetben felsorolt eredmények
koziil a legfontosabb a (4.6) folytonossagi tétel. A (4.5) allitdsban szerepelnek a karak-
terisztikus fiiggvény legfontosabb tulajdonsigai. Bar a kés6bbiekben nincs ra sziikség,
mégis értsitk meg mit allit a (iv) pontban megfogalmazott Bochner tétel.

Tetszéleges integralhaté f(-) fliggvénynek illetve véges (korldtos véltozasi) eldjeles
mértéknek lehet definidlni az inte®™ f(u) du inte'™ F(du) Fourier transzformaltjat. A
karakterisztikus fiiggvényt az tiinteti ki ezek koziil, hogy ebben az esetben pozitiv
fiiggvénynek illetve pozitiv (azaz nem eldjeles mértéknek) definidljuk a Fourier transz-
formaltjat. Annak, hogy az eredeti fiiggvény (mérték) pozitiv, (nem-negativ) a Fourier
transzforméltak terében az felel meg, hogy a fliggvény illetve mérték Fourier transz-
formaltja pozitiv (szemi)definit. Ez a Bochner tétel tartalma. A kimondott allitdsban
hidnyzik az az észrevétel, hogy mivel a val6szintiségi mérték 1-re normalt, ezért ¢(0) = 1.

A (xi) inverziés formuldnak a bizonyitdsat nem lattam a jegyzetben. Ennek az
eredménynek lenne némi jelentOsége a valdszinliségszamitasban, ha a centrélis hatar-
eloszlastételt nemcsak eredeti formajaban akarnank bizonyitani, hanem azt is, hogy
alkalmas feltevések mellett fiiggetlen valdsziniiségi valtozok normalizalt Osszegének a
strliségfiiggvénye tart a normaélis strlségfiiggvényhez. Az inverziés formula egy termé-
szetes és egyszeri bizonyitasa lenne a Fourier analizisben fontos szerepet jatszé Parseval
formula alkalmazasa. Természetesen elobb a Parseval formulat is bizonyitani kellene. A
részletek targyalasag elhagyom.

Magjegyzések a centrdlis hatdreloszlastételhez.
Erdemes bevezetni és megérteni a szériasorozat fogalmat. Bar ez a fogalom a
jegyzetben formalisan nincs bevezetve, valdéjaban ott a centrélis hatareloszlastételt szé-

riasorozatokra kimondott alakja szerepel.

Szériasorozatok definicigja. A

51,17 cee 761,711

fk,l; oo 7£k,nk

valdszintségi vdltozok rendszere, k — 00, szériasorozat, ha az egy sorban levd & 1,
.5 &kom,, valoszindiségi valtozok figgetlenek. (A kilonbozé sorokban levd valdsziniiségi
vdltozok kapesolatdrdl nem tételezink fel semmit.)
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A centrélis hatareloszlastétel szériasorozatokra megfogalmazott alakjaban az egy
ng
sorban szerepl6 valészintiségi valtozok Sy = Y &, 1 Osszegét tekintjiik, és azt allitjuk,
j=1
hogy alkalmas feltevések mellett az Sj valdszintiségi valtozok konvergdlnak eloszlasban
(ezt jelenti a gyenge konvergencia) a normalis eloszlashoz. Feltehetjiik, hogy Var Sy, — 1,
ha k — oo. Valéban, elosztva az egy sorban levd valdszibliségi vatozdkat ugyazzal az
alkalmas konstanssal ezt feltehetjiilk. A bizonyitasaban nincs jelentésége annak, hogy
a kiilénboz6 sorokban szerepld valdszintiségi valtozdk kozott mi a kapcsolat. Az ilyen
alakd hatareloszlastétel a legaltalanosabb alakid. Ha adva van fliggetlen, nulla varhaté

értéki valdszintliségi valtozok &1, &s, ..., végtelen sorozata, akkor elkészitve az ny = k,
Th; . - .
§kj = B—i, By = 21 Var§;, 1 < j < ny = k, sorozatot, egy szériasorozatot definidltunk,
J:

és az erre a szériasorozatra megfogalmazott centralis hatareloszlastétel megegyezik az
eredeti centralis hatareloszlastétellel.

Ahhoz, hogy a centralis hatareloszlastétel érvényes legyen az egyik természetes felté-
tel az, hogy az egyes valdszintliségi valtozdk szorasnégyzete az Osszeg szérasnégyzetéhez

képest kicsi legyen, azaz 1, = sup Var{; tartson nulldhoz. Egy masik feltétel,
1<j<ng
amelyet feltesszlink az tgynevezett Lindeberg feltétel.

Lindeberg feltétel definicidja: Legyen &k j, k = 1,2,..., 1 < 5 < ng, olyan
ng
szériasorozat, melyre E&, ; = 0, k = 1,2,..., 1 < j < nyg, és klim > E@%j = 1.
—>c>o‘7 1 ’

Ez a szériasorozat akkor és csak akkor teljesiti a Lindeberg feltételt, ha tetszdleges € > 0
szamra

k—o0

s
lim L,(g) = leIgOZEf%,jI(ﬂfk,ﬂ >e}) =0,
=1

ahol I(A) egy A halmaz indikdtor fiiggvénye.

A 8. fejezet f6 eredménye, a Lindeberg tételnek nevezett eredmény (8.1) tétel arra
ad becslést, hogy egy megfeleléen sima és a végtelenben nem til gyorsan névé g(u)
fiiggvényre mennyire kicsi az Eg(Si) — Eg(nx) kiillonbség, ahol Sy a szériasorozat k-
ik soraban szereplé Osszeg, 1 pedig standard normadlis eloszlastu valészintiségi valtozo.
Emlékezziink arra, hogy a centralis hatareloszlastétel azt jelenti, hogy amennyiben a
g(u) = gi(u) = e véilasztdst tessziik, akkor az Fg(Sy) — Eg(nx) — 0, ha k — oo
relacié jelenti a centralis hatéareloszlastétel érvényességét.

A tobb-dimenzios normdlis eloszlasrol.

Az els6 kérdés, ami e fogalom kapcsan felmeriil az, hogy miért fontos ez a fogalom.
A természetes vélasz az, hogy a centralis hatareloszlastétel, illetve annak tobb-dimenzids
valtozata indokolja e fogalom bevezetését. A centralis hatareloszlastétel azt mondja,
hogy fiiggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt 6sszegeinek a hatareloszldsa nagyon
altalanos feltételek mellett mindig ugyanaz a normalis eloszlas. Felmeriil az a kérdés,
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hogy érvényes-e ennek az eredménynek a megfeleléje, melyek vektor értékii fiiggetlen
valészintiségi valtozék normalizalt 0sszegeirdl szdélnak.

Erre a kérdésre pozitiv vélaszt lehet adni, és ez fontos szerepet jatszik néhany
olyan fontos kérdés vizsgalatdban mint a chi-négyzet proba. Az eredmény illetve a
tobb-dimenzids normalis eloszlasfliggvény fogalmanak a megértéséhez sziikséges el6szor
megérteni a varhaté érték illetve a szorasnégyzet fogalmanak tobb-dimenzids megfelel6-
jét. A nehezebb és targyalando feladat a szérasnégyzet tobb-dimenzidés megfelel6jének,
a kovarianciamatrixnak a definicidja.

A kovarianciamatrix definicidja. Legyen & = (&1,...,&k) egy k-dimenzids véletlen
vektor, melynek minden koordindtajara teljesil az E{? < o0, 1< g <k, feltétel. Ekkor
a & k-dimenzios valosziniiségi valtozo D kovarianciamdtriza az a k X k madtrix, melynek
J-ik sordban és l-ik oszlopdban a Cov (§;,&) = E&;§ — EEES, 1 < 4,1 <k, szdm dll.

A kovarianciamatrix hasonldéan viselkedik mint annak egy dimenziés megfelelGje,
a szoérasnégyzet. fgy példaul fliggetlen vektorok Gsszegének a kovarianciamatrixa meg-
egyezik az Osszeadandok kovarianciamatrixanak az osszegével, ha egy vektort megszor-
zunk egy c szammal, akkor annak kovarianciamatrixa a c? szdmmal szorzédik meg.
Ezenkiviil fontos a kovetkez6 eredmény.

Tétel a kovarianciamatrix jellemzésérol. Egy k-dimenzios véletlen vektor kovari-
anciamdtriza k x k méretd szimmetrikus pozitiv szemidefinit mdtriz. Eqy szimmetrikus
D = (dj1), 1 < j,l <k k xk méretii mdtrizot pozitiv szemidefinitnek nevezink, ha
ko k
minden x = (x1,...,xx) k-dimezios vektorra xDx* = 3 > xjxidj; > 0. Megforditva,
j=11=1
minden D k x k méretti pozitiv definit mdtrizhoz és m k-dimenzios vektorhoz létezik
olyan k—dimenzios normadlis eloszlasu véletlen vektor, melynek a vdrhato értéke m, ko-
varianciamdtriza pedig D. Sot az is igaz, hogy eqy tobb-dimenzios normalis eloszldsi
véletlen vektor eloszldsdt eqyértelmien meghatarozza annak varhato értéke és kovarian-
ctamdtriza.

Annak érdekében, hogy ezt az eredményt megértsiik fel kell idézniink a tobb-
dimenzids normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo fogalmat.

A tobb-dimenzidés normalis eloszlast valészintiiségi valtozo definicidja. Ha &1,
., & fuggetlen, standard mormdlis eloszldsu valosziniségi vdltozok, akkor a segitsé-
glikkel definialt &€ = (&1, . .., &k) véletlen vektort k-dimenzios standard normdlis eloszldsi
valosziniséqi vdltozonak nevezzik. Ha & k-dimenzids standard normdlis eloszldsiu valo-
szintiségi valtozo, A tetszéleges k x k méreti, mdtriz m k-dimenzids véletlen vektor, akkor
n = E&A+m k-dimenzios normalis eloszldsiu vektor. Akkor neveziink egy véletlen vektort
k-dimenzios normalis eloszlasu véletlen vektornak, ha annak eloszldsa megegyezik egqy
elobb definialt n = €A + m alaku k-dimenzios normdlis eloszldsi vektor eloszlasdval.

Be lehet 1atni, hogy igaz a kovetkez6 eredmény.

Tétel. Az elobb definidlt n = A + m alaku k-dimenzios normadalis eloszldasi vek-
tor varhato értéke m kovarianciamdtriza pedig a D = AA* mdtriz. Karakterisztikus
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fligguénye a

o(t) = (b, .., tr) = BN = Beiltmt-ttin) — cittm)—tDt"/2

fliggvény, ahol t = (t1,...,tr), (-,-) skaldrszorzatot * pedig transzpondltat jelél. Ez
utobbi formula azért hasznos, mert eqy (tobb-dimenzids) eloszldst meghatdroz annak
karakterisztikus fliggvénye.

Azt a tényt, hogy tetszOleges D pozitiv szermidefinit matrix megjelenik mint al-
kalmas normalis eloszlasu valészintliségi vektor kovarianciamatrixa koévetkezik egyrészt
a fenti allitasokbdl, tovabbé a kovetkezo linedris algebrai eredménybdl.

Tétel. Egy szimmetrikus D pozitiv szemidefinit mdtrizbdl lehet "négyzetgyokot vonni”,
azaz a D = AA* egyenletnek van megolddsa. Ez a megoldds nem egyértelmi. Valoban,
ha U unitér mdtriz, azaz UU* = U*U = I, akkor az A = AU mdtrizra is igaz, hogy
AA* =D, ha D = AA*.

Ezek az eredmények azt is jelentik, hogy bar egy el6irt eloszlasi normalis eloszlasu
véletlen vektor n = £A 4+ m reprezentacidéjaban az A matrix megadasa nem egyértelmi,
mégis a D kovarianciamatrix és m varhato érték meghatarozza a véletlen vektor elosz-
lasat. Ennek az alabbi fontos kévetkezménye is van.

Tétel Legyen £ = (&1, ..., &) normdlis eloszlast véletlen vektor, melynek elsé 1 és utolsé
k — 1 koordindtdja korreldlatlan valamely 1 <1 < k szdmra, azaz E§,§, = E&,EEy, ha
1<p<li<q<k. Ekkor a (&,...,&) illetve ({41, -..,&) vektorok fiiggetlenek.

Ez utébbi eredmény kiolvashaté abbdl a ténybdl, hogy az adott feltétel mellett a
¢ véletlen vektor faktorizalodik. Jegyezziik meg, hogy fliggetlen valdszintiségi valtozok
mindig korreldlatlanok, de az allitas megforditasa nem igaz. Léteznek olyan valdszintisé-
gi valtozok, melyek korrelalatlanok, de nem fliggetlenek. Ez a tény ramutat a normaélis
eloszlasu valdszintiségi vektorok egyik kiilonleges tulajdonsagara, arra, hogy ebben a
specialis esetben a koordinatak korrelalatlansagabdl kovetkezik azok fliggetlensége is.



