A november 13-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Teszek néhany kiegészité magyarazatot a mult gyakorlaton végzett szamitasokhoz. Ott
hasznaltam a O(-) (ejtsd nagy ordd) illtve o(-) (ejtsd kis ordd) jelolést. A gyarkorlaton
dertilt ki, hogy ezzel a jelolésrendszerrel a hallgatosag korabban nem talalkozott. Mivel
ez hasznos és természetes jelolésrendszer, ezért érdemes ismertetni.

E jelolésrendszer segitségével azt akarjuk megfogalmazni, hogy egy bonyolult kife-
jezést milyen pontossaggal tudunk kozeliteni egy egyszeriibb kifejezéssel. A klasszikus
példa a Taylor sorfejtés, és a vizsgdlt szamolasok tobbségében ezt haszndltuk. Ha egy
fliggvény elég sokszor differencialhato, akkor az e fiiggvény Taylor soranak elsé néhany
tagjabdl allé polinom jél kozeliti ezt a fliggvényt annak a pontnak a kozelében, ahol
a sorfejtést végeztiik. De ez a kozelités csak ennek a pontnak kis kornyezetében ad
hasznos eredményt. A O(-) és o(+) jelolést annak érdekében vezették be, hogy egyszerti
és természetes médon mérjék az ilyen kozelitések josagat.

E bevezetés utan adjuk meg e fogalmak pontos definicidjat: Legyen egy f(t)
figgvénynek egy g(t) fiiggvény jé kozelitése egy to pont kis kornyezetében. Legyen R(t)

R(t) > 0, valamely fliggvény. Azt mondjuk, hogy f(t) = g(t) + o(R(t)) t =to + o(1)
esetben, ha tlil? W = 0 Azt mondjuk, hogy f(t) = g(t)+O(R(t)) t =to+0O(1)
—tlo
t) —g(t
esetben, ha léteznek olyan K > 0 és L > 0 szamok, melyekre % < K, ha

|t—to| < L. Egy (fontos) példa. Legyen f(t) haromszor differencidlhaté fliggvény. Ekkor
f(t) = f(0)+ f'(0)t + f”(O)% + O(t?), ha t = O(1), mert a kozelités nagysagrendje
annyi, mint a Taylor sorfejtés harmadik tagja. Ha viszont csak annyit tudunk, hogy az
f figgvény kétszer differencidlhaté (ez a helyzet példdul akkor, ha olyan valdsziniiségi
karakterisztikus fliggvényét tekintjiik, melynek masodik momentuma véges, de a har-
madik momentuma lehet végtelen is), akkor csak a kovetkez6 gyengébb &llitast irhatjuk

fel: f(t) = f(0) + f/(0)t + f"(0)% + o(t2), ha t = o(1).

1. Legyen £ exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozéo A\ = 1 paraméterrel, azaz
Fz)=P¢<x)=1—e " hax >0, F(z)=P({ <z)=0, ha z <0. Szdmitsuk
ki a & + &2 valdszinfiségi valtozo eloszlds és stirtiségfiiggvényét.

Megodds: Jelolje G(z) a & + €2 valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
G(z) = P(E+ €% < x). Mivel a £ (exponencidlis eloszlast valészinfiségi) valtozd
csak nem negativ értékeket vesz fel, ezért & 4 £2 valésziniiségi valtozé is egy valdszi-
niiséggel nem negativ értéket vesz fel, azaz G(z) = 0, ha x < 0. Ha = > 0, akkor a
€ + €2 < z egyenlStlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha a & valésziniiségi valtozé
olyan y értéket vesz fel, melyre y + y? < x, azaz y1(x) < £ < ya(x), ahol yo(z) =

“1+VI+4dz | —1-—1+4z

s y(e) = —— T aan a() s (o) n g +y —w = 0

egyenlet nagyobb illetve kisebb gytke. Mivel y;(x) < 0, y2(x) > 0 minden x > 0
szémra, ezért G(z) = P (y1(z) <& < ya2(x)) = P(£ <ya2(x)) =1 — e—v2(z) — 1

1



{ 1—+V1+4zx
P\
G(x) eloszlasfiiggvényét. A £+E2 valdszinliségi valtozo g(-) stirtiségfiiggvénye ennek
1 1-v1+4zx hax > 0
————expy——— p,haz > 0.
Vitds ¥ 2
Megjegyzés: Ebben a feladatban a & — €+&2 leképezés inverzét kellett kiszamitani,
azaz azt, hogy ha & 4 &2 egy félegyenesbe esik, akkor hova esik £&. A feladat-
ban szerepld ¢ és &2 valészintiségi valtozdk nem fiiggetlenek. Ezért a fiiggetlen
valdszintiségi valtozolra tanultak (pl. a konvoulucié alkalmazhatdsdga) nem hasz-
nalhatd a & + €2 kiszamitdsandl. A & + 2 Osszeg tagjait egyiitt kell tekinteni, az
Osszeg eloszlasat nem lehet kiszdmitani ha csak a & és &2 valdszintiségi valtozdk
eloszlasait ismerjiik, de egyiittes eloszlasukat nem.

}, ha z > 0. Ezzel meghatdroztuk a & + £2 valészintiségi valtozé

derivéltja, azaz g(x) = 0, hax < 0, g(z) =

. Adva van 100 lampa, amelyek élettartama exponencidlis eloszlasu, A = % pa-
raméterrel. Ezeket a lampdkat egymds utan betessziik egy foglalatba, hogy be-
vilagitsanak egy termet, és kicseréljiik oket akkor, amikor kiégnek vagy 11 orai
hasznélat utan akkor is, ha még nem égtek ki. Arra vagyunk kivancsiak, mennyi
ideig vilagitjak be a lampédk a termet. Szamitsuk ki ennek varhaté értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Jelolje &;, j = 1,2,..., azt, hogy mennyi ideig vilagitja be a termet a
J-ik kdmpa. Szdmoljuk ki §; F¢; varhato értékét és Var £; szérasnégyzetét.

11 T 11 11
E¢; :/ 1—0e—1’/10 dr +11P(¢ = 11) = [—xe_w/lo]o +/ e /10 dy
0 0
+/ %e—m/m de = —11e~11/10 4 10 <1 _ 6—11/10> 1 11em11/10
11

=10(1 — e~ 1/19),
és

11 $2 11
Ee? :/ T emm/10 4y 4 121P(¢; = 11) = [—x%—m/m}
0

11
—2/10
j 10 —I—/O 2ze "V dx

0

11 11
14121 11/10 — / 2ze~ /10 dg — +/ 200e /10 dg
0 0

— 200 (1 _ 6—11/10) — 99— 11/10,

100
Ezért Var§; = E¢F — (E¢;)? =100 (1 — e711/10) —20e711/10. Minket az S = Y §;

j=1
valészinliségi valtozd varhatod értéke és szorasnégyzete érdekel. ES = 100E¢; =

1000(1 — e~1/10), és Var S = 100Var £; = 20000 (1 — e~11/10) — 2200e~11/10.

. Legyen £ standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd, azaz legyen & stirtiség-

fiiggvénye f(z) = \/2_6_"”2/ 2. Szamitsuk ki a & valészinliségi valtozé momentu-
s
mait, azaz az F&F szdmokat, minden k = 1,2,..., szamra. Legyen 1 normélis
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eloszlasu valészintliségi valtozé m varhaté értékkel és o2 szérdsnégyzettel. Szdmol-

juk ki az n valészintiségi valtozé En* momentumait is minden k = 1,2,... szdmra.

oo
1
Megoldds: B¢k = F——e
g § =
alaki, ahol [ egész szam, akkor az integrandus paratlan fiiggvény akkor E&2/—1 =,
Ha k péros szdm, azaz k = 2[, ahol [ egész szam, akkor parcialis integralassal
kapjuk, hogy

~2*/2 4y Ha k paratlan szam, azaz k = 20 + 1

oo

> 1 2 1 2
B¢ = / 22! \/ﬂe_w /2 gy — |21 (_Dﬁe—x /2

> 1 >
+ / (20 — a2 ——e 2 dx = (21 — 1) B2,
o V2T

Ezt az azonossagot felhasznalva indukcioval kapjuk, hogy
B¢ =(20-1)(21 -3)---3- 1.
2

Ha 1 normalis eloszlast valészintiségi valtozd m varhato értékkel és o= szérasnégy-

zettel akkor az n = m + o& alakban irhato fel, ahol £ standard normalis eloszlast

valészintiségi véltozé. Ezért En* = E(m + o)k = (,)mk_JcrjE@, ahonnan
j=0 \J

az E¢I kifejezésre el6bb bizonyitott eredmény alapjan

5]

Enf=Y" (k)kaj(;?j(zj —1)(2j—3)---3-1,

=0\

ahol [z] az = szdm egész részét, azaz a legnagyobb x-nél kisebb egész szamot jeldli.

. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk szazszor egymas utan. Szamoljuk ki a paros
dobasok 6sszegének a harmadik momentumat.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 100, valdsziniiségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobéds eredménye 6, és §; = 0, ha a j-ik dobas eredménye 1, 3, vagy 5.

j=1
Tovabba, E{; = 2, Eﬁjz- =7, Ef;’ = 48 minden 1 < j < 100 szamra, és a §;
valdszintiségi valtozok fiiggetlenek. Ezért

100 100
Legyen S = 3 &;. Ekkor minket az F'S® mennyiség érdekel. ES® = F (Z @) .

100
3 2 3
ES" = > E§ESES + > EEEG + > EE
1<4,k,1<100 1<5,k<100 j=1
a j,k,l indexek kiilénbozéek a j,k indexek kiillonbozéek

=100-99-98-2% +3-100-99 - 14 + 100 - 48 = 8176200.
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Idézziik fel a kovetkezd definicidt:

Rendezett minta definicidja. Legyenek &1, ...,&, fuggetlen egyforma eloszldasu va-
[6szindiségi vdltozok valamilyen G(-) eloszlasfogguénnyel. Rendezzik ezeket a (véletlen)
szamokat £ < &5 < -+ < & monoton novekvd sorrendbe. Ekkor a £ < &5 < --- < &
sorozatot n elemi G(x) eloszlsi rendezett mintanak nevezziik.

5. Legyen & < &5 < --- < &' n elemi rendezett mint olyan G(-) eloszlasfiiggvénnyel,
melynek létezik g(-) siiriségfiiggvénye. Ekkor e rendezett mintdnak létezik (n-

n
dimenziés) h(zq, ..., x,) striségfiiggvénye, és h(zy,...,x,) =n! [] g(zk), haz; <
k=1
xg < oo <y, és h(xy,...,x,) =0, ha ez a feltétel nem teljesiil.

Megoldas: Legyen B az A = {(z1,...,2,): —00 < 21 < 29 < -+ < T, < 00}
halmaz tetszéleges, (mérhetd) részhalmaza az n-dimenzids térben. Ekkor

P&, -5 8,) € B) =nlP((&1,- -+, 8n) € B),

mert P(({1,...,6n) € B) = P((§x1), -+ »éx(n)) € B) az {1,...,n} szdmok tetszo-
leges m permutécidjara, és kiillonb6z6 permutacidékra diszjunkt eseményeket tekin-
tettiink. Innen,

P((gik’:g;) € B) :/Bn!g<$1)"'g(mn)d$1...,d..'l)n,

ha B C A, és P((&5,...,&:) € B) =0, ha BN A = (. Innen kovetkezik a feladat
allitasa.
6. Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozok A > 0
k

S Sn_

paraméterrel, S = > &, 1 <k < n. Az <—1,..., L

7j=1 Sn Sn

Sy valoszintiségi valtozdtdl, és e vektor elemei a [0, 1] intervallumban fiiggetlen,
egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozokbol allé rendezett mintat alkotnak.

) vektor fiiggetlen az

Megoldds: Szamoljuk ki az (S1,...,S,) vektor stirliségfliggvényét.
P(S1 <uy,...,S <un)=P(&,...,&) € B) = / Ne Myittun) qu o dy,,,
B

ahol B = B(ui,...,un) = {(Y1,---»¥n):y; > 0y1 +y2+ - +y; < uy, j=
1,...,n}.

frjuk at a fenti integrdlt az x; = y1 +--- +y;, j = 1,2,...,n transzformdciéval.
E transzformécid invertédlhatd. Jacobianja 1, a B halmazt az {0 < z; < uj, j =
1,...,n} halmazba képezi, ezért

P(S1 <ui,...,S <u,)= Nle™ o day L. dxy,

/{O§m1§x2<~~~§mn, zj<uj, j=1,...,n}
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ahonnan az (Si,...,S,) vektor stirtiségfiiggvénye f(z1,...,2,) = A\"e 7 ha 0 <

1 <o < --- <y, és f(xy,...,z,) =0 egyébként.
S Sn—1
Pl —<uy,..., < Up_1,9, < x
<Sn 1 Sn n—1 n

= P(Sl < Snula- . .,Sn,1 < Snunflasn < 1')

fr, o yn) dyr ... dyn

/{O<yj <ujyn,j=1,...,n,0<y, <z}

/ Nl A dyy L. dyy,.

Végezzik el az x; = y;yn, j = 1,2,...,n — 1 és x, = y, helyettesitésket. E
transzforméacié Jacobidnja x 1 és

P(% <u1,...,Sg,;1 < Up_1,9, <x)

x x

n—1 1 ni

xy fl—. Ty | dxy ... dxy,.
T, T

/{Ogmj <uj,j=1,...,n,0<z, <z}
Innen a keresett stirtiségfiiggvény f(z1,...,Tn_1,2,) = A% n2" ! ha 0 < 2; <
1 < xp_1 < 1, és x, >0, f(z1,...,2,) = 0 egyébként. Ez azt jelenti, hogy
flxy,...,xpn_1,2,) = h(x1,...,2n-1)g9(zy), abol h(z1,...,2,-1) = (n — 1)!, ha

n—1
0<z < - <wp_1, h(z1,...,2—1) = 0, egyébként, g(z,) = %6_””, ha
n—1)!
. . Sl Sn—l ’
xpn >0, g(x,) =0, hax, <0. Ez azt jelenti, hogy az ST g vektor és S,

i Sn—l
[RRRREERN
n —1 fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozébdl
készitett rendezett minta eloszlasaval, az 5, valoszinliségi valtozé eloszlasa pedig,

yn—l
(n—1)!
megegyezik n fliggetlen A paraméterii exponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozo
Osszegének az eloszléséval.

valészintiségi valtozok fliggetlenek, az

) vektor eloszlasa megegyezik
e, hay >0, és g(y) =0, hay <0,

melynek stirliségfiggvénye g(y) =

. Vilasszunk a [0, 1] intervallumban egy = szdmot véletleniil egyenletes eloszldssal,

o0

és frjuk azt * = > a(k)107% 0 < a(k) < 9, alakban, azaz frjuk fel az x szdm
k=1

tizedestort el6allitasat. Lassuk be, hogy az a(k), k = 1,2, ..., valésziniiségi vélto-

zOk fliggetlenek, egyforma eloszlasiak, és P(a(k) = j) = 10’ 0 <7 <9. Masképp

megfogalmazva: Egy véletlen szam tizedestortjének a jegyei fliggetlen és egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozok.

Megoldas: Azt kell belatni, hogy tetszéleges m > 1 szamra és ji,...,Jm, €gész
szamokra, 0 < 7 <9,

Pla(k) =jk, 1 <k<m)=10"".
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Viszont

{z: x olyan szdm, melynek tizedesjegyeire a(k) = ji, 1 <k <m}
m m
— {g;; Y pl07F <2 <Y gp107F 4+ 10m} ,
k=1 k=1

ezért valéban P(a(k) = ji, 1 <k <m)=10"".



