A merész jatékok stratégiaja

A kovetkez6 probléméval foglalkozunk: Tegyiik fel, hogy feltétleniil ki kell fizetniink
1000 forintos addssagunkat, de csak 600 forintunk van. Egyetlen lehetoségiink, hogy a
még sziikséges 400 forintot megszerezziik az, hogy egy kaszinéba megyiink, ott jatszunk,
és a sziikséges pénzt megnyerjiik. Minden egyes jaték sordan mi donthetjiik el, hogy
mekkora tétet tesziink fel. Tegyiik fel, hogy a kaszinéban olyan jatékot jatszhatunk,
melyben a feltett tétet 0.49 valdszintiséggel megduplazzuk, 0.51 valdsziniiséggel pedig
elveszitjiik. Kérdés, hogyan érdemes jatszani, mekkora téteket érdemes feltenni. Belat-
juk, hogy az tgynevezett merész jatékok moddszere optimalis stratégia. Ez azt jelenti,
hogy minden lépésben vagy a teljes vagyonunkat tessziik fel, (ezt tessziikk abban az
esetben, ha a pillanatnyi vagyonunk kisebb mint a sziikséges 1000 forint fele), vagy
pedig pont annyi tétet tesziink fel, ami nyereség esetén biztositja a sziikséges 1000
forint megszerzését a kovetkezo 1épésben.

Az allitas bizonyitasa:

A vizsgalatban hasonlé mddszert kovetiink, mint a Szindbad probléma és a sec-
retary probléma megoldasdban. Az emlitett feladatokban az ugynevezett backward
induction segitségével kiszamoltuk mi az optimalis stratégia és az optimalis eredmény
abban az esetben, ha csak az utolsé k lépésben allhatunk meg, £ = 0,1,2,.... Tekint-
siik azt a jatékot, melyben a jaték minden lépésében a feltetett tétet megduplazzuk p,
0<p< %, valoszintiséggel, és elveszitjiik 1 — p valdszintiséggel. A kezdeti idépontban a
sziikséges Osszeg t-szeresével rendelkeziink, 0 < ¢ < 1. Célunk az, hogy minél nagyobb
valoszinliséggel megszerezziik a sziikséges Osszeget.

Belatjuk indukciéval, hogy amennyiben csak k 1épésben jatszhatunk, £ = 0,1,2,...,
akkor a merész stratégia optimdlis. Ennek érdekében tekintjiik azt az Ry (t) fiiggvényt,
t>0,k=0,1,2,..., amelyik azt fejezi ki, hogy ha legfeljebb k jatékot jatszhatunk, és a
kezdeti 1épés elott a szilikséges Osszeg t-szeresével rendelkeziink, akkor mi a valdsziniisége
annak, hogy optimalis stratégia esetén megnyerjiik a sziikséges Osszeget. Ezeknek a
fliggvényeknek belatjuk bizonyos tulajdonsagait, melyek lehetové teszik az allitds bi-
zonyitasat. Vegyik észre, hogy

Ro(t):{o ha 0 <t <1, 1)
1 hat>1.
és

Ry1(t) = max {(1 —p)Ri(t —s) + pRi(t + )}, k>0, (2)

Vezessiik be ezen kiviil az aldbbi Rk (t), k = 0,1,2,..., fliggvényeket, melyek a merész
jaték esetén adjak meg a siker valdszinliségét.

Ry(t) = Ro(t)

— 1
Ry (t) p+ (1 —p)Rg(2t — 1) ha§ <t<
1 hat>1.
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A feladat megoldasanak kulcslépése az alabbi tétel bizonyitasa:

Tétel. Tekintsik a (3) formula segitségével definidlt Ry(t), k = 0,1,2,..., ¢t > 0
figguényeket. Ha 0 < p < %, akkor az Ry (t) fiiggvények monoton névekvéek, és teljesitik
az aldbbi reldciot:
Riy1(t) = sup [pRi(t + s) + (1 — p)Ri(t — s)]
0<s<t (4)
minden k =0,1,2,... és0<t <1 szamra.

Kovetkezmény: A (3) formuldban definidlt Ry(t) és az (1) valamint (2) formuldban
definidlt Ry(t) fiigguényre teljesiil az Ry(t) = Rp(t) azonossdg. Ezért abban az esetben,
ha legfeljebdb k jatékot jatszhatunk a merész stratégia optimdlis, és a siker valoszinisége
t kiinduld tét esetén Ry (t) = Ri(t). Ha akdrhdny jdtékot jdtszhatunk, akkor is a merész
stratégia optimalis, a siker valdszinisége pedig t kiinduld tét esetén R(t) = kh_)rréo Ry(t).

(A fenti hatdrérték létezik.)

A tétel bizonyitisa: A Tételt teljes indukciéval bizonyitjuk. A (4) reldcié igaz k = O-ra.
Ugyanis R1(t) =0,ha0 <t < %, Ry(t) = p, ha % <t<1,Ri(t)=1,hat > 1, valamint
Ro(t) =0,ha0 <t <1,és Ry(t) =1, hat > 1. Nem nehéz e képletek alapjan ellenérizni
a (4) reldci6 érvényessgét a k = 0 esetben. Teljes indukcidval konnyti latni azt is, hogy
az Ry(t) fiiggvénnyel egyiitt minden Ry (t) fiiggvény monoton, és Ry(t) = 1, ha t > 1.
Innen az is kovetkezik, hogy a (4) allitdas bizonyitdsaban elég olyan s paraméterekre

szoritkozni, melyekre a 0 < s < t feltételen kiviil a t + s < 1 feltétel is teljestil.
A (4) reldcidt kiilon latjuk be az a) 0 <t+s< 1,b) 3 <t—5<1,¢) 0<t—s<
t<3<t4+s<165d)0<t—s< 4 <t<t+s<1 esetekben.

Az a) esetben, amikor 0 <t —s <t <t+s< 3,

Riy1(t) — pRi(t +5) — (1 — p)Ry(t — s)
= pRi(2t) = p°Riy—1(2(t + 5)) — p(1 — p) Ri—1(2(t — 5))
=p(Rk(2t) — pRr—1(2t +2s) — (1 = p)Rk-1(2t —25)) > 0

az indukcios feltevés alapjan.
A b) esetben, amikor § <t—s<t<t+s<1

Riy1(t) = pRi(t +5) — (1 = p)Ry(t — 5)
=p+ (1= p)Rp(2t — 1) —p> = p(1 = p)R_1(2(t +5) — 1)
—p(1=p) = (1 =p)*Re-1(2(t — 5) = 1)
— (1= p) (Rp(2t — 1) — pRy—1(2t — 1 +25) — (1 — p)Ry_1 (2t — 1 — 25)) > 0.

A ¢) és d) esetek vizsgalata el6tt tegyiik a kovetkezd észrevételt: Ha 0 < u < %,
akkor

(=) 4 =i (ut 3). 6
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Valéban, az (5) azonossag mind a két oldalan 4116 kifejezés egyenld a p(1—p)R—1(2u) +
p? szammal a (3) formula alapjén.
A ¢) esetben, amikor 0 <t —s <t <

Ri41(t) — pR(t +5) — (1 — p)Ri(t — )

= pRi(2t) — p* — p(1 — p)Ri—1(2(t + s) — 1) — p(1 — p)Rk—1(2(t — 5))
= (pRi(2t) — p*) — p(1 — p) [Rk—1(2t + 25 — 1) + Ri_1 (2t — 25)].

<t+s<1

N[

1

Vegyiik észre, hogy ¢t > 7, mert 2t > ¢+ s > . Innen az (5) reldcié alapjén u = 2¢ — 3

valasztassal pRy(2t) — p* = (1 — p)Rg (2t — g), ahonnan
Rii1(t) — pRi(t+s) — (1 — p)Ri(t — s)

—(1-p) [Rk (Qt = %) — pR_1 (2t + 25 — 1) — pRy_1 (2t — 23>} .

Most fogjuk kihasznalni a p < % feltételt. Eszerint, felhasznélva, hogy a (4) reldcié
érvényes k — 1-re az indukcios feltevés alapjan kapjuk, hogy

(1-p) [Rk (2t - %) — PRy 1 (2t + 25 — 1) — pRy_1 (2t — 23)}

> (1-p) {Rk (275 - %) PRt (26425 — 1) — (1 — p)Ree1 (2t 25)] >0,

ha 2t +2s —1 > 2t — 2s. A 2t +2s — 1 < 2t — 2s eset hasonldéan targyalhaté. Innen
kovetkezik a Tétel allitdsa a c) esetben is.

A d) esetben, amikor()gt—sg%gtgt%—sgl

Ri11(t) — pR(t +s) — (1 — p)Ri(t — 5)
=p+ (1 =p)Ri(2t = 1) = p* = p(1 = p)R—1(2(t + 5) — 1))
—p(1 = p)Rie-1(2(t — 5))
=1-pRr(2t—1)+ (1 —p)p[l — Rk—1(2t +2s — 1) — Ri_1(2t — 2s)].

Tovabba % >t,mert 1 >t+s=2t—(t—s)>2t— % Ezért az u = 2t — 1 véalasztéassal
az (5) formula adja, hogy (1 — p)Ri(2t — 1) = pRy (275 _ %) —p?és

Ry41(t) —pRi(t +8) — (1 — p)Ri(t — 5)

—p {(1 _ %) + Ry (275 _ %) (L= p)Re 1 (2t+25—1) — (1— p)Ree_1(2t — 23)] |

Innen, a c) esethez hasonléan kapjuk az indukeiés feltevés alapjan, hogy ha 2t+2s—1 >
2t — 2s, akkor Ry, (2t — 5) > pRr—1(2t + 25 — 1) + (1 — p)Rx—1(2t — 2s). Ezért

p [(1 —2p) + Ry (Zt - %) (1= PRy (2t + 25 — 1) — (1 — p)Ry_y (2t — 23)}
>p[(1—2p) — (1 —2p)Rp—1(2t +2s —1)] > 0.
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A 2t +2s —1 < 2t — 2s eset hasonléan targyalhatd. Innen kovetkezik a Tétel dllitdsa d)
esetben is.

A kovetkezmény bizonyitdsa: Egyszerii k-szerinti indukciéval adédik, hogy Ry(t) =
Ry (t), és az Ry (t) fiiggvényeket definidlé (2) indukcids formuldban a szuprémum az s = ¢
esetben éretik el, ha t < %, és az s = 1 —t esetben, ha % <t < 1. Emiatt az osszefiiggés
miatt a Szindbad és Secretary probléma megolddsaban alkalmazott backward indukciés
érvelés azt adja, hogy ha k jatékot jatszhatunk, akkor a merész stratégia optimaélis, és
a siker valészintisége Ry (t) = Ry (t) t kiindulé tét esetén.

Tekintstink ezek utan egy tetszlleges stratégiat. Jelolje ebben R(t) a siker va-
l6szintiségét ¢ kiindulé téke esetén, és Rk(t) a siker valdszintiséget az elsé k 1épés
bekovetkeztéig. Legyen tovabbad R(t) = kh_)ngo Ry (t). Ekkor az R(t) fliggvény adja meg

a siker valészinfiségét a merész stratégia esetén, és R(t) = klim Ri(t) < klim Ri(t) =
—00 —00
R(t), mivel Rg(t) = Ry(t) > Ry(t). Ez azt jelenti, hogy a merész stratégia optimalis.
Végiil teszek néhany észrevételt az Ry (t), k = 0,1,2,... és az R(t) = klim Ry (t)
— 00

fliggvény viselkedésérdl. A bizonyitasok részleteit nem dolgozom ki.

Indukciéval be lehet 14tni, hogy minden ¢ = j2~% alaki diadikusan raciondlis pont-
ban Ry (j27%) = R;(j27%) minden [ > k indexre, ezért R(j27%) = Ry (j27%). Valéban,
Ri(1) = 1 minden k > 0 szdmra. Tovabbé a (3) formula alapjén Ry (%) = p minden
k > 1 szamra. A k kitevd szerinti teljes indukciéval lathat6 a (3) formula segitségével,
hogy az R;(j27%) szdm ugyanaz a mennyiség minden [ > k szdmra.Tovabbd, az Ry (t)
fiiggvény konstans minden [j27%, (j +1)27*) alaki intervallumon. Ugyancsak indukcio-
val be lehet latni, hogy az R(-) illetve Ry(-) fliggvény differenciahdnyadosai teljesitik az
alabbi azonossdgot: 28 [R(j + 1)27%) — R(j27%)] = [2(1—p)]*U:R [2p]PU:R) " ahol a4, k)

k

illetve B(j, k) = k — a(j, k) a j27% = 3 27 szdm, e, = 1 vagy ¢, = 0, 1 <[ < k,
diadikus “kettedes tort” alaku elééllitééé%)an szerepld 1-es illetve nulla jegyek szdma.

Az utols6 Osszefiiggés segitségével be lehet latni, hogy az R(t) fliggvény szigorian
folytonos monoton fiiggvény, amelyik szingularis 0 < p < % paraméter esetén, azaz
ebben az esetben az R(-) fiiggvény derivaltja majdnem minden pontban zéré. Ez ut6bbi
allitas bizonyitasdhoz azt az észrevételt kell tenniink, hogy majdnem minden ¢, 0 <t <
1, szam diadikus eléallitasaban az 1-es jegyek relativ gyakorisidga % Ekkor nagy k
szamra egy tipikus t € [0,1] pontra véve azt a [j27%, (5 + 1)27%) intervallumot, melyre
t € [j27F, (j + 1)27F), kapjuk, hogy a megfelel$ differenciahdnyadosok logaritmusanak

a normalizaltja az aldbbi mdédon viselkedik:

Lo (2 [R(G +1)274) — k(2] = 2P iog a1 — p)) 4 PR 50
~ %log(élp(l —-p)) <0, ha0<p< %
k

Ez azt jelenti, hogy klim log (2’C [R(j +1)277) — R(j2_k)]) = —00, azaz

klim 2" [R(j +1)27%) — R(j27%)] =0 a megfelel¢ differenciahanyadosokra.



