A harom-dimenzios tér ”massziv” halmazainak vizsgalata

A Markov lancokrdl szolé egyik klasszikus eredmény, a Pdlya tétel szerint az Euk-
lideszi tér két-dimenzids racsan torténd klasszikus bolyongdas visszatérd, mig a harom
dimenzids racson torténo bolyongds nem visszatéré. Ez azt jelenti, hogy az origdbdl
kiindulva a két dimenziés bolyongas egy valdszintiséggel valamikor visszatér az origdba,
mig a hidrom-dimenziés bolyongas egynél kisebb valészintliséggel tér vissza. Be lehet
latni, hogy a két illetve harom-dimenziés bolyongédsnak ez a tulajdonsaga ekvivalens
azzal, hogy a két dimenzids bolyongas egy valdszintiséggel végtelen sokszor visszatér
az origoba, mig a harom-dimenzids bolyongas egy valésintiséggel csak véges sokszor tér
vissza.

Azzal a kérdéssel foglalkozunk, E. B. Dynkin és A. A. Yushkevich Teoremy i zadachi
o processzach Markova (Tételek és feladatok Markov folyamatokrdl) cimii kényvének
els6 fejezete alapjan, hogy melyek a harom dimenzids racs azon viszonylag nagy, a
szerzok altal masszivnak nevezett részhalmazai, melyekbe a klasszikus bolyongas egy
valészintiséggel eljut, akarmelyik pontbdl is indul az ki. Mi is atvessziik ezt a szo6-
hasznalatot, tehat egy K halmazt masszivnak illetve nem masszivnak fogunk nevezni
attol fliggden, hogy a bolyongas tetszoleges kiindulé pont esetén ezt a K halmazt egy
valoszinliséggel meglatogatja, vagy van olyan kiindulé pont ahonnan kiindulva a K
halmaz meglatogatasanak valdszintisége kisebb mint egy. Be lehet latni, és a bizonyitast
meg is adjuk az emlitett konyv alapjan, hogy egy tetszéleges pontbdl kiindulé bolyon-
gas egy massziv halmazt végtelen sokszor meglatogat egy valdszintiséggel, mig egy nem
massziv halmazt barmely pontbdl is indulva ki egy valdszinliséggel csak véges sokszor
latogat meg. Jegyezziik meg, hogy ez az eredmény nem kovetkezménye a Markov lancok
elméletében bebizonyitott altaldanos eredményeknek.

Mivel a bizonyitasok részletesen és vilagosan meg vannak adva a konyvben, ezeket
nem irom le ebben az ismertetésben. Amit érdemesnek tartok leirni, az ennek a kér-
déskornek kapcsolata a harmonikus fiiggvények elméletével és a Laplace operatorral,
pontosabban annak egy diszkrét valtozataval.

Tekintsiink egy el6irt pontbdl indulé bolyongéast a harom dimenziés racson, azaz
legyen H = H? a hdrom dimenziés rdcs, az egész koordinatakbdl alé6 k = (ky, ko, k3)
pontok halmaza, e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1) a récs egységvektorai az

x pontbdl kiindulé bolyongas pedig Xi, k£ = 0,1,2,..., valoszinliségi valtozdk olyan
sorozata, melyre P(Xg =1z) =1, ésaz Xy11— Xk, k=0,1,2,..., valészinliségi valtozok
fliggetlenek, P(Xy41 — Xy = fe;) = % minden £ = 0,1,2,..., és j = 1 vagy j = 2
vagy j = 3 szamra. Az el6bb definidlt X, k = 1,2, ..., valdsziniiségi valtozdk sorozata

tekinthet6 gy is mint egy specidlis (homogén) Markov ldnc. Vezessiik be a p(x,y) =
P(Xl = y|X0 = ,’13) és pk(x7y) = P(Xk = y‘XO = JI), T € H> y € H7 k = 0717'*'7
fiiggvényeket. Specidlisan, legyen po(z,y) = 0, ha = # y, és po(x,z) = 1 az k = 0
esetben. Ezek a fiiggvények a tekintett Markov lanc egy 1épéses illetve k 1épéses atmenet
valészintiség fliggvényei. Az alabb definidlt fogalmak szintén tekinthetéek gy, mint a
Markov lancok elméletében hasznalt definiciok bevezetései a most tekintett specialis
esetben.



Tekintsiik a H racson értelmezett (valds értékil) fiiggvények H terét, jelolje I az
identitas operatort a ‘H téren valamint definidljuk a P
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és A = P — I operatorokat a H téren. Nevezziink egy a H ricson értelmezett fliggvényt
harmonikusnak, ha Af(z) = 0 minden = € H-ra, és excesszivnek, ha f(x) > Pf(x),
azaz Af(z) <0 és f(x) > 0 minden z € H racspontra.

A fent definidlt operdtoroknak, valamint a harmonikus és excessziv fiiggvényeknek
fontos szerepiik van a massziv halmazok vizsgdlataban. Ezek a fogalmak a parcialis
differencialegyenletek elméletében fontos szerepet jatszo Laplace operator valamint a
harmonikus és excessziv fiiggvények természetes analogonjai. Valéban, az elébb be-
vezetett A operator a k-dimenziés Euklideszi térben definidlt %A operator diszkreti-
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zéltjanak tekinthetd, ahol A = 92 A parcidlis differencidlegyenletek elméleté-
j=1 9%

ben egy f fiiggvényt harmonikusnak neveznek, ha Af(x) = 0, és excesszivnek, ha

Af(z) <0és f(z) > 0 minden z argumentumra. A massziv halmazok vizsgélatdban
bizonyitandé és fontos szerepet jatszé eredmények a parcidlis differencidlegyenletek
elméletében bizonyitott alapveté eredmények diszkrét megfelelGi. Erdemes ezt a kap-
csolatot részletesebben targyalni.

A k-dimenziés Euklideszi térben harmonikus és korlatos fiiggvények konstansok.
S6t ennek az allitasnak egy élesebb formaja is igaz. Ha egy harmonikus fliggvény alulrél
korlatos, akkor konstans. Legyen adva egy h(x) fiiggvény a k-dimenzids térben, és te-
kintsiik a %A f(x) = —h parcidlis differencidlegyenletet. E feladat megolddsaban kulcs-
szerepet jatszanak az alabbi go(z,y) fliggvények.

go(z,y) =log|x —y|, ha a tér dimenzidja k = 2
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go(z,y) = m, ha a tér dimenzidja k > 3, 2)
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ahol |u| = [ > u? egy u vektor hosszét jeloli. Vegyiik észre, hogy a (2) formuldban
j=1
definidlt go(x,y) fiiggvény majdnem harmonikus a kovetkez6 értelemben. Rogzitve az y
koordinatét teljestil a Ago(x,y) = 0 azonossdg az x = y pontot kivéve minden pontban.
(Az z = y pontban viszont a go(z,y) fliggvénynek szakaddsa van. Alkalmas fogalom-

rendszer kiépitésével azt lehet allitani, hogy a Agg fliggvény értéke ebben a pontban az
ugynevezett 0(x) Dirac féle delta fiiggvény konstansszorosa.)

Ha adott egy h(z) fiiggvény, akkor a %Au(m) = —h(x) figgvény megolddsa

u(w) = Golh(a) = Ci [ gulie ~ hly) dy (3
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alak, ahol a Cy > 0 konstans csak a tér k dimenzidjatol fliigg. Tovabba egy tetszoleges
f(+) excessziv fiiggvény el6allithaté

f(z) = Go(h(x) + const. = Cj, /go(.r —y)h(y) dy + const. (4)

alakban, ahol h(z) = —3Af(z) > 0. A (4) képletben ugyanis a $Au(z) = —h(z)
egyenlet (egyik) megoldasat irtam fel. Valéjaban a fenti eredményeket kissé pongyolan
fogalmaztam meg. Egy pontos megfogalmazasban tisztazni kellett volna, hogy mi-
lyen fiiggvénytérben kerestiik a megoldast. Sot, érdemes lett volna a Laplace operator
definicidjat is részletesebben targyalni. Hasznos lett volna azt olyan fiiggvényekre is
kiterjeszteni, melyek nem feltétlentil differencidlhatéak. Ilyen vizsgalatok vezettek bi-
zonyos altalanositott fliggvények, az tugynevezett disztribuciék bevezetéséhez. Meg-
jegyzem, hogy a Laplace egyenlet megolddsa nem egyértelmii. Amennyiben egy u(-)
fiiggvény megolddsa a 1 Au(z) = —f(z) egyenletnek, akkor az u(z) + const. fiiggvény
tetsz6leges konstanssal szintén megoldasa ennek az egyenletnek. Az egyértelmiiséget
gyakran egy 1j feltétel bevezetésével biztositjak. Nevezetesen megkovetelik, hogy a
megoldas a végtelenben tartson nullahoz.

Tekintsiik a fenti eredmények megfelel6it a probléma diszkrét valtozatara, amikor
a k-dimenziés Euklideszi tér helyett a harom dimenzids racson értelmezett fiiggvényeket
tekintjik, és a Laplace operatort annak diszkrét megfelel6jével az A = P — I operatorral
helyettesitjiik. Ekkor is igaz, hogy tetszoleges korlatos vagy altalanosabban alulrél kor-
latos harmonikus fiiggvény konstans. Az Au(x) = —f(z), x € H, egyenletnek felirhaté
a (3) formuldhoz hasonl6 megolddsa, de ebben a (2) formuldban bevezetett go(x,y)
fiiggvények szerepét az alabbi g(x,y) fiiggvények veszik &t:

g(xay) :an(l',y), x,yEH, (2/)
k=0

ahol p,, (z,y) = P(X,, = y|Xo = =), a Markov lanc n 1épéses valészintliségi dtmenet fligg-
vénye. Jegyezziik meg, hogy rogzitett y-ra a g(z,y) fliggveny teljesiti az Ag(z,y) = 0
egyenletet minden = € H \ {y} pontban. A (2") formuldban szerepl$ 6sszeg konvergens.
Ez azzal a ténnyel fiigg Ossze, hogy a harom dimenziés bolyongds nem visszatérs. A
g(z,y) fliggvények segitségével az Au(z) = —h(x) egyenlet megoldasa

u(z) = Gh(z) = ) _ g(z,y)h(y) (3')

yeH

alakban irhaté fel. Egy f(x) excessziv fiiggvény

f(z) = Gh(z) + const. = Z g(x,y)h(y) + const.
yeH

alakban irhaté fel, ahol h(z) = —Af(x) > 0.
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A (2) formuldban definidlt g(z,y) egy tovabbi fontos tulajdonsidga az, hogy rog-
zitett y € H szamra g(x,y) ~ const. E— ha x — oo, azaz | l‘im |z — ylg(z,y) =
r—Yy T|—00
const. > 0. Ez azt jelenti, hogy a (2) formuldban definidlt go(x,y) a k = 3 hirom
dimenzids esetben hasonléan viselkedik a végtelenben a g(z,y) fiiggvényhez. Ennek a
hasonlosdgnak mélyebb oka van, amit érdemes megérteni.

A Laplace operator vizsgalatdban érdemes azt tekinteni, hogyan hat a Laplace
operator egy fiiggvény Fourier transzforméltjéra. Advaegy f(x) fiiggvény a k-dimenzids
Euklideszi térben, tekintsiik annak Fourier transzforméltjat, az f(t) = [ €'t f(x) dx

k
fliggvényt, ahol (t,x) = > tjz; at = (t1,...,t;) és * = (x1,...,2)) vektor skaldr-

=1
—~ k -
szorzatat jeloli. Be lehet ldtni, hogy ekkor Af(t) = — (Z t?) f(t). Ennek alapjan
j=1
a Au(z) = h(z) egyenlet a Fourier transzforméltak terében |¢|2a(t) = —h(t), |t|* =

k
(Z t2 |, alakban irhato fel. A (2) és (3) formula tulajdonképpen ennek az egyenletnek
j=1

a megolddsabdl kaphaté meg az inverz Fourier transzformalt segitségével (a Parseval for-
mula felhasznéldsdval). A (2) formulaban definialt go(x, y) fliggvény ennek az érvelésnek
a segitségével tigy jelenik meg mint a |t| =2 fiiggvény Fourier transzformaltjanak az el-
toltja.

Valgjaban a fenti érvelés kissé pongyola volt. Kissé szabadon bantam a Fourier
transzformalt fogalmaval, nem vettem figyelembe, hogy klasszikus értelemben vett Fou-
rier transzformaltja csak az integralhaté fliggvényeknek van. (Némi plusz munkaval a
négyzetesen integralhaté fiiggvények Fourier transzformaéltjai is definidlhatéak.) Viszont
kidolgozva a disztribuciok elméletét a fenti érvelés precizen elmondhaté. Ha a Laplace
operator diszkrét valtozatat tekintjik a H téren értelmezett fliggvények terében, akkor
a fenti érvelés analogonja elmondhato, és az emlitett technikai nehézségek nem lépnek
fel. Ebben az esetben a Fourier transzformaltakkal valé szamoléds fliggvnyek Fourier
soranak vizsgalatat jelenti.

Tekintsiik a (2") formuldban definiélt g(z, y) fiiggvényt a H x H récson. Ez g(z,y) =
g(z — y) alakban irhaté. Definidljuk a

G(t1, to, t3) = Z ei(k1t1+k2t2+k3t3)g(k1,k27 k3)
(k1,k2,k3)EH

Fourier sort, és fejezziik ki azt zart alakban. Ennek érdekében definialjuk elGszor a
p(u) =p(z,x 4+ u) és pp(u) = pp(z,z+u),n=1,2,..., u € H, fiiggvényeket és a

ﬁ(tl, to, t3) _ Z ei(k1t1+k2t2+k3t3)p<k1, ko, k3)
Pnlt1,to,ts) = Z eilbrtrithatothsts) 5 (ko ko k)

Fourier sorokat, és irjuk azokat jobban hasznalhaté formaban. Mivel p(ty,ts,t3) egy
X1, Pn(ti,to,t3) egy X1 + -+ + X, véletlen Osszeg karakterisztikus fliggvénye, ahol

4



Xi,..., X, figgetlen, egyforma eloszldsu valdszintiségi valtozdk, P(X; = +e;) = 3,
7 =1,2,3, ezért

3
1 it - ~ n
p(t1, b2, ts) = 62 (e" +e ™), Pulty,ta,ts) = p(t1,ta, t3)", (5)
7j=1
ahonnan
1
t , T ,t t ,t 7t _ . 5
=S = o

Egy fiiggvény Fourier soranak Fourier egyiitthatéit megadé formula alapjan

1 .
g(gj, y) — g(q; — y) — (27{)3 /[ )g—l((ml—yl)tl+(w2—yz)t2+(w3—ys)t3)§(t1, t2’ tg) dtl dt2 dtg

1 efi((mlfyl)tl+(w2*y2)t2+(w3*y3)t3)
_ / dty dty dts
[—m,m)?

- (27‘(’)3 1 - ﬁ(tl,tg,tg)

A fentiek alapjdn a g(x,y) = g(z — y) felirhaté mint a (5) és (5a) képletek se-

gitségével definidlhatd g(tq,ta,ts) = fiiggvény (inverz) Fourier transz-

]- - ﬁ(t17 t27 t3)
formaltja. Ennek viselkedésére vagyunk kivancsiak a végtelenben. Viszont ismeretes

a Fourier transzformaltak elméletébdl, hogy egy fiiggvény Fourier transzformaltjanak
a viselkedését a végtelenben a fiiggvény szingularitdsai hatdrozzak meg. A §(t1,to,ts)
fiiggvény egyetlen szingularitasa az origéban van. Mint azt Taylor-sor fejtés mutatja,
g(t) ~ [t|72., ha t — 0. Ennek a ténynek a segitségével be lehet 1atni, hogy g(z,y) =
gz —y) ~ |y — z|~!. Erdemesnek tartom megjegyezni, hogy a g(z,y) és go(z,y)
fiiggvények hasonlé viselkedésének hatterében az a tény all, hogy e fliggvények Fourier
transzformaltjai hasonléan viselkednek az origéban, ahol szingularitasuk van.

A Laplace operatornak fontos szerepe van a fizikaban az elektromossagtanban is.
A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért tekintsiik csak a k = 3 dimenzids teret. Ha
elhelyeziink elektromos toltéseket a térben, akkor azok létrhoznak egy erdteret. Ha a
toltéselhelyezés siirtisége h(x), azaz egy B tartoményba es6 toltés [, h(u)du, akkor
egy x pontbeli potencidl u(z) értéke a +Au(z) = —h(z) vagy az ezzel ekvivalens
u(z) = Goh(z) egyenlet megolddsa. Ez azt jelenti, hogy az x pontbdl az y pontba
valé elmozduldshoz a toltések altal létrehozott erétérben u(y) — u(x) munka szitkséges.
Azt a normalast alkalmazzuk, mely szerint a potencidl értéke a végtelenben nulla. Az
eletromossagtan fontos kérdése az, hogy amennyiben toltések keriilnek egy vezetore,
amelyik a tér bizonyos B tartomanyat tolti ki, akkor hogyan fognak ezek a toltések
eloszlani az egyensilyi allapotban, és milyen eréteret hoznak létre. Ennek a kérdésnek
a vizsgalata vezetett az elektromossagtanban a kapacitas fogalmanak bevezetéséhez.

Mint a fizika sok problémajaban a fenti kérdésre adott valasz megfogalmazhato
egy maximumelv segitségével. Be lehet latni a kovetkezd tényt. Ha gy akarunk el-
helyezni bizonyos mennyiségli toltést egy B tartomanyban, hogy az igy megvalositott
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erotérben a potencial értéke minden pontban legyen kisebb mint 1, akkor 1étezik egy
olyan toltéseloszlas, mely szerint a potencidl minden pontban maximalis ezen mellékfel-
tétel mellett. A B tartomanyban ily médon elhelyezhet6 toltést hivjak a B tartomany
kapacitasanak. Ha bizonyos mennyiségii toltést elhelyeziink egy B alaku tartomanyt
kitolto vezetore, akkor az egyensily allapot, amelyik megvaldsul megegyezik ennek a
tomegeloszlas konstansszorosaval. Ismeretes tovabba az is, hogy a toltések az egyensulyi
allapot eloszlasa olyan, hogy a toltések a tartomany szélére keriilnek, és a térersség a
tartomany belsejében nulla. Ez egyben azt is jelenti, hogy a potencial értéke a tar-
tomany belsejében konstans, és a potencidl a tartomany belsejében a legnagyobb. En-
nek az egyensiilyi allapotnak van egy masik széls6érték tulajdonsiga is. Be lehet latni,
hogy ha 1gy akarunk elhelyezni toltéseket elhelyezni egy B alaki vezetoben, hogy a po-
tencial semmelyik pontban sem legyen nagyobb mint 1, akkor nem tudunk tobb toltést
elhelyezni, mint a B halmaz kapacitasa. Ez azt jelenti, hogy ha a potencidlnak az
egész térben felvett értékeit tekintjiik, és ennek maximumat akarjuk minimalizalni ugy,
hogy el6irt mennyiségii toltést helyeziink el egy B tartoményon és az altaluk létrehozott
erGteret vizsgaljuk, akkor az egyensilyi dllapot adja meg az optimalis elhelyezést.

Az el6z6 bekezdésben megfogalmazott tényekre nem lesz kozvetlentl sziikségiink.
Az inkdbb csak arra szolgdl, hogy megértsiik, milyen eredményeket varhatunk, ha az
elozo fogalmak diszkrét megfelel6jét tekintjiik, amikor a Laplace operatort a harom
dimenziés racson definidlt A = P — [ operdtorral helyettesitjiik. Az elobb megfo-
galmazott, az elektromossagtanben megjelené eredményeknek természetes megfelel6i
érvényben maradnak az emlitett diszkrét modellben, s6t a bizonyitdsok konnyebben
érthetoek. FEzenkiviil a kapacitas fogalmanak érdekes valdszinliségszamitasi tartalma
van, és az segit annak a kérdésnek a vizsgalatdban, hogy melyek a hdrom dimenziés tér
racsanak massziv részhalmazai.

Adva a harom-dimenzids tér egész koordinataju H racsanak egy B C H részhal-
maza vezessik be a

mp(x) = P(az x pontbdl kiindulé bolyongés eléri a B halmazt), =€ H  (6)

fliggvényt. A (6) formuldban definidlt wp(+) fliggvény excessziv. Ha a B halmaz massziv.
akkor mp(x) = 1 minden x € H pontban, ha pedig a B halmaz nem massziv, akkor
az excessziv fiiggvények altalanos tulajdonsigainak felhasznalasaval belathatd, hogy
mp(x) = Gep(z) alakban irhato, ahol

vp(x) = —Anp(x) = mp(x) — Prg(x) >0 minden z € H pontban, (7)

és a P operatort az (1) a G operatort pedig a (3’) formulaban definidltuk.

Tekintsiik egy B tartomanyban elhelyezett toltések egyensulyi allapotat. A fent
definidlt 7 (x) szoros kapcsolatban van az ezen egyensilyi dllapot altal meghatérozott
er6tér potencidljaval, pp(x) pedig az egyenstlyi allapot eloszldsdval. Leirjuk az ezen
tényt leiré eredményeket. Ezek részletes bizonyitasa megtaldlhaté a Dynkin—Yushkevich
konyvben, és az fontos szerepet jatszik a massziv halmazok leirasaban.

Jelolje Kp azon a H réacson értelmezett o(z), x € H, fliggvények osztalyét, melyek-
re, p(x) > 0 minden x € H és ¢(x) = 0 minden x € H\ B pontban, toviabba, Gp(x) < 1,
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x € H. Legyen B egy nem massziv halmaz. Ekkor a (7) formuldban definiadlt ¢ p(-)
fiiggvény teljesiti a pp € Kp tulajdonsagot. Ezen allitas bizonyitasanek legnehezebb
része a Gop(r) = mp(x) < 1 azonossig igazoldsa. A ¢p(z) fliggvény teljesiti tovabba
a Go(r) < Gpp(x) egyenlbtlenséget minden ¢ € Kp fiiggvényre és = € H pontra. Ez
azt jelenti, hogy a pp(x) fiiggvény teljesit egy olyan tulajdonsidgot, mely természetes
megfelel6je az elektromossagtanban a B halmazon kialakulé egyensilyi allapotnak.

Az elobb emlitett eredmények alapjan érdemes bevezetni a kovetkezd fogalmakat:
Adva egy nem massziv B halmaz tekintsiik a (7) formuldban definidlt ¢ g(x) fiiggvényt.
Nevezziik ezt a pp(z), x € H halmazt egyensdlyi dllapotnak és legyen

cB) =Y ¢n)

r€EB

a B halmaz kapacitasa. Teljesiil a kapacitasnak a folytonos esetben emlitett tulaj-
donsagainak a kovetkezé megfelel6je is:

Z o(r) < Z vp(x) minden ¢ € Kp fiiggvényre.
zeB reEB

A (6) formuldban definidlt m7p(z) = Gypp(z) figgvény felel meg a folytonos esetben az
egyensulyi allapot altal definialt erétér potencial fiiggvényének. Ennek a fiiggvénynek
szemléletes valdszinliségi tartalma van. és ez teszi lehetévé a massziv és nem massziv
halmazok jellemzését. Jegyezziik meg, hogy a H minden véges halmaza nem massziv. A
Dynkin—Yushkevich kényv alapjan ismertetni fogom a kovetkez6 Wiener—tételnek hivott
eredményt.

Wiener tétele a massziv halmazok jellemzésérol. Legyen B a hdrom dimenzids
tér H rdacsanak egy részhalmaza, és definidljuk a B halmaz

Bp={z:zeB, 2" <|z] <2*} k=1,2,..., (8)
részhalmazait. A B halmaz akkor és csak akkor mem massziv, ha

— C(By)
2k

< 00, (9)
k=1

ahol C(By) a By halmaz kapacitdsa.

Ebben az ismertetésben csak roviden ismertetem a bizonyitas néhany gondolatat.
A bizonyitds alapgondolata az, hogy jé fels6 és alsé becslést kell adnunk annak 7p, (0)
valészintiségére, hogy egy az origobdl kiindulé bolyongds meglatogatja a Bj halmazt.
A Dbecslés soran felhaszndljuk, hogy 7p, (0) = Gyp,(0), és a G operdtort definidld
osszeg g(x,y) magfiiggvénye teljesiti a g(0,y) ~ const.|y| ™! reldciét. Ennek a gon-
dolatnak a kifejtése és néhdny egyszerli észrevétel adja azt, hogy amennyiben a (9)
formuldban szerepld Osszeg konvergens, akkor a B halmaz nem massziv. A tétel masik
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felének bizonyitasa kissé bonyolultabb érvelést igényel. Ennek az dllitdsnak a bizonyitasa
soran egy kovetkezo jellegii becslést bizonyitanak. Tudjuk, hogy az origébdl kiin-
dulé bolyongas egy valdszintiséggel akarmilyen messze ellatogat. Tekintsiink egy y; <
21 < 2F <« g, szdmokat. Legyen 7 az els6 (véletlen) idépont, amikor a bolyon-
gas y1 tavolsdgra tavolodik az origétdl, o az elsé (véletlen) id6pont, amikor a bo-
lyongas ys tavolsagra jut az origotol. Be lehet latni, hogy az y; és yo szdmok alkal-
mas rogzitése esetén annak valdszinlisége, hogy a bolyongés a [r1, 72] idSintervallumban
meglatogatja a By halmazt ugyanolyan nagysiagrendi mint annak valdszintisége, hogy a
bolyongés meglatogatja valamikor a By halmazt. S6t, az is igaz, hogy annak feltételes
valésziniisége, hogy a bolyongés a [y, 72] id6intervallumban meglatogatja a By, halmazt
feltéve a 7 idépontot és a bolyongas X (71) értékét a 7 idépontban nagyobb mint
egy univerzalis konstans szorozva annak valdszintiségével, hogy a bolyongéas valamikor
meglatogatja a By halmazt. Ez igaz a feltétel barmely lehetséges értéke esetén.

Megprobalhatjuk a fent kimondott tétel segitségével vizsgdlni, hogy a harom di-
menzios racs egy konkrét B részhalmaza massziv-e. Ennek eldontése bizonyos esetekben
nem egyszer(, mert egy konkrét B halmaz esetében nem konnyti kiszdmolni a (8) for-
muldban definidlt By halmaz C(Bj) kapacitasat. Viszont annak eldontése érdekében,
hogy a (9) formuldban szerepld Gsszeg konvergens-e vagy divergens, elegend6 jo felsé és
als6 becslést adni a C'(By) kapacitasra. Egy egyszeril, de sokszor hasznos fels6é becslés
a C(By) < |By| azonossag, ami kozvetlenill adédik a ¢p, () < 1 egyenlStlenségbdl.
Alsé becslést kaphatunk az aldbbi egyenl6tlenség segitségével: C(B) > > ¢(x) min-

rzeB
den () € Kp figgvényre. Annak bizonyitdsahoz, hogy () € Kp egy konkrét
() fiiggvény esetén meg kell mutatni azt, hogy Gy(x) < 1 minden x € H pont-
ban. Ennek a tulajdonsdgnak az ellendrzéséhez érdemes alkalmazni a (3') formuldt és a
g(z,y) ~ |r —y|~t, ha |z — y| — oo reldciét. Ezen észrevételek segitségével bizonyitjdk
be a Dynkin—Yushkevich kényvben az aldbbi eredményt, melyet szintén targyalni fogok.

Tétel. Tekintsik a H rdcs eqy B = {(b;,0,0), k = 1,2,...} alakd halmazdt, ahol

1 <by <by <---, pozitiv egész szamok szigorian monoton sorozata. Ha Y, — < oo,
k=1 Yk
x 1
akkor a B halmaz nem massziv. Ha b= 00, €s bx+1 — b < clogby, minden
k=1 Ok
k=1,2,... szamra alkalmas ¢ > 0 szammal, akkor a B halmaz massziv.

Meg fogom targyalni ennek az eredménynek a hatterét is.

A fent megfogalmazott eredményekkel és az eredmények hatterében megjelend
elmélettel fogok foglalkozni. Végiil még egy megjegyzést teszek arrél, hogy miért van
a kozonséges bolyongés vizsgalata szoros kapcsolatban a Laplace operatorral és a har-
monikus fliggvények elméletével. Tekintsiik az origébdl kiintulé X1, Xo, ..., bolyongast,
és definidljuk minden n = 1,2, ... szdmra ennek a bolyongésnak a kovetkezo természetes
atskdldzasa segitségégével definidlhaté W, (t), t > 0 sztochasztikus folyamatot:

k 1
W, (2)=—=Xi, k=01,2,...,
(n) N



k+1
és legyen a W, (-) fiiggvény linedris a |—, + } intervallumban. Be lehet latni, hogy
non
n — oo esetben ezek a sztochasztikus folyamatok konvergalnak a harom-dimenzids
Wiener folyamathoz. A koézonséges bolyongés esetében definidlt A = P — I operatornak
a természetes megfeleléje a Wiener folyamat esetében a Wiener folyamat infinitezimalis

’ , 1 ,
operatora, és ez az EA operator.

A bolyongasra megfogalmazott problémaékat és a problémak megolddsdaban szerepet
jatszo modszereket természetes médon meg lehet fogalmazni Wiener folyamatok eseté-
ben is. E moddositott probléméaban az A = P — I operator helyett a Wiener folyamat
%A infinitezimalis operatorat kell tekintentink. Ezért a vizsgalatban a Laplace operator
viselkedését kell megértentink. Az eredeti, a bolyongas viselkedését targyald probléma-
ban megjelené eredmények hasonléak mint a Wiener folyamat viselkedését leird ered-
mények. E hasonlésag oka az, hogy az A = P — [ operator, ami a Wiener folyamat
infinitezimalis operarotanak természetes diszkrét kozelitéseként is tekinthetd, hasonléan
viselkedik az %A operatorhoz.



