A december 4-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Ezen a gyakorlaton is elsdsorban azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet megérteni annak
a jegyzetnek néhany eredményét, mely a vizsgan kérdezett anyagot tartalmazza.

Néhany tovabbt megjeqyzés a centrdlis hatdreloszlastételhez.

A 8. fejezet két legfontosabb eredménye a 8.1 és 8.2 tétel. Ezek jobb megértése
érdekében teszek néhany megjegyzést. Emlékezzﬁnk hogy F, eloszlésok akkor és csak
akkor konvergélnak egy F' eloszldshoz, ha [ g(u)F, — [ g(u)F(du) minden folyto-
nos és korlétos g(*) fiiggvényre A 8.1 tétel ilyen alhtast fogalmaz meg (J egyezzilk meg,
hogy (Eg(Sy) = [ g(u ), ha F), jeloli S, eloszldsat). De ebben az eredményben a

g(+) fuggvenyrol tobbet koveteltunk meg, azt hogy legyen haromszor folytonosan diffe-
rencialhato. A 8.2 tétel arrdl szdl, hogy bizonyos standard, de technikailag meglehetosen
nehéz és farasztd simitasi eljarassal hogyan lehet az altaldnos folytonos fiiggvények esetét
erre a specialis esetre redukalni. Erre nem térek ki. Akinek nincs ideje, energidja
azt attanulmanyozni, és a vizsgan ezt kérdezik toéle, hivatkozzon arra, hogy én azt
mondtam, hogy ez folosleges. Ha tudjuk azt az eredményt, hogy eloszlasfiiggvények
karakterisztikus fiiggvényeinek konvergenciajabdl egy eloszlasfliiggvény karakterisztikus
fliggvényéhez kovetkezik maguknak az eloszlasfiiggvényeknek a konvergencidja is, akkor
alkalmazva a 8.1 tételt a g(r) = g;(r) = €'®, —0c0 < t < 00, fiiggvényekre megkapjuk a
centrélis hatareloszlastétel Lindeberg féle alakjat.

A 8.1 tétel bizonyitasa sem egyszeri. Megprébédlok némi fogddzét adni hozza.
Felhasznéljuk azt a gyakorlaton is targyalt eredményt, hogy fiiggetlen normalis eloszlasi
val6szintiségi valtozok Osszege is normdlis eloszldsi. Tekintjiik a bizonyitdsban definidlt
Enie illetve 7, (37. oldal alja) valdszintiségi valtozdkat, illetve a beldliik definialt

n n
S, = > émk és T, = > T, Osszegeket. Azt kell beldtni, hogy Eg(gn) — Eg(’fn)
k=1 k=1
kicsi. FEzt ugy latjuk be, hogy egymasutdn egyenként a fnk valészintiségi valtozdkat
kicseréljiik az 7, 1 valtozokkal és becsiiljiik a csere el6tti és utdni valdsziniiségi valtozok
g(-) fiiggvényének a varhaté értékét. Ez torténik tulajdonképpen az U, ; valésziniiségi
valtozok illetve a A,,; szdmok bevezetésével. A 8.1 Tétel bizonyitdsanak a lényege az,
hogy j6 becslést adunk a A, ; mennyiségekre. Ez hasonléan a gyakorlaton targyalt
hasonlé, (egyszertibb) feladatokhoz Taylor sorfejtéssel torténhet. Kissé taldn rejtve,
de ez torténik az R(x,y) fliggvények bevezetésénél. Tovabba hasonldéan a gyakorlaton
targyalt bizonyitashoz mas tagszamu sorfejtést érdemes alkalmazni, ha \énl] < € és

|§~n7l| > ¢, illetve ugyanez mondhaté a 7,,; fiiggvényekre.
A tobb-dimenzids normalis eloszldsrol.

Az els6 kérdés, ami e fogalom kapcsan felmeriil az, hogy miért fontos ez a fogalom.
A természetes valasz az, hogy a centrélis hatareloszlastétel, illetve annak tobb-dimenzids
valtozata indokolja e fogalom bevezetését. A centralis hatareloszlastétel azt mondja,



hogy fiiggetlen valdsziniiségi valtozok normalizalt Gsszegeinek a hatéareloszlasa nagyon
altalanos feltételek mellett mindig ugyanaz a normélis eloszlas. Felmeriil az a kérdés,
hogy érvényes-e ennek az eredménynek egy olyan alkalmas megfelel6je, amelyik vektor
értéki fuggetlen valészinliségi valtozok normalizalt osszegeirdl szol.

Erre a kérdésre pozitiv valaszt lehet adni, és ez fontos szerepet jatszik néhany
olyan fontos kérdés vizsgalatdban mint a chi-négyzet proba. Az eredmény illetve a
tobb-dimenziés normalis eloszlasfliiggvény fogalmanak a megértéséhez sziikséges elGszor
megérteni a varhaté érték illetve a szérasnégyzet fogalmanak tobb-dimenziés megfelelo-
jét. A nehezebb és targyalando feladat a szérasnégyzet tobb-dimenzidés megfelel6jének,
a kovarianciamatrixnak a definicigja.

A kovarianciamatrix definiciéja. Legyen £ = (&1,...,&k) eqy k-dimenzids véletlen
vektor, melynek minden koordindtajara teljesil az Ef? <00, 1< 5 <k, feltétel. Ekkor
a & k-dimenzids valosziniségi valtozo D kovarianciamdtriza az a k X k madtriz, melynek
Jj-ik sordban és l-ik oszlopdaban a Cov (§;,&) = E&;§ — EEES, 1 < 4,1 <k, szdm dll.

A kovarianciamatrix hasonléan viselkedik mint annak egy dimenziés megfelelGje,
a szoérasnégyzet. fgy példaul fliggetlen vektorok Osszegének a kovarianciaméatrixa meg-
egyezik az Osszeadandok kovarianciamatrixanak az osszegével, ha egy vektort megszor-
zunk egy c szammal, akkor annak kovarianciamatrixa a c? szdmmal szorzédik meg.
Ezenkiviil fontos a kovetkez6 eredmény.

Tétel a kovarianciamatrix jellemzésérol. Egy k-dimenzios véletlen vektor kovari-
anciamdtriza k X k méreti szimmetrikus pozitiv szemidefinit mdtriz. Eqy szimmetrikus
D = (d;1), 1 < j,l <k k xk méretdi mdtrizot pozitiv szemidefinitnek nevezink, ha

ko k
minden x = (x1,...,xx) k-dimezids vektorra xDx* = ) Y xjxid;; > 0. Megforditva,
j=11=1
minden D k X k méreti; pozitiv definit mdtrizhoz és ;n k—dimenzios vektorhoz létezik
olyan k—dimenzios normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek a vdrhato értéke m, ko-
varianciamdtriza pedig D. So6t az is igaz, hogy egy tobb-dimenzios normadlis eloszldsi
véletlen vektor eloszldsdt egyértelmiien meghatdarozza annak varhato értéke és kovarian-
ctamdtriza.

Annak érdekében, hogy ezt az eredményt megértsiik fel kell idézniink a tobb-
dimenzidés normalis eloszlasi valdszinliségi valtozé fogalmat.

A tobb-dimenzidés normalis eloszlast valészintiiségi valtozo definicidja. Ha &1,
., &k fuggetlen, standard normdlis eloszldsu valosziniségi vdltozok, akkor a segitsé-
glikkel definialt £ = (&1, ..., &) véletlen vektort k-dimenzids standard normdlis eloszldsi
valosziniségi vdltozonak nevezzik. Ha & k-dimenzids standard normdlis eloszldsi valo-
szintségi valtozo, A tetszéleges k x k méreti mdtriz m k-dimenzids véletlen vektor, akkor
n = E&A+m k-dimenzios normalis eloszldsu vektor. Akkor neveziink egy véletlen vektort
k-dimenzios normadalis eloszldasu véletlen vektornak, ha annak eloszldsa megegyezik eqy
elobb definidalt n = EA + m alaki k-dimenzids normalis eloszldasu vektor eloszldsdval.

Be lehet 1atni, hogy igaz a kovetkezd eredmény.
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Tétel. Az elobb definidlt n = EA + m alaki k-dimenzios normadalis eloszlasu vek-
tor vdarhato értéke m kovarianciamdtriza pedig a D = AA* mdtriz. Karakterisztikus

figguénye a

o(t) = p(tr, ..., tg) = Eeitn) — petltimt-+tene) — i(t,m)—tDt" /2

fliggvény, ahol t = (t1,...,tr), (-,-) skaldrszorzatot * pedig transzpondltat jelél. Ez
utobbi formula azért hasznos, mert egqy (tobb-dimenzids) eloszldst meghatdroz annak
karakterisztikus fligguénye.

Az, hogy tetszOleges valdsziniiségi vektor kovarianciamétrixa pozitiv (szemi)definit

viszonylag egyszeriien lathat6. Tekintsiink ugyanis egy (£1,...,&k) véletlen vektort,

és jelolje ¥ ennek kovarianciamatrixat. Vegylink tetszéleges a = (aq,...,a ) valds
k

szamokbodl allé vektort, és definidljuk az n = n(a) = > «a;&; valdszintiségi valtozét.
j=1

Tudjuk, hogy Varn > 0. Be lehet latni, hogy Varn = aXa*. Ezért aXa™ > 0 minden
a vektorra, és ez jelenti azt, hogy ¥ pozitiv szemidefinit.

Annak bizonyitasa, hogy tetszoleges D pozitiv szermidefinit matrix megjelenik mint
alkalmas normalis eloszlast valdszintiségi vektor kovarianciamatrixa mar nehezebb. Ez
kovetkezik egyrészt az elébb kimondott tételbdl, tovabba a kovetkezé linearis algebrai
eredménybdl.

Tétel. Egy szimmetrikus D pozitiv szemidefinit mdtrizbdl lehet "négyzetgyokot vonni”,
azaz a D = AA* egyenletnek van megolddsa. Ez a megoldds nem egyértelmi. Valoban,
ha U unitér mdtriz, azaz UU* = U*U = I, akkor az A = AU mdtrizra is igaz, hogy
AA* =D, ha D = AA*.

Ezek az eredmények azt is jelentik, hogy bar egy el6irt eloszlasi normalis eloszlési
véletlen vektor n = £ A + m reprezentaciéjaban az A métrix megadasa nem egyértelmii,
mégis a D kovarianciamatrix és m varhaté érték meghatarozza a véletlen vektor eloszla-
sat, mert meghatarozza annak karakterisztikus fliggvényét. Annak, hogy egy normaélis
eloszlasu véletlen vektor eloszlasat meghatarozza annak varhato értéke és kovarian-
clamétrixa az aldbbi fontos kovetkezménye is van. (Lasd a 10.5 kovetkezményt a je-
gyzetben.)

Tétel. Legyen & = (&1,...,&) normadlis eloszldsu véletlen vektor, melynek elsé 1 és
utolsoé k—1 koordindtdja korreldlatlan valamely 1 <1 < k szdmra, azaz B§,&, = E&,FE,,
ha1l<p<l<q<k. Ekkor a (&,...,&) illetve ({41,...,&) vektorok figgetlenek.

Ez utébbi eredmény kiolvashaté abbdl a ténybol, hogy az adott feltétel mellett
a & véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye faktorizalédik. Jegyezziik meg, hogy
fiiggetlen valdszintiségi valtozok mindig korreldlatlanok, de az allitas megforditasa nem
igaz. Léteznek olyan valdszinliségi valtozok, melyek korrelalatlanok, de nem fliggetlenek.
Ez a tény ramutat a normalis eloszlasi valdszintiségi vektorok egyik kiilonleges tu-
lajdonsagara; arra, hogy ebben a specialis esetben a koordinatak korreldlatlansagabol
kovetkezik azok fliggetlensége is.



Végiil a teljesség kedvéért fogalmazzuk meg a tobb-dimenzids centralis hatarelosz-
lastételt fliggetlen egyforma eloszlasu véletlen vektorok Osszegére.

Tobb dimenziés centralis hatareloszlastétel. Legyenek £0) — (5@,..., ,g”),

1 =1,2,..., figgetlen egyforma eloszlasu k-dimenzios véletlen vektorok
M= (B, B

noo Sn —nM
vdrhatd értékkel és ¥ kovarianciamdtriz-szal. Legyen S, = > & (). Ekkor az ”T

7=1 n
véletlen vektorok eloszlasban konvergdlnak egy nulla vdrhato értéki és ¥ kovariancia-
mdatrizi nomdlis eloszldsu véletlen vektorhoz.

Megjegyzések a fiiggetlenség és Kolmogorov 0—1 torvénye fejezethez.

El6szor értsék meg o-algebraknak a 2.1 definicioban megadott fiiggetlenségét. Itt
szerepel események illetve valdszintiségi valtozdk fliggetlensége is. En ez utébbiakat
tételnek nevezném. Nevezetesen arrdl van sz, hogy a kordbban tanult o-algebrék fo-
galma nélkiil definialt fiiggetlenség definiciéja megegyezik az itt megadottal. E fejezet
megértéséhez elengedhetetlen a farok o-algebra 2.2 definiciéja. A legérdekesebb eset, és
gyakorlatilag az 0sszes tekintett példa olyan, amelyikben bizonyos valészintiiségi valtozok
altal generalt o-algebrat tekintiink. Ekkor a farok o-algebra szemléletes tartalma az,
hogy ez azon eseményekbdl all, melyek be vagy be nem kovetkeztét meg tudjuk allapitani
akkor is, ha ezen valdszinliségi valtozék koziil néhanynak az értékét nem ismerjiik.
Példaul az az esemény, hogy valdszinliségi valtozok atlaga kisebb mint egy rogzitett
x szam nem fiigg véges sok az atlagban résztvevd valdszinliségi valtozd értékétol. A
fejezet 16 eredménye a 2.6 Tétel, a Kolmogorov féle 0-1 torvény. Ez azt mondja ki,
hogy fliggetlen o-algebréak, specidlisan fiiggetlen valészintiségi valtozok altal generalt o-
algebrak farok o-algebraja olyan eseményekbol all, melyeknek valdszintisége nulla vagy
egy. A bizonyitas eszméje a kovetkezo: Tekintiink egy rogzitett A eseményt a farok
o-algebrdban, és keresiink olyan (halmaz) algebrédkat illetve o-algebrdkat, melyeknek
elemei fliggetlenek ettél az A halmaztol. Belatjuk bizonyos analizis segitségével, hogy
a farok o-algebra eseményei ilyenek. Az &llitas bizonyitasaban kulcsszerepet jatszik
mértékek kiterjeszteésének egyértelmiisége algebrardl az altala generalt o-algebrara. Ez
azt jelenti specidlisan, hogy az A halmaz énmagatdl is fiiggetlen, azaz P(A) = P(A)?,
és innen kovetkezik a kivant allitas. Feltétleniil javaslom, hogy nézzék at a fejezetben
szerepl6 példakat is. A fejezetben szereplé Borel-Cantelli lemma megegyezik a bevezetd
valoszinliségszamitasban szereplé hasonld nevii eredménnyel.

Konvergenciafogalmak a valosziniségszamitisban. A nagy szamok erds és gyenge tor-
vénye.

El6szor idézziik fel e fogalmak definiciéit. Megjegyzem, hogy az egy valdsziniiségii
konvergenciat majdnem mindeniitt valé a sztochasztikus konvergenciat pedig mértékben
val6 konvergencidnak is hivjak.



Az egy valodsziniiségii konvergencia definiciéja: Valosziniségi vdltozok £,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy valosziniséggel eqy & wvaldsziniségi vdltozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdszintiségi vdltozék ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdén
vannak definidlva, mdsrészt)

P <w: lim &,(w) = S(w)> =1

n—oo

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdszinidségi vdltozok &,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvaldszinidségi vdltozohoz, ha (egyrészt
ezek a valdszindségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szamra

lim P (|¢,(w) — &w)| > ) = 0.

n—oo

Az eloszlasban valé konvergencia definicigja: Valdsziniségi valtozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszlasban egy F(u) eloszldsfiigguényhez vagy az ezen
eloszlasfigguény dltal meghatdrozott eloszlishoz, ha lim P(§, < uw) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszldsfiiggvény fiiggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
En,m=1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata eloszlasban konvergal eqy & valosziniiségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszldisban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiggvény-

hez.)

FEloszlasfigguények F,(u) sorozata akkor és csak akkor konvergdl eqy F(u) elosz-
lasfigguényhez, ha valdsziniségi vdltozok olyan £,, n = 1,2,..., sorozata, melyekre &,
eloszldsa F,(u) eloszlasban konvergdlnak az F(u) eloszldsfiigguvényhez. Mds szavakkal ez
azt jelenti, hogy nh_)r%o F,(u) = F(u) az F(-) figgvény minden folytonossdgi pontjdaban.

Igaz a kovetkezo kapcsolat: Egy valdszintiségi konvergencia = Sztochasztikus konver-
gencia = Eloszldsban valé konvergencia.

Megmutatjuk hogy, ha &,(w) — &(w) egy valdszinliséggel, akkor definidlva az
A, = A,(e) = {w: sup [€g(w) — &(w)| < 5} halmazokat kapjuk, hogy az egymasba

>n
skatulyazott A, halmazokra, (azaz A;(w) C Ay C --+), P U An) = 1. Ezért
n=1
lim P(A,) = 1. Mivel {|{,(w) —&(w)| < e} D A, P(Jén(w) —&(w)| <€) — 1, azaz

—

P(|¢n(w)—&(w)| > €) — 0, han — oo. Ez azt jelenti, hogy az egy valdsziniiségii konver-
genciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia. A jegyzet tartalmazza a kovetkezo
eredményt is (Lemma 5.7 (i):

Valoszintiségi valtozok &,, n = 1,2,..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal
egy valoszintiséggel egy & valésziniiségi valtozdhoz, ha az n,, = sup |, — £ valdszintiségi
k>n



valtozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden & > 0 szamra

P(lim sup & — &| >€> =0.
n—00 k>n

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszintliségi
valtozokat konstrudlni, melyekre a &,,, n = 1,2, ..., sorozat sztochasztikusan tart &-hez,
de a &, sorozat nem konvergdl egy valdszintiséggel a & valdszintiséggel a & valdszintiségi
valtozohoz.

Tekintsiik a kovetkez6 (2, A, P) valdszintliségi mez6t: Q a [0,1] intervallum, A a
Borel mérhet$ halmazok o-algebrédja a [0.1] intervallumon, a P valésziniiségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

@) 1 haze[(n—2"27% (n+1-2")27"]

gn x) =
1 haze[(n—2"27% (n+1-2")27"]
akkor ha 2F <n < 2F1  k=1,2

és £(xr) = 0 minden 0 < z < 1 szdmra. Ekkor P(|£, — &| > ¢) = 27% minden ¢ > 0

szamra, ha 2% <n < 21 Tehat a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergél
a & val6szintiségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 0 minden 0 < z < 1 szdmra,
n—oo

ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valdoszinliséggel a & valdszintliségi valtozéhoz.

Azt mondjuk, hogy &1, &, ..., fliggetlen egyforma eloszldsi valészintiségi valtozok

teljesitik a nagy szdmok gyenge torvényét, ha ezek S, = & + - + &, Osszegeire — —
n

o S
E¢, sztochasztikusan, teljesitik a nagy szdmok erdés torvényét, ha — — E&; egy
n

valészintiséggel, han — oo. Valéjaban, olyan becsléseket bizonyitanak, melyek fiiggetlen
(esetleg csak korreldlatlan), de nem feltétleniil egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozdk
normalizalt 0sszegérol szdélnak.

Az 5.1 illetve 5.2 Tétel tartalmazza a nagy szamok gyenge torvényének a bi-
zonyitasat. A bizonyitas lényege a Csebisev egyenlGtlenség.

Az itt szerepl6 eredményekben fontos szerepet jatszik az, hogy milyen momen-
tum feltételek teljesiilnek az egyes valészintliségi valtozokra. Az, hogy egy valdszintiségi
valtozonak léteznek a magas momentumai azt jelenti, hogy viszonylag kis valdszinii-
séggel vesz fel nagyon nagy értékeket, ezért nem kell attél tartani, hogy néhany tag
extrém viselkedése rontja el a nagy szdmok erés torvényének az érvényességét. fgy az
5.5 Tételben négy momentum létezése van feltéve. A nagy szamok torvényének az igazan
éles és nehezebben bizonyithato alakja a nagy szamok Kolmogorov féle erds torvénye,
5.11 tétel. Eszerint az eredmény szerint a nagy szdmok erds torvényének sziikséges
és elégséges feltétele az, hogy a valdszintiségi valtozok abszolut értékének legyen véges
varhaté értéke. A bizonyitdsban szereplo elégségesség bizonyitasanak alaplépése a Kol-
mogorov egyenlotlenség. Ez az egyenlotlenség ugyanazt a becslést adja arra, hogy
fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok részletosszegeinek maximuma nagy-
obb mint egy z szdm, mint amit a Csebisev egyenl6tlenség ad arra, hogy a maximumban
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résztvevo Osszegek koziil az utolsé nagyobb mint ez az x szam. Egy masik fontos tech-
nikai 1épés a bizonyitdsban a (nem valdsziniiségszamitas tartalmi) Kronecker Lemma
((5.9) Lemma). Ennek bizonyitdsdban az igynevezett Abel féle dtrendezés jatszik fontos
szerepet, melyet a jegyzetben “parcidlis szummaéazas”-nak neveznek.

Erdemes réviden elmagyarazni azt, hogy a nagy szamok er0s torvényének miért
sziikséges feltétele az, hogy az Osszeadandok abszolut értékének legyen véges varhatéd
értéke. Azaz tegyik fel, hogy &1,&s, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszinliségi

Sn :
valtozok, S, = & + --- + &,. Azt allitjuk, hogy amennyiben lim — — ¢ valamilyen

n—oo

konstanshoz (vagy valamilyen valésziniiségi véltozéhoz), akkor E|¢ 1| < 0.

Be lehet latni, hogy F|¢| < oo akkor és csak akkor, ha Z P(l¢] > n) < co. Jeldlje
=0

ugyanis F(-) a & valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ezzel a jeloléssel F|E] < oo
akkor és csak akkor, ha [ |u|dF(u) < co. Tovabbé ez az integral akkor és csak akkor

o0
véges, ha > nP(n < || <n+1) <oo. (Miért?) Ezt az Osszeget atrendezve

n=0
S nP(n < el <n+1) =3 n(P( > n) - Pl > n+1))
n=0 n=0

—ZP\51>n>[(n+ ZP|§\>n

Innen kovetkezik az allitas.

Belatjuk az el6z6 eredmény és a Borel-Cantelli lemma segitségével, hogy ha a
£1,&, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozdk sorozata olyan, hogy
o0

S
E|& | = oo, akkor az n(w) sorozat egy valészintiséggel divergens, ahol S, = > &. Ez
n =

azt jelenti, hogy ebben az esetben nem teljesiil a nagy szamok eros torvénye.
oo o0
Valéban, ha E|¢§;| = oo, akkor > P(|&,| >n) = > P(|{&1]| > n) = co. Tovabba az
=0 =0

n= n=
{w: &, (w)| > n} események fiiggetlenek, ezért a Borel-Cantelli lemma szerint majdnem
minden w €  esetén |£,(w)| > n végtelen sok n indexre.

Sn
Ha w € ) olyan pont, melyben az (w)7 n =1,2,..., sorozat konvergens, akkor
n
STL , . S’I’L S?"L .
ebben az w pontban sup ) < K(w), és lim ( 1(w) — (w)) =0. Vi-
1<n<oo n n—00 n—+1 n
Sn1(w)  Sp(w) €nt1(w) Sp(w)  Sn(w)
t — = 0, &, < 1
SOt T n n+1 +n(n—|—1)’es n(n+1) (@) <+
minden n = 1,2,... szamra, ha az Sn(w) sorozat konvergal. Ez viszont csak nulla

n

valészinliségli w € €2 halmazra érvényes. Megfogalmazom bizonyitas nélkil, hogy
érvényes ennek az allitasnak a megforditasa is, nevezetesen a kovetkezo tétel, amelyik
szerepel a jegyzetben.



Tétel. Legyen &1, &, ..., fliggetlen egyforma eloszldsi valdszintiséqgi valtozok sorozata,
S
G
n

mn
és definidaljuk az S, = > &k, n = 1,2,..., részletosszegeket. Az
k=1

sorozat akkor és csak akkor konvergdl pozitiv valdsziniiséggel, ha F|&1| < oo. Ha El&| <
00, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy szdmok erds torvényét, azaz

lim Lﬂ ()

n— oo n

= F&  majdnem minden w € Q-ra.

Az iterdlt logaritmus tétel.

Ez az eredmény felfoghaté tigy mint a nagy szamok erds torvényének az élesitése.
Ez pontosabban kifejezi azt, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészinliségi valtozdk
Osszegeinek a lim sup-ja mekkora. Ez akkor érvényes, ha a valdszintiségi valtozdknak
létezik masodik momentuma. Az iterat logaritmustétel a kovetkez6t mondja ki:

Iterdlt logaritmus tétel. Legyenek & (w),&2(w),. .., figgetlen, egyforma eloszldsi
valdszinidségi vdltozok valamilyen (2, A, P) valdszintiségi mezdén, melyekre E&1(w) = 0,
Var & (w) = 0% < co. Ekkor

lim sup SIC RSN A1 C) =1

n—oo  4/2no?loglogn ,

majdnem minden w € () elemi eseményre,

lim inf Q@+ +&(W) = —1, majdnem minden w € () elemi eseményre,

n—oo /2nc?loglogn

sot igaz a kovetkezo némileg élesebb dllitds is:

LAt e

V/2no?loglogn Y

sorozat torloddsi pontjainak halmaza a [—1,1] intervallum egy valdsziniséggel.

Nem nehéz belatni a Csebisev egyenlGtlenség vagy a centralis hatéreloszlastétel
segitségével, hogy tetszéleges a(n) — oo, ha n — oo esetén

) 1 6w
hmp( N

< 6) =1 minden € > 0 szamra,

n—oo

§i(w) +---+En(w)

azaz a valoszinliségi valtozok sztochaszikusan konvergalnak nulla-

vna(n)

hoz.

A jegyzetben az allitas csak normadlis valdsziniiségi valtozok Gsszegére van bizonyit-
va. Az bizonyos fokig standard, de meglehetésen faraszté 1épéseken alapul. Egyrészt a
normalis eloszldsfiiggvény végtelenben val6 viselkedését kell leirni, (Lemma (6.2) ezutan
részben a Borel-Cantelli lemmat alkalmzzuk illetve a

P <§1<w>+---+£n<w> >x>

v/ 2no?loglogn
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és

P sup §1(w) + -+ &k (w) -
1<k<n +/2no?loglogn

alaki eseményekre kell j6 becslést adni. Ez utébbi célbdl szerepel a bizonyitasban a
titkrozési elv (Lemma 6.3).



