A marius 6-i el6adashoz kapcsol6doé gyakorlat feladatai.
Feladatok:

1. Adjunk egyszerti, a binomidlis eloszlas valészintiségi tartalmat kihasznélé bizonyi-
tast arra, hogy a B(n, p) és B(m, p) binomialis eloszldsok konvolicidja a B(n+m, p)
binomidlis eloszlas.

Megoldas: Dobjunk fel egy pénzdarabot, mely p valdoszintiséggel esik a fej és 1 —p
valészintiséggel az iras oldalara n + m alkalommal egymastol fliggetleniil. Jelolje,
S az els6é n dobasban, T" az n + 1-t6l n + m-ig tarté dobasokban, U pedig az n+m
dobasban megjeleno fej-dobéasok szamat. Ekkor S és T fiiggetlenek, U = S + T,
tovabba S B(n,p), T B(m,p) és U B(n + m,p) eloszlasi valdszintiségi valtozo.
Innen és a konvolucié valdszintiségi tartalmabdl kovetkezik a feladat allitasa.

2. Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszldsu & valdsziniiségi valtozé varhaté értékét és szo-
rasnégyzetét az e fogalmakat definidlé 0sszegek kiszamitasanak a segitségével.
Megoldas:

B = Zk(’;)pk(l -t B =YK (Z)pm —p)
k=1

k=1

és Var& = E¢2 — (E€)?. Ezeket a kifejezéseket kell kiszdmolnunk. Vegyiik észre,

hogy k(Z) - n(Z:D kQ(Z> = k(Z) + k(K — 1)(7;) - n<2:1> +n(n -
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és Var & = np + (n? — n)p? — n?p? = np(1 — p).



Hazi feladat:

> p;j = 1 paraméterekkel. Ekkor E¢; = np;, Varé; = np;(1 —p;), 1 < j <r
j=1

és Cov (é]aék) = —NP;Pk, 1 < jvk < T, .] % k.

. Bizonyitsuk be valdszinliségi meggondolasok segitségével, hogy egy 1 és p paramé-
terti valamint egy ro és p paraméterii negativ binomidlis eloszlas konvaltciéja egy
r1 + 19 és p paraméteri negativ binomidlis eloszldsi valdszintiségeloszlas. Kovetke-
zésképpen, egy r és p paraméterii negativ binomidlis eloszlas el6all mint r darab p
paraméterii geometriai eloszlas konvoluciéja.

Legyen (1,...,&) polinomidlis eloszlasi véletlen vektor n és p;, 1 < j < r,

Megoldas: Dobjunk fel egy pénzdarabot, mely p valdszintiséggel esik a fej és 1 —p
valoszinliséggel az iras oldalra végtelen sokszor egymastél fiiggetleniil. Definidljuk
a &, j = 1,2,..., valészinliségi véaltozokat ugy, hogy §; = 1, ha a j-ik dobas
eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds. Legyen Z; az a valdszinliségi
valtozd, amelyik azt jeloli, hogy hanyadik dobédsban jelenik meg az r;-ik fejdobés,
és legyen n; = &z,45, 7 = 1,2,.... Azaz az 7, valésziniiségi valtozé azt jeloli,
hogy a ro-ik fejdobas utani j-ik dobas fej vagy iras. Ekkor egyrészt Z; negativ bi-
nomidlis eloszlésu valdszintiségi valtozo ry és p paraméterrel. Masrészt az 11,19, . ..
valészintliségi véaltozok fliggetlenek a Z; valdszintiségi valtozotol, és az 1y, 19, ... és
£1,&9,... véletlen sorozatok (véges dimenzids) eloszldsai megegyeznek. (Miért?
Tekintstiik az 71,79,... véletlen sorozat (véges dimenzids) feltételes eloszlasait a
Z1 = n feltétel mellett tetszéleges n egész szamra.)

Legyen Z5 az az index, mely azt jeloli, hogy hanyadik j indexre jelenik meg az
71,72, ... sorozatban az ro-ik l-es szam. Ekkor Z, fliggetlen Z;-t0l, Zs negativ
binomialis eloszlasu ro és p paraméterrel. Tovabba, Z; + Z> negativ binomidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozd ri + ry és p paraméterrel, mert ez jeloli, hogy
hanyadik dobésra jelent meg az r; + rs-ik fejdobas. Innen kovetkezik a negatuv
binomialis eloszlasok konvoluciéjara megfogalmazott allitas.

Ebbol az allitasbdl egyszerti indukcié segitségével be lehet latni, hogy egy r és p
paraméterii negativ binomidlis eloszlas el6all mint r darab p paraméterii geometriai
eloszlas konvolucidja.

. Szamitsuk ki egy n és p paraméterii negativ binomialis eloszasu valészintiségi val-
tozo varhaté értékét és szorasnégyzetét annak az ismeretnek a segitségével, hogy

egy p paraméterii geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozé varhato értéke — és
p

szorasnégyzete —
p

Megoldas: Tekintsiink n darab fiiggetlen geometriai eloszlasi valdszintiségi valtozot
p paraméterrel. Ezek Osszege negativ binomidlis eloszldsi valdszintiségi valtozé n
és p paraméterrel. Mivel a varhato érték és szérasnégyzet fliggetlen valdszintiségi
valtozok Osszegére Osszeadddik, innen kovetkeik, hogy a keresett varhatéd érték és
n(l—p)

n
szérasnégyzet — és szérasnégyzete .
gy » gy 7



5. Lassuk be, hogy amennyiben egy & valdszintliségi valtozd generatorfiiggvénye va-
lamely g(z) fiiggvény, akkor E€ = ¢'(1), Varé = ¢”(1) + ¢'(1) — ¢’(1)?, ahol az
altalanos esetben a ¢'(1) = lim1 g () és ¢"(1) = lim ¢"(x) képletek definidljak

xr—

r—1
ezeket a mennyiségeket. Szamoljuk ki egy r és p paraméterii negativ binomidlis

eloszlasu valészintiségi valtozd varhatd értékét és szérasnégyzetét, felhasznalva,

pT P
——p)x fliggvény.

hogy e valdsziniiségi valtozo generatorfiiggvénye a <1 a

Megoldds: A g(x) = > ppa® fiiggvény két egymdsutani derivdldsa és az x = 1
k=0
helyettesités adja, hogy ¢'(1) = >_ kpr = E¢, ¢"(1) = > k(k — 1)pr, = EE(E —
k=1 k=1

1). Mint azt az el6addson megtargyaltuk az analizis bizonyos eredményei lehet6vé
teszik a fent alkalmazott tagonkénti derivaldst. Ezért E¢ = ¢'(1), E&2 = ¢”(1) +

g'(1), és Varg = ¢"(1) + ¢'(1) — g'(1)*.
Az r és p paraméterii negativ binomidlis eloszlas generatorfiiggvénye

Innen

1-(1—-p 1—p)x)
r—1
2(1 —
+7rp ( b ) ( r) 3
1—(1-p (1-(1-pz)
2
2
Behelyettesitéssel B¢ = i, g"(1) = r —|2—7“ — —T, Varé = ¢g"(1) + ¢'(1) — ¢'(1)? =
b b

r(1-p)
P

6. Mutassunk példat olyan P = {px: k=1,2,...}, pr >0,k =0,1,2,..., > pr =1,
k=0

oo
valészinfiség eloszldra a nem negativ egész szamokon, melynek g(z) = > ppa®
k=0

generatorfiiggvénye semmilyen ¢ > 0 szdm esetén nem konvergens a —1 —ec < z <
1 + € intervallumon.

x 1
Megoldas: Legyen o > 1 tetsz6leges szam. Ekkor C(a) = > o < 00, 68 pi =
k=1
1
pr(a) = —, k=1,2,..., valészintiségeloszlas. Ennek generartor fliggvénye a
C(a)ne



) 1 o) I‘k
3 ezt = —— 3~ semmilyen £ > 0 szdmra nem konvergil a —1 —¢ < z <
k=1 Cla) 4= k° )
1 + € intervallumon, mert minden z > 1 szamra klim Z—a = 00.

— 00
Hazi feladat:
Legyen & geometriai eloszlasi valdszintiségi valtozd, azaz legyen P({ = k) = p(1 —
p)*~1 k = 1,2,.... Léssuk be, hogy ¢ teljesiti a kovetkezd (diszkrét) orokifju
tulajdonséagot.

PE=k+Ué>1)=p(l—p)f ' =PE=k).

. Szamoljuk ki annak valdszintiségét, hogy a lottéban pontosan harom talalatunk
lesz.

Megoldas: Ez a valészintiiség

oy e ()G

tések szdma mely harmas taldlatot eredményez (a ki nem huzott szdmokbdl kettot,

) az 0sszes olyan kitol-

90
a kihizott szdmokbdl harmat kell vélasztani), az Gsszes kitoltések szama ( 5 ), és

minden kitoltés egyforma valdszinti.

. Szamoljuk ki egy N, M és n paraméterli hipergeometrikus eloszlasu & valdszintiségi
valtozo varhato értékét és szérasnégyzetét, azaz egy olyan valdszintliségi valtozéd
varhaté értékét és szordsnégyzetét, melyre

ren-tlo) o,

¢

M nM M\ n—n
Mutassuk meg, hogy E§ =n N Var ¢ N ( N) N —1

Segitség: Tekintsiink egy urnamodellt, melyben & jeloli azt, hogy N piros és N — M
fehér golyobdl n visszatevés nélkiili hizasban hany piros goly6t hiuzunk. Legyen

§; = 1, ha a j-ik hizds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik huzds eredménye
n

fehér, 1 < j < n. Ekkor a £ = ) ; valdszinlségi valtozd varhatd értékét és
j=1

szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Hogyan kell ezt csinéalni? Emlékezziink arra,
hogy mint kordbban megmutattuk, ebben a modellben annak a valdsziniisége, hogy
valamely huzds(ok)ban piros goly6t hizunk nem fiigg attél, hogy hanyadik hizast
tekintettik.

Megoldas: Tekintsiink egy urnat, mely M piros és N — M fehér golyot tartal-
maz, és huzzunk ki n golyot visszatevés nélkiil. Legyen §; = 1, ha a j-ik huzds

4



piros, {; = 0, ha a j-ik htzds fehér. Ekkor a megoldandé feladat ekvivalens az

S = > &, véarhaté érékének és szérdsnégyzetének a kiszdmoldsdval. Viszont mér
i=1

M M (M’
korabbi eredményekbdl kovetkezik, hogy F{; = N Varé; = ~ <N) min-
MM-1 (M\> .
— - | = minden
N N -1 N

.....

den 1 < j < N indexre, tovdbbd, Cov (&;,&;) =

ES = N (Itt nincs sziikség az 6sszeadandok fiiggetlenségének a feltételezésére.)
Az Osszeg szérasnégyzetének kiszamitasara tanult dltaldnos képletbél, (amikor az

osszeadanddk nem feltétlentil fiiggetlenek) és a fenti formulakbdl kovetkezik, hogy

Var S = nVar & + n(n — 1)Cov (&1, &2)
(M M (MM -1 M\?
= ﬁ‘(ﬁ) +n{n—1) WN_l—(ﬂ

M
N
—MlMln_l—MlMN_n
_”W( _N)( _N—1>_"N( _F)N—r

M
9. Ha N — oo, Nlim N = p, 0 < p < 1, n rogzitett egész szam, akkor
— 00

() ()
lim i n-k/ _ <n)pk(1 —p)" % minden 0 < k < n szdmra.
N—oo N k -
()
Megoldas:
M\ (N —-M
() ()
N
()

B n! M(M -1
~ kl(n—k)! N(N-1)

(ot

Yoo o (M —k+1)(N=M)---(N—M—n+k+1)
(N —k+1) (N—k)-—(N—n+1)

k
tM(M—l)---(M—k;—i—l) w . (N=M)---(N-M-n+k+1)
et N(N—-1)---(N—k+1) e (N—Fk)---(N—n+1) -

(1—p)"~* ha N — oo.

Y



10.

Hazi feladat:

Legyenek &1,...,&L és 1, ..., valdsziniiségi valtozok ugyanazon a valdoszinliségi
mezon. Lassuk be, hogy

L M L M
22 e | =22 Covi(&im):
J=1

k=1 j=1k=1

Legyen (&q,...,&,) véletlen vektor polihipergeometrikus eloszlasi Ny,... N, és n
paraméterekkel. Szamitsuk ki az F{; varhaté értékeket, a Var¢; szérdsnégyzetet
minden 1 < j < r szamra és a Cov (;, &) kovarianciafiiggvényt, ha 1 < j, k <r,
J# k.

Segitség: A hipergeometrikus eloszlasrol szolé hasonlé feladat médszere természetes
moédon adaptalhatd ebben az esetben is.

Megoldds: Szamitsuk ki elészor a Cov (€, &) kovarianciafiiggvényt. Ennek érde-
kében tekintsiink egy urnat, benne Ny 1-es, Ny 2-es, ..., N, r-es szini golyét, és
T

hizzunk ki beléliik n-et visszatevés nélkiil. Legyen N = > N, és vezessiik be

a kovetkezd 5, 1 <1 <n,1 < s < r, valészinliségi véltozdkat: m,s = 1, ha az

l-ik huzasban s-es szind golyét hdzunk, és 7; s = 0, ha az [-ik huzas eredménye
n

més. Definidljuk a {; = ) n; s véletlen Osszegeket, 1 < s < r. Ekkor a Cov (;, &)
=1

kovarianciafiiggvényt kell kiszamolnunk az el6bb definialt valészintiségi valtozokkal.

Ezt a hipergeometrikus eloszlas esetén alkalmazott érvelés természetes adaptacio-

javal és az eloz6 hazi feladat eredményének felhasznaldsidval tehetjiik meg.

ElSszor ki kell szdmolnunk az Cov (1 ;, i i) kovarianciafiiggvényeket. Kiilon kell

valasztani az [ = I’ és | # |’ eseteket. Mind a két esetben haszndlhatjuk azt a

tényt, hogy hasonléan a két szinii golydt tartalmazé urnamodellhez annak, hogy

milyen valészintiséggel hiizok bizonyos eldirt szinli golydkat adott huzasban nem

fligg attol, hogy hanyadik huzast tekintettiik. Miért?

Az [ =1 esetben

Cov (mj,mr) =P =Lmr=1)—P(p; =1)P(mr=1)

N:N
=—Pmij=)P(mr=1)=— ]]VQk.

Ha [ # ', akkor

Cov (mj,mve)=Pmu;=1mr=1)—Pm,;=1)P(mrir=1
=P(mj=Lmr=1)—-Pm;=1)Pmi=1)
NN, NN,
~ N(N-1) N2




11.

12.

13.

Innen, illetve az el6z6 hazi feladatban megfogalmazott eredmény alapjan

Cov (éjv ék) =N

Nij Nij Nij (TL—N)Nij
1 _ —
Nz Tl )QWN—D N2 (N — 1)N?

Az E¢; és Var¢; mennyiségeket is ki lehet szamitani hasonléan, de erre nincs
sziikség. Ha csak azt vessziik figyelembe, hogy az [-ik huzasban j-es vagy mas
szinfi goly6t huztunk-e, azaz csak az n;,; valészinliségi valtozokkal dolgozunk, akkor
rovid meggondolds utan lathatjuk, hogy ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a
(két szinnel rendelkezd) hipergeometrikus eloszlast modellez6 urnamodell esetén

N
M = Nj és N — M = N — N; paraméterekkel. Ezért E¢; = nﬁj, Var§; =
N; N;,\ N—n
I 12 .
”N( N)N—l
Mutassuk meg, hogy a Poisson eloszlas generatorfliiggvényének alakjabol lathato,

hogy ha & és n két fiiggetlen, )\ illetve p paramétert Poisson eloszlésu valdszintiségi
valtozé, akkor & +n A + p paraméterit Poisson eloszlast valészintiségi valtozoé.

Megoldds: Jeldlje g (z) a A paraméterii Poisson eloszlds generédtorfiiggvényét. Lat-
tuk, hogy g(r) = @Y. Innen latszik, hogy gr:+.(r) = gr()gu(z). Innen
viszont, mint azt az eloadason megbeszéltiik kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szamu golyo6t, ahol
¢ Poisson eloszlasi valészinliségi valtozo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobasok eredményei egymastol és a & valdszinliségi valtozétdl fliggetlenek. Tegytlik
fel tovabba, hogy minden egyes dobasnal a goly6 az j-ik urndba p; > 0 valdszinii-

k
séggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6 golydk szamaét.

j=1
Ekkor az n;, j = 1,..., k valésziniiségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszlasu
Ap; paraméterrel, j =1,... k.

Megoldas:

(b 4+ ), l
T pll ...pkk

-

Allttle) }
—_— I ]' .« .. k
T Probee

k
Ao\ e Ap. )b
_ ' plll ___pzke*A(p1+“-+pk) — | | ( pJ) e~ \Pi
k! o
j_

-1 ;!

tetszoleges [1 > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen addédik az allitas.

Léssuk be az el6zo feladat segitségével a kovetkezo allitast:

Legyen adva ¢ Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé A paraméterrel. Dobjunk
le egymastol és a & valdszintiségi valtozotdl fiiggetleniil véletleniil egyenletesen &
darab pontot az egységintervallumra, azaz tegyiik fel, hogy minden pont b — a
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valésziniiséggel esik valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba. Ekkor a [0, 1] intervallum
tetszo6leges felbontasara [so, s1], [s1,s2], .-, [Sk—1, S| intervallumokra, 0 = so <
51 < --- < s =1, az egyes intervallumokba esé pontok szdma egymastol fliggetlen
Poisson eloszlasu valoszinliségi valtozd s; — s;_1, 1 < j < k, paraméterrel.

Megoldas: Tekintsiik a kovetkezo urnamodellt. Tekintiink £ szamu golyot, tehat
annyit, ahany ledobott pontot tekintettiink az el6z6 feladatban. Tegyilik az [-ik
golyét a j-ik urndba, ha a Il-ik pont az [s;_1,s;] intervallumba esett, 1 < j <
k. Akkor az eloz6 feladat eredménye alapjan az egyes urnakba eso golydk szama
egymastdl fiiggetetlen Poisson eloszldsi valészintiségi valtozé s; —s;j—1, 1 < j <k,
paraméterrel. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Hazi feladat:

Legyenek &;, j = 1,...,r, fliggetlen Poisson eloszldsi valdsziniiségi valtozok A;,
1 < j <r, paraméterekkel. Mutassuk meg, hogy

r r ks
n! A
P 51:]{717"'757“21{57‘ ijzn :k1|]{;r'H r ki’
J=1 g=t (Z )\s)

ha Y kj =n. Azaz a &,...,§&, vektor feltételes eloszlasa feltéve, hogy > k; =n
j=1 =1

ji
s
a polinomidlis eloszlds n és p; = — J__ 1< j <r, paraméterekkel.

2. As

s=1




