A marcius 27-i el6adashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai

Feladatok: Az els6 feladat megfogalmazasa el6tt felidézziik a tobb-dimenziés eloszlas
definicidjat.

Tobbdimenziés halmazokra koncentralt egyenletes eloszlas definicidja.
Legyen adva egy A C R (Borel mérhetd) halmaz a k-dimenziés téren, melynek Lebesque
mértéke teljesiti a A(A) > 0 feltételt. Az A-halmazon definialt egyenletes eloszlds az a P
AMANB)

A(4)
minden Borel mérheté halmazra a k-dimenzios téren. Mdsképp megfogalmazva, az
A halmazra koncentrdlt egyenletes eloszlds az az eloszlas, melynek siiriségfiigguénye

1
flug, ... ug) = M, ha (u1,...,ux) € A, és f(uy,...,ur) =0, ha (u1,...,ux) ¢ A.

valdszintiségi mérték az R* tér Borel mérhetd részhalmazain, melyre P(B) =

1. Adjuk meg a [0,1 x - -+ x [0, 1] k-dimenzids egységkockéan egyenletes eloszlds elosz-
lasfliggvényét.

b.) Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) csicspontok altal meghatdrozott K ha-
romszogon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek eloszlasfliiggvényét.
Megoldds: A [0,1x---x]0,1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlasu val6szi-
niiségi valtozé eloszldsa az F(z1,...,x) = G(x1) - - - G(xy, fliggvény, ahol G(z) = 0,
haz<0,G(z)=2,ha0<z<1,éG(x)=1, hax>1.

A tekintett haromszogoén definidlt egyenletes eloszlas H(z,y) eloszlasfiiggvénye,
H(z,y) =0, haz < 0vagy y < 0. H(x,y) =1, ha > 1 és y > 1. Definidlni
kell még a H(z,y) eloszlasfiiggvényt abban az esetben, ha 0 <z <1és0 <y < 1.
Ebben az esetben H (z,y) = 2A([0, 2] x [0, y]NK). innen H(x,y) =xy, ha0 <z <1
és0<y<l,ésax+y<1. HO0<z2z<1é0<y<l1 éx+y >1, akkor

1
H(w,y) = vy — 5(z +y— 1%

2. Legyenek Fi(-), ..., Fx() eloszlasfiggvények a szdmegyenesen, és definidljuk az

F(zy,...,xx) = Fi(x1) - Fx(xg) figgvényt. Ez az F(xq,...,z1) fliggvény k-
valtozoés eloszlasfiiggvény.
Részletesebben kifejtve a kovetkezot allitjuk. A hetedik és nyolcadik eléadasban
megadtuk a sziikséges és elégséges feltételét annak hogy egy egydimenzios illetve
tobbdimenziés fiiggvény eloszlasfiiggvény fliiggvény legyen. Azt allitjuk, hogy ha
az F;(-), 1 < j < k, fiiggvények teljesitik az (egydimenzids) eloszlasfliiggvény
jellemzését leiré tulajdonsdgokat, akkor az F(z1,...,xx) = Fi(x1) - - Fi(xy) flige-
vény teljesiti a tobbdimenziés eloszlasfliggvény eloszlasat leiré tulajdonsagokat.
Felidézziik azt a két eredményt, melyekre ebben a példaban hivatkoztunk.

Tétel. Legyen &(w) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezdn, és legyen
F(z) = P{w: £(w) < z}), —00 < & < 00, e valdsziniiségi valtozd eloszldsfigguénye. Az
F(x) eloszldsfiigguény teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd figgvény.

b) F(x) balrél folytonos figguény, azaz . l(i)n}ll OF(I —h) = F(x) minden —o0 < z <
—0, >

00 szdmra.



¢) lim F(z)=1.
d) lim F(z)=0.

Megforditva, ha eqy F(z) fligguény teljesiti az eléz6 lemmdban megfogalmazott a)—
d) tulajdonsdgokat, akkor az eloszldsfiggvény.

Tétel. Egy F(uq,...,ux) fligguény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye alkalmas
&1, ..., &k valdsziniségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniségi mezén, ha ez az
F fiiggvény teljesiti a kovetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uy,...,ur) minden vdltozéjanak balrdl folytonos figgvénye.
(i) ujhl)noo F(uq,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szdmra
(iii) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez gy értendd, hogy az dsszes us,
Uj——00

valamely 1<j<k szamrra

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)

Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1)
- X [ak, by) téglatestre a

M(K) = MF(K) = Z (_1)X(u17m7uk)F(u17 ) uk)
uj= a; vagy b;
j=1,...,k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szamdt az uy, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(i) pr(K) >0 minden K téglatestre.

Megoldds: Az F(x1,...,x,) = Fi(x1) -+ Fo(zg) teljesiti az (i( tulajdonsagot, mert
mindegyik F;(-) teljesiti a b) tulajonsdgot. Hasonldéan a (ii) tulajdonsig kovetkezik

k
a c), (ili) pedig a d) tulajdonsigbdl. Végiil u(K) = [] [F;(b;) — Fj(a;)], ha K =
j=1
[a1,b1) X -+ X [ag, br), ezért az a) tulajdonsagbdl kdvetkezik, hogy u(K) > 0, azaz
hogy igaz a (iv) tulajdonség.

3. Legyenek &1,...,&n,&nt1,-- -5 Entm fliggetlen valészintiségi valtozdk, g(x1, ..., z,)

n-valtozds (mérhetd) figgvény, n = g(&1,...,&,). Mutassuk meg a Fubini tétel
segitségével, hogy 1,&n41, - -+, Entm fliggetlen valdszintiségi valtozok.
Megoldas: Rogzitsiink valamilyen zg, x1,...,x,, szdmokat. Definidljuk ezek segit-
ségével a hj(u) =1, ha u < z;, hj(u) =0, ha u > z, 1 < j < m, fliggvényeket,
valamint legyen ho(ui,...,u,) = 1, ha g(uy,...,u,) < o, ho(u1,...,u,) = 0,
ha g(ui,...,up) > xo. Jelolje Fj(-) a &; valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét.
Ekkor a Fubini tétel alapjan

P < 20,6041 < Tptis - &ntm < Tngm)

= /ho('l,bl, ey un)hl(un+1) Ce hn+m(un+m)F( dul) . Fn—‘rm( dun+m)
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— /ho(ul, conyun)F(duy) .. Frgm (duy,)

/hl(unJrl)F(dul) i '/hn+m(un+m)Fn+m(dun+m)
= P(n < x0)P(§nt1 < Tpg1) - Pllntm < Tngm),

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

. Legyenek &i,...,&, figgetlen valoszinliségi valtozdk, és legyen a &;, 1 < j < n,
valdszintiségi véltozonak stiriiségfiiggvénye, és jeloljiik az f;(-)-vel. Ldssuk be a
Fubini tétel segitségével, hogy a (&1, ...,&,) véletlen vektornak is van stirtiségflige-
vénye, és az az f(uy,...,up) = f1(u1)--- fn(u,) fiiggvény.

Megoldas: Rogzitsiink valamilyen xq,x1,...,z, szdmokat, és definidljuk ezek se-
gitségével a hj(u) =1, ha u < zj, hj(u) =0, ha u > z 1 < j < n, fiiggvényeket.
Ekkor

P <my,- 6n <) = P& <21) -+ P(§ < )
_ / B () f1 (1) s - / o (0) o (0) s

:/.../hl(ul)fl(ul)~-hn(un)fn(un)du1... duy,
:/_x;.--/:fl(ul)--~fn(un)du1...dun

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

1
. Legyen & és n két fiiggetlen, a [—57 5} intervallumban egyenletes eloszldsi valdszi-
1
niliségi valtozd, azaz legyen & és n slirliségfiiggvénye f(x) = 1, ha —35 <z < 2’ és
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ 4 n siirliségfliggvényét.
Megoldds: A £+ valészintiségi valtozo stirliségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y) dy

1
fiiggvény, ahol f(x) a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlas strtiségfiiggvénye.

1 1 1 1 1
Ezértf(y)f(l‘—y):Lha—§Sygi,és—igm—ygg,azaz —§+$§y§

1
3 + x, és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a £+ Osszeg g(x) slirliségfiiggvénye

az r pontban megegyezik a {—%, %} N [—5 +z, < % + x} intervallum hosszaval.
Ha |z| > 1, akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) =. Ha0 <z <1,
akkor ez a metszet a [—% + z, %} intervallum, és ennek hossza 1 — xz, azaz ebben
az esetben g(r) = 1 — 2. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a —5 % +x
intervallum melynek hossza 1+ z = 1 — |z|, azaz g(x) = 1+ 2z = 1 — |z| ebben az
esetben. Ez azt jelenti, hogy g(x) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha = > 1.
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Megadunk egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast is, amelyik a kordbban
targyalt geometriai érvelésen alapul.

Szamitsuk ki eldszor a & + n valészintiségi valtozé G(x) eloszlésfliiggvényét. De-
finidljuk a K = [—%, %} X {—%, %} négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszéleges A C R? mérhetd részhalmazéara
igaz az, hogy P(({,n) € A) = M(AN K). Specidlisan, G(z) = P(§+n < z) =
ME N {(u,v): u+v < z}). Ha oz < —1, akkor G(x) = 0, ha -1 < z < 0,
akkor G(z) a (—%, —%), (—%, % + x) és (% + x, —%) pontok altal meghatdrozott
héromszog teriilete 1(1+2)2. Hasonléan, ha x > 1, akkor G(z) = 1. Ha0 <z < 1,
akkor a G(x) eloszldsfiiggvény megegyezik annak a poligonnak teriiletével, melyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbol kihagyjuk a (%, %), (%, —% + :13) és (—% + x, %)
pontok dltal meghatérozott hdromszoget. Ezért G(x) = 1—4(1—2)? ebben az eset-
ben. A G(x) fliggvényt derivalva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| < 1, g(z) = 1 + z,
ha -1 <x<0,ésg(x)=1—z,ha0 <z <1.

Tekintstink két a masodik eléadason targyalt feladatot, melyet annak idején ge-
ometriai meggondolasok alapjan oldottunk meg. Megmutatjuk, hogy ezek a feladatok
megoldhatoak a most targyalt konvolucié segitségével is.

6. Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymaéstol fiiggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félorat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldds: Jelolje &;, j = 1,2, azt a valészinliségi valtozot, mely azt adja meg, hogy
hany (0 és 1 kdzotti szammal kifejezhetd) 6raval 8 6ra utén jelent meg a j-ik ember
a helyszinen. Ekkor &; és &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi
valoszinliségi valtozok. Minket a —% < & —& < % események valdszinlisége
érdekel. Az F(u) = P(& — & < u) eloszlas stirliségfiiggvénye a g(u) = f1 * fa(u)
konvolicié, ahol fi(u) = 1, ha 0 < u < 1, fi(u) = 0, kiilonben, fa(u) = 1,

ha —1 < u < 0, fa(u) = 0 kiilénben. Ekkor a minket érdeklé mennyiség az
1/2

F(3)-F(-3)= / g(u) du integral. Tovabba,
~1/2

g(w)zfl*fz(x)zf_oo f1<u>f2<x—u>du:/_°° ) fo— ) du, o0 < < o0,

ahol f(u) =1,ha i <u<1l f(u)=0,hau>1.

Az 6t6dik feladat megoldasaban lattuk, hogy g(u) =1 —u, ha 0 < u < 1 g(u) =

1/2 3
1+wu, ha -1 <u<0. InnenF(%)—F(—%):/ (1—|u|)du:1.
—-1/2
7. Két botot véletlenszerlien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott 4j bot hosszanak az F'(u) eloszlasfiiggvénye?

Negoldds: Jelolje £, 7 = 1,2, azt a valdszinliségi valtozot, mely azt adja meg, hogy
a j-ik bot révidebb végének mi a hossza. Ekkor £;, és & fliggetlen valdszintiségi
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véltozok, melyek stirliségfiiggvénye az az f(-) fiiggvény, melyre f(z) =2,ha0 < x <
%, és f(x) = 0 egyébként. Minket a &; + & valdszintiségi valtozo eloszlasa érdekel.
Viszont &1 + & stirliségfiiggvénye g(x) = f * f(z), ahonnan g(z) =2 — |2 — 4|, ha
0 <z <1, g(x) =0 kiilonben. Ezt kiintegrdlva megkapjuk az eredményt, melyet
a a kovetkezd képletek adnak meg: F(u) = 0, ha u < 0, F(u) = 1 — 2u?, ha
0<u< %, F(u)=1-2(1 —u)? =4u —2u® — 1, ha % <wu<1. Hau>1, akkor
F(u) =1.
. Legyenek &; és & fiiggetlen exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = XAe™™® ha 2 > 0, és f(x) = 0, ha 2 > 0.
Szamitsuk ki &; 4 &5 slirtiségfliggvényét.
Altaldnosabban, legyenek &1, ...&,, fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszinliségi
valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk ki & + - - - + &, slirliségfiiggvényét.
Megoldds: Ki kell szdmolnunk az f x f(z) illetve f x--- % f(z) konvolucidkat a fenti

—_—

m—Sszer

f(x) strtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha x < 0, a konvoluciét meghatérozé
integralban szereplé f(y)f(z —y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x —y < 0. Innen
a konvoluciot definidl6 integral csak x > 0 esetén lehet nullatdl kiilonb6zo, mert az
x < 0 esetben f(y)f(z —y) = 0 minden y-ra. Az x > 0 esetén az f(y)f(x —y) >0
relacio csak 0 < y < x esetén teljesiil. Innen a & + & valdszintiségi valtozéd
stirliségfiiggvénye fo(x) = f x f(z) x < O-ra fo(z) =0, és

fola) = f » f(z) = / F) f (@ — ) dy = / Ae NN gy

0

= / A2 dy = )\2xe_’\m, ha z > 0.
0

Hasonldan, ha fp,(z) = f* - % f(z) jeloli & + - - - + &, stirliségfiiggvényét, akkor
—_—

fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn.(z) =

)\ml.mfl .

(m —1)!

azt, hogy fi—1* f(z) = fin(x) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

, ha z > 0. Ezen allitas bizonyitasahoz elég belatni teljes indukcidval

m—2

Jm—1* f(z) = / Jm—1 () f(x —y)dy = /0 a1 Y Ae MW AE=Y) gy

(m —2)!

T m—2 Am m—1
= )\me_’\x/ A dy = e_’\xxi, ha x > 0.

o (m—2)! (m—1)!
. Legyen f(-) és g(-) két fiiggvény, melyek k-szor illetve l-szer differencidlhaté, és
ezek a differenidlhdnyadosok szintén integralhaté fliggvények. Ekkor az f * g(-)
konvolucié k + [l-szer differencialhaté fiiggvény.

Megoldds: Integralva k-szor az f * g(z) = [ f(x — u)g(u) du kapjuk, hogy

k k k
Tt = [ ot - ugdu= [ S fgle - ) du.
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Integralva ezt az azonossigot [ alkalommal kapjuk, hogy

korl dk dl
Wf*g(x) :/W (U)@g(x—u) du.

EDbbdl a formulabdl kovetkezik a feladat allitasa. A bizonyitas azon alapult, hogy az
f*g konvoluciét kifejez6 integral differencidlasakor mindig csak az egyik valtozé sz-
erint kellett derivalni, és egyszerii helyettesitéssel elérhetd, hogy aszerint a valtozo
szerint derivaljunk, amelyik szerint akorunk. fgy Osszesen k + [ derivalast ha-
jthatunk végre, k-szor az egyik [-szer a masik valtozé szerint derivalva.

Jegyezziik meg, hogy az el6zo6 feladatokban tekintett konvoluciét csak akkor hasz-
nalhatjuk, ha olyan valészinliségi valtozok Osszegének a stirtiségfliiggvényét akarjuk ki-
szamolni, amelyek fliggetlenek. Ez az oka annak, hogy a kovetkezo feladat megoldasaban
nem hasznalhatjuk a konvoluciét, hanem mas médszert kell alkalmaznunk.

10. Legyen & exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozo A = 1 paraméterrel, azaz

Flx)=P<z)=1—e" hax >0, F(x) = P({ <z)=0, ha x <0. Szamitsuk
ki a & + £2 valdsziniiségi valtozé eloszlas és slirtiségfiiggvényét.
Megoldds: Jelolje G(x) a & + &2 valészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
a G(z) = P({w: £(w) + €2(w) < x}) eloszlasfiiggvényt kell kiszdmolni az F(z)
eloszlasfiiggvény ismeretében. Viszont, ha ismerjik egy & valdsziniiségi valtozd
eloszlasfiiggvényét, akkor az meghatarozza a P(w: {(w) € B) halmazok valdszi-
niiségét minden ,,szép”, azaz Borel mérhet6 B halmazra. Vegyiik észre, hogy
jelen feladatban is ilyen jellegli problémat kell megoldani. Az ebben a feladat-
ban megjelen6 B halmaz egyszerti szerkezetli, és ezért ez a feladat konnyebben
megoldhaté. Tekintsiikk az A(w,z) = {w: £(w) + £(w)? < z} halmazokat. Ezek
valésziniiségét kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik az B(x) = {y: y +
y? < x} hamazt. Vegyiik észre, hogy B(z) = {y: y1(z) < y < y2(x)}, ahol
—1—+1+4x |, -1+ v1+4z 5 .

= 5 = 5 az y° +y = x egyenlet kisebb

y1(z) és ya(x)
és nagyobb megoldésa, és A(w,z) = {w: y1(x) < {(w) < y2(z)}. Innen G(z) =
2(2)) — F(y1(x)). Ezért a £+ &2 valdszinfiségi

P ({w: y1(z) <&(w) <y2(x)}) = F(y2(2))
véaltozé eloszlasfliiggvénye a G(z) = P (y1(z) <& <wya(z)) = P({ <ya(z)) =1 —
B 1—-+v1+4z
o) = 1 —exp { LV
€ + &2 valdszinfiségi valtozé g(-) sfirtiségfiiggvénye ennek derivaltja, azaz g(z) = 0,
1 1—-v1+4x ha 2 > 0
———exp{ ——— p,haz > 0.
Vitdz P 2

}, ha x > 0, és G(x) = 0, ha z < 0 fiiggvény. A

ha x <0, és g(z) =

Hazi feladat:

Legyenek £ és n fiiggetlen valdszintiségi valtozdk. Legyen £ exponencialis eloszldsi
A = 1 paraméterrel, azaz legyen stirtliségfiiggvénye f(z) = e *, hax > 0, f(z) =
0, ha x < 0. Legyen 7 egyenletes eloszldsi a [0,1] intervallumban, azaz legyen
stirtiségfiiggvénye g(z) = 1, ha 0 < x < 1, g(x) = 0, ha z > 1 vagy = < 0.
Szamitsuk ki a & + n valdszintiségi valtozo stlirtiségfiiggvényét.



