A februar 6-i el6adashoz kapcsol6do gyakorlat feladatai.
Feladatok:

1. Két ember 8 és 9 éra kozott megjelenik egy téren egymastol fiiggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félérat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, melynek x koordinataja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordinatija pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett. Ekkor az
igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz annak valdsziniisé-
ge, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik megegyezik e
halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember taldlkozik azt az eseményt jelenti, hogy
az igy definidlt (z,y) pont az egységnégyzet

A:{(a;y): —%Sy—xﬁ%}ﬂ[@,l] x [0, 1]

1 3
részhalmazéaba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - 3= T és ez a keresett
valészintiség.
2. Két egy méter hosszi botot véletlenszertien, (egymdstdl fiiggetleniil) egyenletes

eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot Osszeragasztjuk. Mi annak a valdszi-
niisége, hogy az igy kapott 11j bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhato. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinatija pedig azt, hogy hol
tortiik el a méasodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valészintliségével, hogy az (z,y) pont a
kovetkezo Al, AQ, Ag és A4 halmazok Al U AQ U A3 U A4 uniéjéba esik: Al =
{(z,y): x+y <0.8}N[0,1] x [0,1], As = {(z,y): z+ (1 —y) < 0.8} N]0,1] x [0, 1],
As = {(z,y): 1 —24+y <08} N[0,1] x [0,1] és Ay = {(z,y): 1 —x+1—-y <
0.8} N [0,1] x [0,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az dbra mutatja, hogy az
A1 UA3UAsU Ay halmaz komplementere az a négyzet melynek csicsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehat
a minket érdekl6 valdszintiség 1 — 0.08 = 0.92.

Kés6bb tanulni fogunk olyan moédszereket, melyek lehetévé teszik e két feladat
megoldasat mas médon. Akkor majd vissza fogunk térni ezekhez a feladatokhoz.

3. Egy pénzdarabot, mely % valészintiséggel esik a fej és 2 valészintiséggel az irds

oldalara feldobunk (egymastdl fliggetleniil) 10-szer egymads utdn. Adjunk erre
valészintiségi modellt.

wl

Megoldds: Legyen w egy elemi esemény egy 10 hosszisagu fej-irds sorozat. Te-
kintsiik az Osszes ilyen sorozatbdl allé halmazt, ez legyen (2, a biztos esemény.
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Legyenek a A o-algebra elemei az 2 halmaz részhalmazai. (Az Osszes lehetséges

részhalmazt tekintjiik.) Definidlnunk kell még egy A € A halmaz (esemény) va-

16szinliségét P(A) is. Ezt a kovetkezd médon tesszik: P(A) = > P({w}), és
weA

P{w}) = (%)k . (%)10711 ha az w elemi esemény olyan sorozat, amelyik k fej és

10—k irasjelbdl all. (Ugyanis minden fej-dobés esetén % és minden iras-dobés esetén

2

£-dal, a fej, illetve frasdobds valdszintiségével kell megszorozni a valészintiséget. )

. Egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihuzunk 25 goly6t

a.) visszatevéssel,

b.) visszatevés nélkiil.

Adjunk erre valészinliségi modellt mind a két esetben.

Megoldds: Az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonlé konstrukeiot adhatunk. Legyenek
az w elemi események a 25 hosszisagu P, F' (piros, fehér) jelekbél allé sorozatok,
az €2 biztos esemény az Osszes ilyen sorozatbol allé halmaz, A az ) részhalmazaibdl

all6 halmaz, P(A) = > P({w}), minden A € A halmazra, és definidlnunk kell
w€eA

még a P({w}) valésziniiségeket. Eddig a pontig az a.) és b.) esetet kielégité
konstrukcié nem kiilonbozott. A kiilonbség az lesz, hogy a két esetben masképp
fogjuk definidlni a P({w}) valdsziniliségeket. Az a.) esetben, amikor visszatevéssel
hizzuk ki a golydkat, egy olyan w valdszinlisége, amelyik k& P és 25 — k F' jelet
tartalmaz (%)k (%)25_ , mert minden piros hiizasnak % és minden fehar hizasnak
% a valdésziniisége, (a huzés elétt az urnaban levs piros illetve fehér golydk szdma
osztva az urnaban levé golydk szamaval.) A b.) eseben, amikor visszatevés nélkiil
hizzuk a golydkat, egy olyan w valdszintisége, amelyik k& P és 25 — k F' jelet tar-
25-24---(25—k+1)-30-29---(30 — (25 — k) + 1)

talmaz 52 g 15 l 26 Ugyanis egy eldirt
huzdssorozat valoszintisége [] L,), ahol [(j) az a j — 1-ik hizds utdn az
j=1 50 — ] —+ 1

urnaban maradt piros golydk szama, ha a j-ik hiizas piros, és a 7 — 1-ik hlizas utan
az urndban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik huzas fehér. Gondoljuk meg,
hogy ez a kifejezés megegyezik a megadott formuldval, ha k fehér és 25 — k piros
htzas tortént.

Hazi feladat:

Egy szabalyos dobokockat feldobunk 10-szer egymas utan. Adjunk erre valészini-
ségi modellt.

. Reggel valaki hazulrél elmenve a lakaskulcsot elteszi, mégpedig ugy, hogy 0.5
valoszinliséggel teszi a kabdtzsebébe, 0.3 valdsziniiséggel a nadragzsebébe és 0.2
valészintiséggel a mellényzsebébe. A nap folyaméan mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabdatzsebébdl 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébdl viszont 0 valdszinii-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el0szor a kabat majd a nadragzsebében
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keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdsziniisége, hogy a
lakaskulcs ott van a mellényzsebében?

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabat
As, hogy a nadriag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt
az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és As események egymast kizaréak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabbd P(B|A;1) = 0.9, P(B|A3) = 0.8 és P(B|A3) = 1. Vezessiikk be a C =
(BN A) U (BN Ay) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy em-
berlink este nem tala’dta(a lakéikulcsot sem a kabat sem a nadragzsebében. Ezért

_ P(BNC
minket a_P(B|C’) = PO i I
P(A1NB)+ P(As N B) 4+ P(A3) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(A3) + P(As) =
0.1-0.540.2:0.3+0.2=0.31,és P(BNC)=P(BNA3)=P(A3) =0.2. Innen a

20

feltételes valdszintiség érdekel. Viszont P(C) =

inket érdeklo feltétel 16szintiség értéke —— = —.
minket érdekld feltételes valoszinliség értéke 031 — 31

. A Fazekas konyv egyik feladata (3.4 Példa a 32. oldalon) arrdl szél, hogy ha
egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni,
mi annak a feltételes valdszintlisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell
irni, feltéve, hogy a legjobb didk is dolgozatot ir. Heurisztikusan ugy érvelhetiink,
hogy ha a legjobb didk dolgozatot ir, akkor annak (feltételes) valdsziniisége, hogy
a legrosszabb didk is dolgozatot ir, azzal egyenld, hogy a maradék n — 1 didk

kozil 6t is kivalasztjak a maradék r — 1 dolgozatiré kozé, tehat Kissé
n p—
o . , r(r—1)
pontosabban, annak valoszinlisége, hogy mind a ketten dolgozatot irnak, ﬁ,
n(n —

annak, hogy a legjobb didk dolgozatot ir Z, ahonnan kovetkezik az allitds. Ha a
n

konyvben szereplé eredményt egyszeriibb alakra hozzuk, latjuk hogy az eredmény
helyes. Adjunk kozvetlen, a szemléletet koveto preciz bizonyitast arra, hogy a fenti
formuldk az adott valdszintiségekre helyesek.

Megoldds: Az urna visszatevés nélkiili hizas modelljének érvelését alkalmazhatjuk
ebben az esetben is. Tegyiik fel, hogy egymads utan kivalasztjuk a dolgozatot
irékat, Minden lépésben az eddig ki nem vélasztottak valamelyikét valasztjuk ki
egforma valdszintiséggel. Ha kijeliiljiik (az urnabdl valé huizéasnal szerepld érvelést
hasznélva) egy kiilon (egy elemii) csoportba a legjobb, egy kiilon (egy elemii) cso-
portba a legrosszabb didkot, egy kiilon csportba az Gsszes tobbit, akkor rogzitve
egy 1 < j,k <r,j# k szampart kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy a j-ik
valasztasnal valasztunk az elso, a k-ik valasztaskor a mésodik csoportbdl, mege-
gyezik annak a valdszintiségével, hogy az els6 valasztaskor valasztunk az elso és a

masodik valasztaskor a masodik csoportbdl. Ennek valdszintisége viszont

n(n—1)
Mivel a fenti események kiilénb6z6 (j, k) szampéarokra kizarjdk egymast, ezért an-

r(r—1
nak valészinlisége, hogy a legjobb és alegrosszabb didk is dolgozatot ir (71))

n(n —

Hasonléan, lathato, hogy annak a valdszintisége, hogy a legjobb didk dolgozatot ir
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T. 7’ ’”
az — szammal egyenlo.
n

Egy didk a feltett kérdésre (harom lehetdség koziil kell kivalasztani a megfelel6t)

1
p valdszintiséggel tudja a helyes vélaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez —
valoszinliséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valdszintisége annak, hogy
tudja a vélaszt feltéve, hogy helyes valaszt adott?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy tudja a helyes valaszt, B azt az eseményt,
hogy helyes valaszt ad. A P(A|B) feltételes valészintiség értékére vagyunk kivancsi-

ak. Ekkor P(A) = P(ANB) = p, P(B) = P(ANB)+P(ANB) = P(A)+ %P(A) -

1
p+ =(1 —p). Innen P(A|B) = ———.
3 p+3(1-p)
Hazi feladat:

A zsebiinkben van 30 kulcs, melyek koziil az egyik nyit egy zarat. Egymdés utan
kiprobaljuk véletlenszertien kiprobélva ezeket a kulcsokat. Mi a valdszinlisége an-
nak, hogy a 20. kisérletre sikeriil kinyitni a zarat? Mi annak a valészinlisége, hogy
a 20. kisérletben sikeriil kinyitni a zarat feltéve, hogy az els6 19 kisérletben ez nem
sikertilt?

Feldobunk egy dobdkockat, majd utana annyi dobdkockat, amennyi az els6 dobas
eredménye volt. Mi a valdszinlisége annak, hogy a masodik dobassorozatban lesz
hatos? Mi annak a feltételes valdszintisége, hogy az els6 dobés eredménye hatos,
ha a méasodik dobéssorozatban nem volt hatos?

Megoldas: Tekintsiink azokat az eseményeket, melyek leirjak a lehetséges dobas-
sorozatok eredményét, és adjuk meg ezek valdszinliségét. Annak valdszintisége,
hogy az els6é dobés eredménye ¢, majd ezt kovetoen egy i hosszisagu 1 és 6 kozotti

i+1
szamokat tartalmazo dobassorozatot kapunk (6) . Annak valészinlisége, hogy

5 7
az els6 dobas eredménye 7, és az utolsé ¢ dobas egyike sem hatos, 6 (6) . Annak

valészintlisége, hogy a masodik dobassorozatban van hatos

1 5 5\°
- 1-2 e 1— (2 .
Annak valészinlisége, hogy az elsé dobas hatos, utana pedig van hatos dobds

6
1 5
— <1 — (—) ) Ezért a keresett feltételes valdszintiség

6 6
6
1 (5)
6




9.) Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a masodik 0.02 a harmadik 0.03 valészi-

10.

niiséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik osszekeverik. Egy
gyartott csavar 0.5 valészinliséggel késziilt az els6 0.3 valdszinliséggel a masodik és
0.2 valészinliséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart, megnézziik,
és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valészinliséggel késziilt a csavar eme feltételek
mellett az els6 gépen?

Megoldads: JIolje A1, Ay illetve Ag azt az eseményt, hogy a csavar az elsd, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes valésziniiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;1) = 0.5, P(As) = 0.3,
P(As) = 0.2, tovabbs P(B|A;) = 0.01, P(B|Ay) = 0.02, és PB(B|As) = 0.03.
Ekkor

BnA) _ P(B|A;)P(Ay)

P(B) P(BNA;)+ P(BNAy)+ P(BnN As)
_ P(B|A1)P(A1)

~ P(B|A1)P(A1) 4+ P(B|A2)P(Asz) + P(B|As)P(As)
B 0.01-0.5
~0.01-0.54+0.02-0.3+0.03-0.2°

p(4,B) = 2L

Mi annak a valdsziniisége, hogy egy (szabalyos) dobdkocka mindkét dobasdnak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik hatos?

Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az elsé dobas eredménye hatos, As
azt az eseményt, hogy a mésodik dobds eredménye hatos. Akkor minket a P(A; N
Asz|A; U Ag) feltételes valdszintliség érdekel. Viszont

P(A; N Ag| Ay U Ay) = P((A1NAs) N (A1 UAz)) _ P(A1NA)

P(Al U Ag) P(Al U AQ) .
Masrészt P(A1 N As) = —, P(Ay UAg) =1 — P(A; N dy) =1— 22 = X 16
Trésyz = — = — = — — = —. 1nnen
1 2 36 11 2 1 2 36 36
a keresett feltételes valdszintiiség o
Hazi feladat:

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk haromszor egymaéas utan. Mi a feltételes
valészintisége annak, hogy mind a harom dobas fej, feltéve, hogy legaldabb két fej-
dobas tortént?



