A februar 20-i eléadashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai.
Feladatok:

1. Legyenek Al,Ag, ..., események egy (92, A, P) valdsziniiségi mezén. Lassuk be,

hogy U ﬂ Ay, jeloli azt az eseményt, hogy az A1, As,.. ., események kozil véges
n=1k=n
sok kivétellel mindegyik bekovetkezik.
Megoldds: Az, hogy az A, események majdnem mindegyike bekovetkezik, azt je-
lenti, hogy van olyan n szam, melyre igaz, hogy minden k > n indexre bekovetkezik
o

az Ay esemény, azaz a B, = (| Ar esemény is bekovetkezik. Az, hogy a B,
k=n
[o.@]
esemény bekovetkezik valamely n szamra azt jelenti, hogy bekovetkezik az | J B, =
n=1

[&.9] o0
U N Ak esemény.

n=1k=n
2. Ha egy szabdlyos pénzdarabot végtelen sokszor feldobunk egymés utan, akkor egy
valészintliséggel lesz legaldbb 50 fejdobas.

Eqgy lehetséges megoldds: Az is igaz egy valdszintiséggel, hogy a
By, = {azon j indexekre, melyekre 50k < j < 50(k + 1) minden dobés fej}

események kozil végtelen sok fog bekévetkezni. Ugyanis ezek a Bj események

fiiggetlenek, P(By) = 2759, tehét Z P(By) = co. Ezért a Borel-Cantelli lemma-

bol kovetkezik a kivant allitas, sot az IS hogy végtelen sok B esemény kovetkezik be
egy valdszintiséggel. Valéjaban a Borel-Cantelli lemmara nincs is sziikség. Annak

valoszinlisége, hogy egyik Bj esemény sem kovetkezik be lim (1 — 2_50)N = 0,
tehat egy valdszintiséggel valamelyik By esemény bekévetkezik?o

Hogyan lehet egyszertien latni a Borel-Cantelli lemma nélkiil, hogy végtelen sok By,
esemény bekovetkezik egy valoszintiséggel? Segitség: Elég belatni, hogy barmilyen
L szimra egy valoszintiséggel legaldbb L Bj, esemény bekovetkezik. Viszont az el6z6
érveléshez hasonléan, annak valdszintisége, hogy van egy legalabb 50L hosszu tiszta
fejdobas sorozat egy valdsziniiséggel. (Jegyezziik meg, hogy ebben az érvelésben
kihasznaltuk, hogy megszamlalhaté sok egy valdszintiségii halmaz metszete is egy
valoszinliségii.

3. Egy kaszinéban azt jatsszak, hogy egymds utan feldobnak egy szabdlyos pénz-
darabot, és akinek a kaszindéban valé tartozkoédasa alatt csupa fej-dobas tortént,
az nyer, akinek ott tartozkddésa alatt tortént irds dobds is az veszit. Végtelen
sok ember egymadst felvaltva betér a kaszindba, és ott megfigyel A,, pénzdobast.
Léssuk be, hogy amennyiben A,, = [logn], ahol log kettes alapi logaritmust jelol,
[x] pedig a legnagyobb z-nél kisebb egész szam, akkor egy valdszintliséggel végtelen
sok ember tavozik nyertesen. Ha A,, = [% log n}, akkor egy valdszintiséggel csak

véges sok ember tavozik nyertesen. Mi a helyzet, ha A,, = [logn + loglogn|, és ha

A, = [logn + % log logn]?



Megoldas: Az egyes emberek egymastol fiiggetleniil tavoznak nyertesen vagy vesz-
tesen a kaszinobdl, és annak valdszintlisége, hogy az n-ik ember nyertesen tavozik
2~4n A Borel-Cantelli lemma miatt egy valészintiséggel tavozik végtelen sok em-

(0. @]
ber nyertesen, ha Y. 2747 = oo, és egy valdszintiséggel csak véges sok ember
n=1

e 1

tavozik nyertesen, ha > 2747 < oo. Ha A, = [logn], akkor — < 274 <
n=1 n

2 X1

oo
=, > = = oo, ezért > 27 = oco. Hasonléan A, = [135logn]| esetében
n n=1"N n=1
]_ o)
Z 274" < o0 a Z om0 < reldcié miatt. Végiil > 274» = oo, ha
1n n=1
A, = [logn + loglogn], és Z 274n < o0, ha A, = [logn—i—%loglogn}, a
n=1
1 1 L
> nlogn és Z 2 (log 1) 1017100 < 00 relaciék miatt.
4. Legyenek &1, ...,& fuggetlen, diszkrét valdszintiségi valtozdk egy (2,4, P) valé-
szinliségi mezon, melyek valamilyen xq,xo,... értékeket vesznek fel. Legyenek

Ay CH{zr, 2, }, Ay C {20, }, oo A C {1, 29, ... } tetszbleges halmazok.
Ekkor

P(§& € A1,& € A, 6 € Ap) =P (&1 € A1) P (2 € A2)--- P (& € Ag) .

Tovabba mutassuk meg, hogy tetszéleges {ji1,...,7s} C {1,...,k} indexhalmazra
adj,...,§, valosziniiségi valtozok fliggetlenek.

Megoldas: A fliggetlenség miatt

P(& € A, &€ Ay, & € Ag)

= Z Z Z 51—$1,§2—$2,...,§k:$k)

T1€A; T2E€A2 TrrEAL

= > > Y Pa=m)P( =) P =)

1€AL T2E€A2 T EAL

Mdésrészt

P(€1EAl)P(SQEAQ)---P<§k€Ak)

= ) P(a=m) Y P(é=m)-- > P& =m).

1 €A T2EA2 TR EAL

Elvégezve a beszorzasokat kapjuk a feladat els6 allitasat.

A mésodik allitast megkapjuk az els6 specidlis eseteként A, = {z;,}, 1 <u <s
és Aj ={z1,22,...},ue{l,...,k} \ {j1,..., s} vélasztdssal.

A kovetkezo feladat megfogalmazasa elott felidézziik az alabbi definiciét.
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Halmaz indikatorfiiggvényének a definicidja. Legyen adva eqy A € A esemény
eqy (Q, A, P) valdsziniiségi mezén. Az A halmaz indikdtorfiiggvényén azt a x a(w)
valdszindiségi vdltozdt értjik, melyre x a(w) =1, ha w € A, és xa(w) =0, haw ¢ A.

5. Legyenek Aq, ..., A, események egy (92, A, P) valészinliségi mezén. Az Ay, ..., Ay
események akkor és csak akkor fliggetlenek, ha azok x4, (w),..., x4, (w) indikator-
fliggvényei fliggetlenek.

Megoldds: Ha a xa,(w),...,xa,(w) indikatorfiiggvények fiiggetlenek, akkor ezek
tetszoleges részhalmaza is fiiggetlen az eloz6 feladat eredménye szerint. Ezért min-
den {j1,...,Js} C{1,...,k} indexhalmazra

P(Aj,N---NA;)=P(xa, =1,...,xa,, =1)
:P(XAjl :1)"'P(XAJ'S :1):P(Aj1)"'P(Ajs)~

Ha az Aq,..., A, események fiiggetlenek, akkor egyes A, eseményeket azok kom-
plementerével helyettesitve ismét fiiggetlen eseményeket kapunk. Felirva az Gsszes
ilyen reldciét, megkapjuk azokat az azonossdgokat, melyek a x4, (w),..., x4, (w)
indikatorfiiggvények fliggetlenségét jelentik.

6. Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegyiik fel, hogy az egyes embereknek egymastél
fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében —— annak a valdszinii-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valdszinlisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altalénosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastél fliggetleniil k£ golyot
ugy, hogy mindegyik golyd egyforma valdsziniiséggel esik az egyes urndkba. Mi
annak a valészintiisége, hogy van olyan urna melybe legalabb két golyé esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valésziniiségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k£ szam
nagy, és a k = k(n) szdémnak megfelelé a nagysdgrendje. Lassuk be, hogy a fenti

7

valoszinliségnek van hatarértéke, ha n — oo, — « valamilyen 0 < a < o0

szammal, és hatarozzuk meg ezt a hatarértéket.

Megoldds: Jelolje {; azt a valészinfiségi véaltozot, hogy a j-ik embernek az év

hanyadik napjan van a sziiletésnapja. Ekkor a §;, 1 < j < 30, valdszinliségi
1

valtozok fiiggetlenek, P (& =1) = —, 1 < j < 30, 1 <1 < 365, és P(§; #

365’
§; haj # j') annak a valészintisége, hogy mindenkinek kiilonboz6 nap van a

sziilletésnapja. Ez a valdszintiség viszont

365-364---(365—30+1)_12-9[ L
365~ B 365 )

mert annak valésziniilége, hogy az els6 ember sziiletésnapja az [1-ik, a méasodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van tetszoleges

365+’



k—1
1 <1; €365, 1 < j < 30 szamok esetén, és ezeket a szamokat [] (365 — j)

j=0
moédon valaszthatjuk gy, hogy mindegyik [; szdm kiilonboz6 legyen. fgy annak a
valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja

“hC

i 365 )
7=1
Hasonléan, annak valdszintisége, hogy ha k golyét dobunk n urnaba az adott
k—1 ;
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — ] (1 — l).
j=1 n

k—1 ; k—1 ;
Adjunk jo6 kozelitést a log [] (1 — i) = > log <1 — l) kifejezésre, ha n — oo,
j=1 n j=1 n

1 . .
ﬂ — «. Heurisztikus érvelés szerint mivel log [ 1 — 1)~ -t g log(1 + z)
NLD n n
k—1 j k=14 kE— 1k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért > log (1 — i) ~=> - —u,
j=1 n j=1 n 2n

k(n)—1 2 k
ahonnan log ] (1 — l) — —a—, ha n — oo, és (n) — «. Ez a szamolés
j=1 n 2 vn

precizzé teheto, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenlGtlenséget, mely szerint

. . 22 t. .
log(l—l)—i—l §L<cons , hanelégnagyésiga%—l,
n

n n> - n vn
ami szintén kovetkezik a log(1+x) Taylor sorfejtésébol. Miért? Innen kapjuk, hogy

k(n)—1 .

1- (1_)[ <1_l> —>1—€_a2/2, ha n — oo, és k(1)

j=1 n vn
. Egy urndban F' fehér és P piros golyé van. Kihizunk véletleniil egy golydt, majd
visszadobunk R, R > 0 ugyanolyan szinii goly6t az urndba. Minden huzas sordn a
korabbiaktdl fiiggetleniil az urnaban levé egyes golyokat egyforma valdszinliséggel
hizzuk ki. Lassuk be, hogy annak a valdszintisége, hogy a j-ik huzésban piros
goly6t hizunk megegyezik annak valdszinliségével, hogy az els6 huzasban hizunk
piros golyét. Annak valdszintisége, hogy a j-ik és k-ik huzasban hizunk piros
golyot, 7 # k, megegyezik annak valészintiségével, hogy az elsé és masodik huzasban
htzok piros golyoét.

— (.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy egy olyan huzassorozatnak a valdsziniisége, mely
N piros és M fehér goly6t tartalmaz csak az N és M szamtdl fligg, nem fiigg a
kiilonbozo szinl golydk huzasanak a sorrendjétdl. Valoban, egy ilyen huzassorozat
valészintiségét fel tudjuk frni. Ez

P(P+R—1)---(P+ (N —1)(R-1))
N?f?P+P—uR—U)
k=0

F(F+R—1)-(F+(M~1)(R~1))

P(N, M) =
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(Miért?), és innen kovetkezik az allitas. Innen lathat6, hogy annak valésziniisége,
hogy pontosan N piros és M fehér golyét hizunk és az els6 hiuzas eredménye
piros megegyezik annak valészintiségével, hogy pontosan N piros és M fehér golyot
hizunk és a j-ik huzas eredménye piros. Ugyanis mind a két valdsziniiség

N+ M-1

("

Innen kovetkezik, hogy annak valésziniisége, hogy az els6é hizas piros megegyezik
annak valdszintiségével, hogy a j-ik htzas piros. Hasonléan lathatd, hogy annak a
valoszinlisége, hogy a j-ik és k-ik huzas piros megegyezik annak valdoszinliségével,
hogy az els6 és a masodik hiizas eredménye piros. Ezutéan a keresett valdszintisége-

)HMMy

P
ket konnyen kiszamithatjuk. Annak valdszintisége, hogy a j-ik htzas piros PrF
P(P+R-1) .. . .
és annak a valdszintiisége, hogy a j-ik és k-ik hizas piros,
(F+P)(F+P+R—-1) 86, Hogy aJ P
J#k,

Megjegyzés: A most vizsalt modell R = 0 esetén a visszatevés nélkiili, R = 1 esetén
a visszatevéses urnamodellt adja mint specialis esetet.

. Egy urndban z z6ld és s sarga goly6é van. Egymas utan kihizunk négy golyot ugy,
hogy minden hiizas utan a goly6t visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szinii golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéssorozatnak?

//////

Z=(z6ld), annak feltételes valésziniiségét, hogy a mésodik hizas Z, feltéve, hogy az
els6 huzas Z, annak a feltételes valdszintiségét, hogy a harmadik hiizas eredménye
Z feltéve, hogy elétte Z, 7 és annak feltételes valdszintiségét, hogy a negyedik

hizéas eredménye S feltéve, hogy elotte Z,Z, Z hizéas volt. Ez a valdszintiség,

6
illetve feltételes valészinliségek : , : , z , st . A keresett
z4+s z+s—|—262—|—3—|—4 z+s+6
z z s+

z+s ' zZ+s+2 . z+s+4 ' z2+5+6

. Tekintsiik az eloz6 feladatban bevezetett urnamodellt. Szamitsuk ki annak a va-
16szinliségét, hogy az els6 htzas eredménye zold, és annak, hogy a masodik huzas
eredménye zold.

valoszintliség

. Az az

Megoldas: Annak valdsziniisége, hogy az els6é huzas eredménye zold

s
esemény, hogy a masodik huzas zold ugy fordulhat elé hogy vagy egy zold, zold

vagy egy sarga, zOld huzassorozat jelenik meg. A masodik keresett valdszintiség
z

Z+8 z+s+2 z-+s

ezen két huizassorozat valdszintiségének az 6sszege, tehat

z+2 22 45(2+2)
z4+s5+2 (z4+s)(z+s5+2)
Megjegyzés: Ebben a feladatban olyan urnamodellt tekintettiink, melyben eltér
annak a valoszinlisége, hogy az els6 htizasban illetve annak a valészintiisége, hogy a
méasodik huzdsban huzunk zold golydt.

5



10.) Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymas utdn. Szamitsuk ki a fej-

11.)

dobéasok szamanak varhaté értékét.

Megoldads: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy k

100
fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = ( i )2_100. Ezért a dobasok szamanak

100~ /100
vérhat6 értéke FE = 5 ( I )2_100, ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat megado
k=0

valészintiségi valtozot. Ezt az Osszeget kozvetleniil kiszamithatjuk. Valéban, mivel

100 99 ,
k( i ) = 100(k B 1), ezért

100

99 99
100\ .. 100 99\ - o 11
E§:§jk<k>2 =50 k:(k)2 =50(5+5) =50
k=0 k=0

Valgjaban a vizsgalt varhato értéket egyszetibben is kiszamithatjuk. Vezessiik be
a & valoszinliségi véltozokat, £; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej £; = 0, ha a

100
j-ik dobés eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobasok szdma & = > &;,
j=1
100

E¢ =" E¢;. Mivel E¢; = %, 1 <5 <100, ezért E¢ = % - 100 = 50,
j=1
Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utdn. Tekintsiik a dobasok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhatéd értékét.

Megoldds: Legyenek 11, . ..,n100 figgetlen valészintiségi véltozdk, melyekre P(n; =
k) = %, 1 <j <100, 1 <k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhaté érték FE =
100 100
j=1 j=1

Hadzi feladat:

Feldobunk egy szabalyos dobodkockat 100-szor egymaéas utan. Tekintsiik a paros
értékil dobasok eredményeinek 0sszegét. Szamitsuk ki ennek az osszegnek a varhaté
értékét.



