A februar 13-i eléadashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai.

Feladatok:

1)

A kovetkezo feladat allitasat gyakran hivjdk teleszkép szabéalynak.

P(BiN--NB,) =P(B1|BsN- N Bp_1NBy) - P(By_1|By)P(By), ha P(Bz N
--N By) > 0.

Hazi feladat:

Két kiilonb6z6 fardl leszednek 10 almét, és beteszik két kiilonb6zé (megkiilonboz-

1
tethetetlen dobozba.) Ez egyik fardl szedett almék (egymdstdl fiiggetleniil) 12

1
masik fardl szedett almék pedig (szintén egymadstol fiiggetleniil) — valdszintiséggel

férgesek. Kivesziink az egyik dobozbdl két almat és mind a kettd férges. Ezek utan
kivesziink a masik dobozbdl egy almat. Mi annak a valdszinlisége, hogy ez az alma
mar nem férges?

. Ha Aq,..., A, fiiggetlen események, és bevezetjik az A} = A és A;l = Q\

A, jeloléseket, akkor tetszéleges ¢; = £, 1 < j < n sorozatra az Aj',...,A5"
események fliggetlenek.

Megoldds: Elég beldtni, hogy egy A; halmaz kicserélése az Aj_1 halmazra nem
valtoztatja meg a halmazrendszer fiiggetlenségét. Tovabba az indexek szimme-
tria tulajdonsaga miatt elég a j = 1 esettel foglalkozni. Ezutan a fiiggetlenséget
definialo relaciok koziil elég azokat ellenérizni, amelyekben az 1 index szerepel. Azt
kell megmutatni. hogy az Aq,..., A, események fliggetlensége esetén teljesiil az

P((Q\A)NA, N---NAL) =P(Q\ A)P(A,) - P(AL)
azonossag minden 2 < [y < --- <l indexre. Viszont ekkor

P(Q\A)NA, N---NA,)=PA,N---NA,)—PANA, N---NA)
= P(Ai,) - P(Ai,) — P(A1)P(Ay) -+ P(Ay)
= (1— P(A)))P(A;,) - P(A,)
= P(Q\ A)P(Ay) - P(A).

Legyenek Aq,...,A,,Bi,...,B, események fliggetlenek egymastol. Lassuk be,
hogy tetszoleges olyan C' eseményre, amelyik el6allithat6 az Ay, ..., Ay halmazokbdl
metszet, unié és komplementerképzés segitségével igaz, hogy a Bi,...,B,, és C
halmazok fliggetlenek.

Segitség: Lassuk be, hogy minden ilyen C' helmaz felirhaté az el6zii feladat jelolését
hasznélva C' = U Afini N .- N A%n alakban, ahol J egy n hossztusagi +1



4.

sorozatokbdl all6 halmaz. Tovabba az ebben a kifejezésben szereplé A1 N---NA%in
események diszjunktak, és fliggetlenek a B, ..., B, eseményektol.

Javaslat: Beszéljék meg e feladat kapcsan a konjunktiv és diszjunktiv normélforma
jelentését és hasznét.

Adjunk példéat egy (€2,.4, P) valészinliségi mezére azon hdrom A;, Ay és As ese-
ményre, melyekre P(A; N Ay N As) = P(A;)P(A3)P(A3), de az Ay, Ay és Aj
események nem fiiggetlenek.

Egy lehetséges konstrukcio: Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A az Q halmaz Osszes
részhalmazaibdl 4ll6 o-algebra, P({1}) = =, P({2}) = P({3}) = P({4}) = v,
P({5}) = 1 — x — 3y, alkalmas z és y szamokkal, P(A) = >  P({u}) minden
ucA
A € A halmazra. Definidljuk az 47 = {1,2}, Ay = {1,3} és A3 = {1,4} hal-
mazokat. Ekkor A; N As N As = {1}, ezért P(A; N As N A3) = x. Maésrészt
P(Ay) = P(Ay) = P(A3) = x +y. Vilasszuk meg az x és y szamokat ugy, hoSgy
3 _

1 1
r = (z +1vy)%. Egy lehetéség erre, x +y = 3’ és ekkor z = (z +y)° = 570 Y= 50
2

tovébbd P({5}) = 7. Ebben a példdban P(A1 N A N A3) = P(41)P(A2) P(A3).

Viszont A1 N A2 = {1} = Al N AQ N Ag, fgy nyﬂvén P(Al N Ag) 75 P(Al)P(AQ)
Tehat a fiiggetlenség nem teljesiil.

Adjunk példdt minden N > 2 szdm esetén egy (2, A, P) valésziniiségi mezére azon
N Ay, ..., AN, eseményre, melyekre

P(AynAsn---NAyx)=P(A;)P(As)--- P(AN),

de az Ai, As, ..., Ax események nem fliggetlenek.

Az el6z8 konstrukcio mddositasa: Legyen Q = {1,2,..., N + 2}, A az Q halmaz

osszes részhalmazaibdl 4116 o-algebra, P({1}) =z, P({j}) =y, ha2 < j < N +1,

P({N +2})=1—2— Ny, alkalmas = és y szdmokkal, P(A) = >  P({u}) minden
ueA

A € A halmazra. Definidljuk az A; = {1,j + 1}, 1 < j < N, halmazokat. Ekkor

AiNAsN---NAN = {1}, ezért P(A1NA2N---NAN) = z. Mésrészt P(A;) = x+y,
1 < j < N. Vilasszuk meg az = és y szamokat gy, hogy z = (z + y)¥. Egy
1

1
lehet8ség erre, x + 1y = N’ ésekkor x = (z +y)N = —, y = — tovabba

N N N NN’
P{N+2})=1—2—Ny= NN Ebben a példdban P(A; NAxN---NAN) =
P(A1)P(As)...P(An). Viszont az Ay, ... An, események nem fiiggetlenek.
Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk n > 5 alkalommal. Mi a valészintisége annak,
hogy legalabb 5 fejdobds torténik? Mi a valdszintisége annak, hogy egy szabalyos
pénzdarab végtelen sok dobéasa soran legfeljebb 5 fejdobas torténik? Tekintsiik

ennek az utobbi feladatnak egy valdszintiségi modelljét és beszéljiik meg a kovetkezd
két tulajdonsig kapcsolatat:

a. Egy A esemény nem kovetkezhet be.

b. Egy A esemény nulla valészintiséggel kovetkezik be.

2



Megoldas: Annak valdszintisége, hogy egy szabdlyos pénzdarab n egymastdl fiig-

n
getlen dobasa soran pontosan j darab fejdobas torténik | | |27", mert Osszesen
J

n ,
< ) ilyen dobéssorozat van, és mindegyik dobdassorozat valésziniisége 27". Igy
J

5
annak a valdszintlisége, hogy legfeljebb 5 fejdobds torténik > (n> 27" Annak
j=0 \J

a valészinlisége, hogy végtelen dobéssorozat esetén legfeljebb 5 fejdobés torténik

5. (n
lim ) ( ) 27" = 0. Miért szabad hatéarértéket venni? Megbeszélendo, hogy fel-
hasznéltuk a valészinliségi mérték folytonossagi tulajdonsdgat, mely a valdsziniiség
o-additivitasabdl kovetkezik.

valdszinu-

. Egy 100 tagu tarsasag minden egyes tagja egymastél fiiggetlentil 1000

séggel betegszik meg. Mi annak a valdszinlisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg
tagja? A kapott eredményrdl mit mondhatunk? Az nagyon nagy, majdnem 1 vagy
nagyon kicsi majdnem nulla?

Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tarsasidg j-ik megbetegszik meg.

Ekkor a P(Aj) és az A; események fiiggetlenek. Szamoljuk ki el6szor a

~ 1000
minket érdekl6é esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a valdszi-
1000
niiségét, hogy mindenki egészséges. Ez az (1) (©2\ A;) esemény. Mivel P(2\ 4;) =
j=1
1
1— 1000’ és az A; események fiiggetlenségébdl kovetkezik az Q2 \ A; események
1000 1 O\ 100
fiiggetlensége is, ezért P | () (2\ 4;) | = (1 - m) . Innen a minket érdekld
j=1
1\ 100
esemény valészintisége 1 — [ 1 — —— .
1000
1\ 100 1 1000 1/10
Végiil j ik h 1——— = 1—— ~ e /10,
égiil jegyezziik meg, hogy < 1000) (( 1000> ) e

Miért? Ez a szam nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdekld valdszintliség
értéke Kkicsi.

. Tekintsiik a kovetkez6 valoszintiségi mezot. 2 = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv
egész szam, A az () Osszes részhalmazaibdl all6 o-algebra,

az A halmaz szamossaga

P(A) =

n

Legyen n = pi' - - - p,* az n szam primtényezss felbontésa, és definidljuk a kévetkezd
Aj eseményeket: A; = {m: m oszthat6 a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szdmhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

a. Az Aq,..., A események fiiggetlenek.
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k 1 k 1
b. P(B) =[] (1 - —), azaz Osszesen n- || (1 - —) n-nél kisebb és az n-hez
j=1 bj j=1 pj
képest relativ prim van.

Megoldas: A; = {pj,2pj, cee ﬁp]} egy ' szambol 4116 halmaz, ezért P(A;) =
by by

1

—,1<j<k Az A;; NA;,N---NA,, halmaz az n-nél kisebb p;, - - - p;, szdmmal

Dj
oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --- < js < k sorozatra, ezért
SZAMOSSaga L, és P(A;,NA;,N---NA;,) = ———. Ez azt jelenti, hogy
pjl---pjs pjl---pjs
P(AJ1 ﬂAj2 Mn--- ﬂAJS) = P(Ajl)P(AJ2)P(AJS) minden 1 < jl < j2 < -0 <K
js < k sorozatra, ezért az Ay, Ao, ... Ax halmazok fliggetlenek.
k
Végil B = Q\(A1U---UAg) = [ (Q\A4,). Ezért és az A; események fliggetlensége
j=1
k k 1
miatt P(B) = [[ P(Q\ 4;) = [] (1 — —), ahonnan kovetkezik a B halmaz
Jj=1 Jj=1 J

szamossagara megadott képlet.

Az eloz6 két feladatban lattuk hogyan lehet egyszeriien kiszamitani a Ay U --- U
A, alaki események valdszinliségét, ha az A;, 1 < j < n, események fiiggetlenek.
Ezek a szamolasok természetesen kihasznaltak a tekintett események filiggetlenségét.
A kovetkezében azt targyaljuk meg, hogy amennyiben nincs feltétlentl fiiggetlenség a
tekintett események kozott, de ki tudjuk szdmolni az A;, N---N A;, alakd események
valészintiségét, akkor egy ugynevezett szita formula segitségével ki tudjuk szamitani az
Ay U --- U A, események valészintiségét is. Tovabba megmutatjuk, hogy ez lehetové
teszi érdekes feladatok megoldasat. A kovetkezé feladatot fogjuk targyalni:

8. Egy estélyen megjelenik n hazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdsziniisége annak, hogy egyetlen hazaspar sem tancol egyttt? Mi
ennek a valészinliségnek a hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Definidljuk a kovetkezo A; eseményeket:
Aj = a j-ik hazaspar egiitt tancol, 1 <j <n.

Ekkor minket a P(A;U---UA,) =1— P(A; U---UA,) valésziniiség érdekel.
—k)!

Vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NA,,) = M azonossag igaz. Ugyanis
n!

az Osszes lehetséges parbaallitasok szama n!, mig az olyan parbaallitasok szama,

melyben a ji-ik, jo-ik, ..., jr-ik hézaspédr egy parba keriil (n — k)!. Tovabba

érvényes a kovetkezo az irodalomban szita-formuldanak nevezett eredmény, melyet

kiilon fogunk targyalni.

Szita formula. Legyenek Aq,..., A, tetszbleges események egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Ekkor

P(AjU---UA,) =81 — S+ 83—+ (=1)"*1S,,,
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ahol
Sy = Y P(A;,n-nA).

1<j1 < <gr<n

A szita-formula segitségével kapjuk, hogy n hézaspar esetében

e (1)

Innen adédik, hogy a minket érdeklo valésziniiség n hazaspar esetén

P(AiU---UA,)=1-PA1U---UA,)

n g (_1)k
=1-S1+S+--+(-1)"S, = I
k=0 )
és ezért
P(4 U UA)—i(_l)k Loy
1 n —k:O k' o an 0.

9. Bizonyitsuk be a szita formulat.

Megoldds: Adva egy A esemény vezessiik be az A° jelolést, ahol ¢ = £1, ¢ = 1
estében Al = A, ¢ = —1 esetében A71 = Q\ A = A. Definidljuk tetszdleges ry = 1
vagy rs = —1, s = 1,...,n szamokra az

A(ry,...,mp) =A"N---NA™
eseményeket. Vegyiik észre, hogy

AlUUAn: U A(Tla"'arn)7

(r1,-esrn) s (P1,-0mn)F#(—1,...,—1)

és tetszlleges Aj, N---NA;, 1 <j1 <jo<---<js <n alakd halmazra

Ajlﬂ"'ﬁAjS: U A(rl,...,rn).

(r1,e0smn) : 7, =1, 1<u<s

Tovébba az A(ry,...,r,) események kiilonbozé (rq,...,7,) paraméterek esetében
diszjunktak. Ezért

P(A U---UA,) = Z P(A(r1,...,70)),

(7140 rn): (r1,...,7n)#(—1,...,—1)

és tetszoOleges Aj, N--- N A;, alakd halmazra

P(A;, N---NAj)= > P(A(ry,...,m0)).

(r1,e0smn) : 75, =1, 1<u<s
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Ilyen médon a az A(ry,...,r,) halmazok P(A(r1,...,r,)) valésziniiségeinek a li-
nearis kombindcidjaként fejezheto ki a szita-formula két oldaldn szereplo kifejezés.
Azt kell belétni, hogy a P(A(r1,...,7r,)) szdm a szitaformula két oldalédn szerepld
kifejezésben ugyanazzal az egylitthatoval szerepel. Az azonossdg baloldalan ez

az egyutthaté 1, ha {ry,...,r,} # {-1,...,—1}, és nulla, ha {ry,...,r,} =

{-1,...,—1}. Haaz (ry,...,rs) halmaz [ darab 1 és n—I darab —1 jegyet tartalmaz,
l l l

akkor ennek valdszintisége a szitaformula jobboldalan ezt (1) — (2) 4.+ (l) =

! l
S (—1)kHt i egyltthatoval szerepel. Ugyanis az Sy Osszegben ez a kifejezés
k=1

l
<k> egylitthatoval szerepel. Miért?

¢ l ! l

Innen a vizsgalt egyiitthaté > (—1)++! (/{;) =1- 3 (—1)* <k:) =1-(1-1)* =1,
k=1 k=0

ha az A(ry,...,r,) halmaz ry,...,r, indexei kozott | # 0 l-es van. A maradék

esetben pedig az egyiitthaté nulla. Ez azt jelenti, hogy a szita formula két oldal]dn
szerepld egyiithaték megegyeznek.

Nem kételezé hazi feladat: Lassuk be, hogy a szitaformula jeloléseit hasznélva

S1—Sy=> P(A;)— Y P(A;NA)<PAU---UA,)<S =) P4
j=1 j=1

1<j<k<n

és altalaban

21 20—-1
D (—DFHS, < P(A U UA,) <) (—1)FFLS),
k=1 k=1

minden [ indexre. (Legyen Sy = 0, ha k > n.)



