A Valésziniiségszamitas 1. el6adassorozat nyolcadik el6adasa.
2001 marcius 20.

Osszefoglald:
Valészintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye és varhaté értéke. (folytatds)

A Lebesgue integral teljesiti a Riemann integralra érvényes additivitdsi tulajdonsag
kovetkezo természetes altalanositasat:

[ (@6w) + ag@)dPE) = [6w@iPw + e [ GwiPw)

minden (integrédlhatd) & és & valdsziniiségi véltozéra és valds ¢y, co szdmra. Ennek az
azonossagnak a kovetkezménye (valdjaban atfogalmazasa) a kovetkezd

Tétel. Ha két &1, & valdszindiségi vdltozonak (melyek ugyanazon a valdszinidségi mezén
vannak definidlva) létezik varhato értéke, ci és co két valds szam, akkor a c1&1 + co&o
kifejezésnek is létezik vdrhato értéke, és

E(c1&1 + c2é2) = c1 B + o B,

Megjegyzés: Ez az eredmény azt allitja, hogy az altalanos esetben is érvényes a diszkrét
valészintiségi valtozokrol szold eredmény, mely véletlen Gsszegek varhato értékének ad-
ditivitasat fejezi ki. Ebben az esetben sem kell megkovetelni a valészintiségi valtozok
(4dltaldnos esetben még nem targyalt) fliggetlenségét.

Jegyezziik meg, hogy a varhat6 érték (Lebesgue integrél definiciéjabdl) kénnyen
lathatd, hogy amennyiben egy &(w) valdsziniiségi véltozéra teljesiil a P((w) > 0) =
1 feltétel, akkor F¢(w) > 0. Innen kdvetkezik, hogy amennyiben két &(w) és n(w)
valésziniiségi valtozéra teljesiil, hogy P({(w) > n(w)) > 0, akkor E{(w) > En(w).
Valéban, ekkor F¢(w) — En(w) = E ({(w) —n(w)) > 0. Ennek az észrevételnek egyik
kovetkezménye az alabbi Markov egyenlotlenségnek nevezett relacio.

Markov egyenl6tlenség. Ha £(w) nem negativ valdsziniiségi valtozd, azaz P(§(w) >
0) =1, akkor
E¢(w)

PEw) 2 2) < =

minden x > 0 szdmra.

Bizonyitds: Definidljuk a £ valészin(iségi valtozé alabbi n(w) csonkitottjét:

[z had(w) >z
n(w)—{o ha 0 <¢(w) <=z

Bikor P(¢(w) > n(w)) = 1, ezért BE(w) > Bn(w) = 2P(€(w) > 2) = 2P(n(w) > o),
ahonnan kovetkezik az allitas.



Definialjuk altalanos esetben is valészinliségi véaltozok szérasnégyzetét.

Szérasnégyzet definiciéja. Legyen & olyan valdsziniiségi vdltozd, melyre EE? < 0.
Ekkor e valosziniiségi vdltozo szordsnégyzete

Varé = E (¢ - E¢)?

(Ha E€% = oo, akkor vagy nem definidljuk a & valdszintiségi vdltozd szérdsnégyzetét,
vagy azt mondjuk, hogy Var §(w) = oo.
Lemma.

Var & = E€2 — (E¢)?.

Bizonyitas:

Var¢ = B (¢ — BE)® = B (€2 - 26BE + (E€)’) = B —2B¢B¢+(BE)” = B — (B¢)°.

Altaléban, a szorasnégyzet tulajdonsagainak a bizonyitasa csak a varhatd érték
tulajdonsagait hasznalja. Ezért a diszkrét valészinliségi valtozok esetében érvényes

Var (a€ + b) = a*Var ¢
azonossagot hasonléan lehet bizonyitani az altalanos esetben.

Feladat:

Altalanos valdszintiségi valtozok esetében is érvényes a

inf  E(¢— M)*=Var¢

—oco< M <o

azZonossag.

Megfogalmazzuk és bebizonyitjuk az aldbbi Csebisev egyenlétlenségnek nevezett
allitast.

Csebisev egyenlStlenség. Minden & valdszintségi vdltozdra, melyre E€? < oo

Var &
x

P(l¢—E¢ >x) < minden x > 0 szamra.

Bizonyitds:

P(|¢ — E¢| > x) = P((§ — E¢)? > 27)

a Markov egyenldtlenség alapjan.



Megjegyzés: A Csebisev egyenlotlenség azért hasznos, mert a benne szereplé széras-
négyzet sok érdekes esetben konnyen kiszamolhaté. Felmeriilhet az a kérdés, hogy a
Csebisev egyenlotlenség mennyire éles. Erre a kérdésre késobb még visszatériink.

Az el6z6 eldadason kimondott fontos tételnek nevezett eredmény, illetve annak
altalanositasabol kovetkezik, hogy egy valészintliségi valtozonak, illetve egy valdszintiségi
valtozé fiiggvényének a varhato értékét ki lehet szamitani csak a valdszinliségi valtozd
eloszlasfiiggvényének az ismeretében.

Gyakorlati szempontbdl, annak érdekében, hogy a leggyakrabban el6fordulé esetek-
ben jobban tudjunk szamolni, érdemes bevezetni egy eloszlasfiiggvény stirtiségfiiggvé-
nyének a definiciéjat. Ez lehet6vé teszi, hogy a problémakban felmeriilé és sokszor
kényelmetleniil kezelheté Lebesgue integralokat atirjuk mint (k6zonséges) Riemann in-
tegralokat.

Struségfiiggvény definiciéja. Egy F(z) eloszldsfiggvénynek az f(u), —oo < u < 0o,
fugguény striségfiggvénye, ha minden —oo < x < 0o szamra teljestl az

Flz) = /; f(u) du

azonossdg.

Megjegyzés: Tobbszor fogunk beszélni egy valdoszinliségi valtozo striségfiiggvényérdl is.
Ez azt jelenti, hogy e valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének a slriiségfiiggvényét
tekintjuk.

Tétel. Ha egy F(x) eloszldsfiggvénynek létezik f(u) stiriségfiggvénye, akkor ez teljesiti
minden g(-) fliggvényre a kévetkezd azonossdgot:

| stwrtan = [~ gt

— o0 — o0

Ez az azonossdg ugy értendd, hogy az azonossdg két oldaldn szereplo kifejezés eqgyszerre
létezik vagy nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesque integrdlt értelmezzik.
Ha a jobboldalon szerepld integrdl létezik mint (kézonséges) Riemann integrdl, akkor ez
az integrdl tekinthetd gy is mint (egy a Riemann integrdl értékével megegyezd) Lebesgue
integral. Tehdt az azonossag ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.

Annak érdekében, hogy megértsiik, hogyan tudjuk egy eloszlasfiiggvény stirtiség-
fliggvényét kiszamitani, idézziik fel a klasszikus analizis egyik alapvetd eredményét, a
Newton—Leibniz formulat.

Newton—Leibniz formula. Legyen F(x) folytonos fiigguény egy |a,b] véges intervallu-
dF(z)

dr |,._,
minden pontban, ahol az F(-) differencidlhatd. Ekkor F(z)—F(a) = [T f(u)du minden

mon, mely véges sok pont kivételével folytonosan derivdlhato. Legyen f(u) =
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a < x << b szamra. Tovdbbd, ha a fenti feltétel teljesil minden véges [a,b] intervallum-
ban, és létezik a F(—oo) = lim F(z) hatdrérték, akkor F(z)—F(—o0) = [ f(u)du

minden —oo < x < 00 szdmra.
Megforditva, ha f(u), (pontosabban annak abszolut értéke) integrdalhato figgvény

v dF
egy [a,b] intervallumban, és F(z) = [T f(u)du, a < x <'b, akkor f(u) = d;ﬂc)
(majdnem) minden a < w < b pontban. Ha az f(u) figguény integrdlhatd az egés:

szdmegyenesen, akkor a fenti dllitas igaz a = —oo wvdlasztdssal is.

Megjegyzés 1: A Newton—Leibniz formula jelentésége szamunkra az, hogy eszerint az
eredmény szerint a strliségfiiggvény egyenlé az eloszlasfiiggvény derivaltjaval. Meg-
forditva, a slriségfiiggvény ismeretében meg tudjuk hatarozni az eloszlasfiiggvényt.
Annak értéke az x pontban megegyezik a stirliségfiiggvény integréaljaval a [—oo, x| inter-
vallumban.

Megjegyzés 2: A mértékelméletben bebizonyitottak a Newton—Leibniz formula élesebb
formajat is. Pontosan leirtak azon fiiggvények osztalyat, az igynevezett abszolut foly-
tonos fliggvényeket, melyekre igaz, hogy a fliggvény egyenlé a derivaltjanak az in-
tegraljaval. Az altalunk kimondott eredmény csak egy elégséges feltételt ad arra, hogy
egy F(-) fliggvény teljesitse ezt a tulajdonsigot. Viszont ez az eredmény alkalmazhaté a
gyakorlatban el6fordulé feladatok majdnem mindegyikére. A kimondott tételben meg-
engedtiik, hogy az F(-) fliggvény néhany pontban ne legyen differencidlhatd. Ezt azért
tettiik, hogy ne zarjunk ki néhany érdekes esetet. Ilyen eset példdul a kovetkezd F'(-)
eloszlasfiiggvény: F(x) =0, hax <0, F(z) =z,ha0<xz<1,és F(z)=1,haz > 1.
Ennek az eloszlasfiiggvénynek a siirtiségfliggvénye az az f(-) fiiggvény, melyre f(u) =1,
ha 0 <u <1, és f(u) = 0 kiilonben. Ebben az esetben az F(-) fliggvény folytonosan
derivalhaté mindeniitt, kivéve az x = 0 és x = 1 pontot.

Megjegyzés 3: A Newton-Leibniz formula masodik részében megfogalmazott &llitas
szerint egy f(-) fliggvény integraljanak a derivaltja csak majdnem mindeniitt egyezik
meg az eredeti f(-) fiiggvénnyel. Valoban, kissé 6vatosabban kell megfogalmazni az
allitasokat, mert ha példaul egy fliggvényt véges sok pontban megvaltoztatunk, akkor
annak integralja megegyezik az eredeti fliggvény integraljaval. Ez azt jelenti, hogy nem
varhatjuk azt, hogy egy fiiggvény integraljanak a derivédltja minden pontban megegyez-
zen az eredeti fuggvénnyel. Viszont ez az allitas igaz majdnem minden pontban. Azt,
hogy mit jelent a ,,majdnem minden” kitétel pontosan elmagyarazzdk a mértékelmélet-
ben, de ez nem témaéaja a mostani eléadasnak.

Az eloszlasfiggvényekhez hasonléan pontosan jellemezni lehet a stirtiségfiiggvénye-
ket. Ezt a jellemzést adja meg az alabbi tétel.

Tétel. Egy f(:) (mérhetd) figgvény akkor és csak akkor siriségfiggvénye egy alkal-
mas eloszldsfiggvénynek, ha f(u) > 0 majdnem minden —oo < u < oo szdmra, €és

[ du=1.

Ezt a tételt nem nehéz bebizonyitani néhany alapveté mértékelméleti eredmény
segitségével, de most elhagyjuk a bizonyitast. Kiilon tételben megfogalmazzuk azt az
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eredményt, mely megadja, hogyan lehet kiszdmolni egy valdszinliségi valtozé varhato
értékét a valoszinliségi valtozo eloszlas vagy stiréségfiiggvényének az ismeretében. Ez
kozvetlen kovetkezménye néhany korabban megfogalmazott eredménynek.

Tétel. Jelolje F(-) illetve f(-) eqy & valdsziniségi vdltozd eloszlds illetve siriségfiigg-
vényét. Legyen g(-) mérhetd fiiggvény a szamegyenesen. Ekkor

Eg:/ZuF(du) :/Oo uf(u) du

— 00

B9(9) = | " g F(du) = / " g(u) f(u) du

Feladat:

Legyen & valdszintiségi valtozé f(u) slirtiségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az aé + b és £2 valdszintiségi véltozdk stirfiségfiiggvényét.

Néhany fontos folytonos eloszlas.
a.) Normdlis eloszldsfiigguény.

Bevezetjiik a standard normalis eloszlasfiiggvény definicigjat. Késébbi eredmények-
bdl fog kideriilni, hogy ez az eloszlas miért jatszik fontos szerepet a valdszinliségszami-
tasban.

A standard normadlis eloszlas definiciéja. A ®(x) standard normdlis eloszlds az az

—u?/2
V2

E definicié helyességének igazoldsdhoz meg kell mutatni, hogy a fent definidlt ¢(-)
fiiggvény valoban stlirtiségfiiggvény. Ennek érdekében be kell bizonyitani a kovetkezd
eredményt.

eloszlds, melynek siriségfigguvénye a p(u) = e , —00 < u < 00 fligguény.

Tétel.

<1 2
P du =1
e u .
/_OO V2

—u?/2 C 12
e du jelolést. Ekkor

o0
1
Bizonyitas. Vezessuk be az I = /
Y oo V2T

I? = /°° /OO Lo +)/2 gy gy

2m o) [e%s}
1 [e%e)
= / / —Te_TQ dr dQO = / TG_TQ/Q dr = |:—6_T2/2i| = 1.

Ebben a szdmoldsban az I? mennyiséget kifejez6 az (u,v) térben megadott kettds in-
tegralt kifejeztiikk mint az (r, ) poldarkoordindtarendszerben, u = rcosy, v = rsinp,
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0 <r <oo 0< ¢ < 2m kifejezett integralt. Ezen szamolas soran felhasznaljuk,
hogy a polarkkoordinata rendszerbe valé attérést leiré transzformacié Jacobianja r,
azaz formalisan dudv = rdrdyp. Ezért jelenik meg egy r szorzé az integralban a
polarkoordinatarendszerbe val6 attéréskor. Ha lesz idénk kés6bb elmagyardzom ennek
az integréaltranszformaciordl sz6lé eredménynek a szemléletes tartalmét.

Megmutatjuk, hogy egy standard normélis eloszlasu € valoszintliségi valtozé varhato
értéke nulla, szordasnégyzete 1. Ez az oka, a standard jelzonek a standard normaélis
eloszlas definiciéjaban.

°° 1
Valéban F¢ = 0, mert F¢ = / U

V2

az integrandus pératlan fliggvény. Ezutdn parcidlis integraldssal kapjuk f(z) = z és

1 2 d 1 2
g(x) = \/%-fe*m /2 = ar (—\/ﬁem /2> valasztassal, hogy

[ele) 1 5 T 2 o0 o0 1 2
E 2:/ —— 2% 2y = [——em /2} —I—/ ——e " P dr =1,
: —oo V21 V2 PN —oo V21

J— 2 7 . 7’
e /2 du, és ez az integral nulla, mert

Innen Varé = B2 — (Ef)2 =1.

Feladat:
Ha ¢ standard normaélis eloszlasu valészintiségi valtozo, m, o valds szamok, akkor az
o€ +m valészinliségi valtozé varhaté értéke m szérdsnégyzete o2, siirtiségfiiggvénye

pedlg g(u) = m|0|e(um)2/20'2.

A fenti feladat eredménye alapjan egy valdszintiségi valtozét akkor neveziink nor-

mélis eloszlasunak, ha van siirtiségfiiggvénye, és az g(u) = T e~ (u=m)*/20* Jlakban
o

adhat6é meg alkalmas m és o > 0 szdmokkal.

Feladat:
Ha ¢ standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozd, akkor EE2F—1 = 0 E¢?F =
1-3---(2k —1) minden k = 1,2,... szamra.

b.) Egyenletes eloszldsfiigguény.

Egyenletes eloszlasfiiggvény definicidja. Fgy & wvalosziniségi vdltozo egyenletes
eloszlasi egy [a,b] intervallumban, —oo < a < b < oo, ha sidriségfigguénye f(u) =

T haa <u<b, és f(u) =0 egyébként.
—a

Kiszdmitjuk egy az [a, b] intervallumban egyenletes eloszlasi £ val6szintiségi valtozd

varhaté értékét és szorasnégyzetét.

b 2 2 2
1 1 U b —a b—a
E = d = —_— = =
. /aub—a " b—a{2] 2(b—a) 2’




B bia [u_g}_b; - 3(b2—a) (b;a>3: (b12a)2.

c.) Exponencidlis eloszldsfiigguény.

Exponencialis eloszlasfiiggvény definicidja. Fgy & valosziniségi vdltozo expo-
nencidlis eloszldsu A paraméterrel, X > 0, ha eloszldsfiggvénye, F(x) = P({ < x) =
1—e ™ hax >0, és F(x) = P(¢ <z) =0, hax < 0. Ezzel ekvivalens jellemzés:
Egy valdszintiségi vdltozd exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
stiriiségfiigguénye, és az f(u) = Xe ™%, hau >0, f(u) =0, ha u < 0 alaki.

Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasi valdszintiségi véltozo var-
hato értékét és szorasnégyzetét.
Parcialis integrédlassal kapjuk, hogy

E¢ :/0 ule M du, = X/o ue “du = X ([—ue“’}o —I—/O e " du) =\

E¢ = / wre M du = z ([uze_“]o +/ 2ue " du) =5
0 0

Ezért Var & = EE2 — (B¢)? = % - % = %
Feladat:
Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd mo-
mentumait.
Feladat:

Mutassuk meg, hogy egy exponencialis eloszlasu £ valdszintliségi valtozé teljesiti a
kovetkezo tgynevezett orokifju tulajdonsagot:

P>z +yll>y) =P >x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.
Nem kotelezé hazi feladat:

Ha egy & valdszinliségi valtozo teljestiti az orokifju tulajdonsagot, akkor az expo-
nencidlis eloszlasu.

Ezenkiviil megbeszéltiik az orokifji tulajdonsag szemléletes tartalmat. Tekintsiink
egy személyt vagy targyat melynek élettartama véletlen & valészintiségi valtozé. Tekint-
siik a & + y valdszintliségi valtozé feltételes eloszlasat azon feltétel mellett, hogy & > v,
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azaz azt milyen valdsziniiséggel fog az a személy vagy targy legalabb még x ideig élni,
feltéve, hogy megélte az y idopontot. Ha ez a feltételes eloszlas nem fiigg az y értéktol,
akkor azt mondjuk, hogy a & valészinliségi valtozo teljesiti az 6rokifju tulajdonsagot. A
fenti feladatban ezt a tulajdonsagot fogalmaztuk meg formalisan.

Feladat:

Mutassuk meg, hogy létezik olyan & valdszintiségi valtozé teljesiti a kovetkezo szu-
per orokifju tulajdonsagot:

P >xz+ylE>y) > PE>x)

minden z > 0 és y > 0 szamra.
Tobbvaltozds eloszlasfiiggvények, és valdszintiségi valtozdok fiiggetlensége.

Megtargyaljuk az eloszlasfliiggvény tobbdimenziés valtozatat. E fogalom bevezetése
utan lehet természetes médon definialni valdszintiségi valtozdk fiiggetlenségét. Az itt
szerepld fogalmak és bizonyitasok hasonléak a korabban térgyalt egydimenzids esethez.
Ezen eredmények bizonyitasat csak nagyon vazlatosan fogom ismertetni. Vazolni fo-
gom azokat a mértékelméleti eredményeket, melyeket a bizonyitdasok felhasznaalnak.
Elsosorban a fogalmak és eredmények tisztességes leirdasara fogok torekedni.

Tobbdimenzios eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva k valos értékii &1, ..., &g
valdszinidségi vdltozo egy (2, A, P) valosziniiségi mezén. Ezek (egyiittes) eloszldsfiggvé-
nye az

F(xy,...,x,) = P(& < x1,...,& < k),

k wvdltozos figgvény, ahol —oco < x; < 0o minden 1 < j <k indexre.

Az el6z6 el6adasban megfogalmaztuk az egydimenzids eloszlasfiiggvények jellem-
zését a Tétel A-ban és az azt megel6z6 Lemmaban. Ervényes ezeknek az természetes
tobbdimenziés valtozata is. Annak érdekében, hogy megértsiikk hogyan szélnak ezek
az eredmények azt kell tisztdzni, hogy a lemmaban szereplé a) feltételnek, amelyik az
eloszlasfiiggvény monotonitasat mondja ki, hogyan szol a tobb-dimenzids megfeleldje.

Ezt megértendd tekintsiink egy tetszoleges K = [a1,b1) X -+ X [ak, b) alaki tég-
latestet, —oo < a; < b; < oo, j = 1,...,k, a k dimenziés térben. Vildgos, hogy
tetszoleges (&1, ...,&k) k-dimenziés valdszintliségi valtozdra teljestil a

k
P((&(), &) € K) = P | [J{wia; <g(w) <b} ]| =0

tulajdonsag. Azt allitjuk, hogy az ilyen alaki események valdszintlisége viszonylag egy-
szeriien kifejezheté a (&1,...,&) véletlen vektor F(xq1,...,x2x) = P(&1 < x1,...,&k <
xy) eloszldsfliggvényének a segitségével, és az igy kapott kifejezés nem-negativ volta az
el6bb emlitett a) feltétel megfeleldje a tobb-dimenziés esetben.
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Annak érdekében, hogy ezt a feltételt megfogalmazzuk, a kovetkezo allitast kell iga-
zolni. Tekintsiik egy K = [a1,b1) X+ - - X [ay, b) alak téglatestet, és ennek csticspontjait,
azaz az olyan (ui,...,u;) pontokat, melyek koordinatai az a; vagy b; szamok. An-
nak valésziniisége, hogy egy F(x1,...,x)) eloszldst (&1, ...,&;) véletlen vektor a K =
l[a1,b1) X -+ X [ag, br) téglatestbe esik kifejezheté mint az F'(-) eloszldsfliiggvénynek a
téglatest csicspontjaiban felvett értékeinek alkalmas linedris kombindciéja. Pontosab-
ban,

P((&,---.8k) €K) = > (Xt Flug, ),
u;= a; vagy b;
J=1,...,k
ahol x(u1,...,uy) jeloli az a;-k szamat az wuq,...,u; sorozatban. Az F'(-) fliggvény
monotonitasanak az tobb-dimenzids esetben az felel meg, hogy a fent felirt azonosséag
jobboldalan szereplé kifejezés nem-negativ. Az egyszeriiség kedvéért ezt az azonossagot
csak k = 2 esetben ellenorizziik.

Ekkor azt kell megmutatni, hogy P(a1 < 61 < bl,ag < 52 < bg) = F(bl,bQ) —
F(b1,a2) — F(ay,b2) + F(ay1,az). Viszont F(by,by) — F(b1,a2) = P(&1 < by,ae < & <
ba), és F(ay,b2) — F(ay,a2) = P(&1 < ay,a2 < & < by). Ezt a két azonossagot kivonva
egymasbdl kapjuk a kivant allitast.

Feladat:

Legyen egy (£1,&2) véletlen vektor eloszldsa az F(x1,x9) = P(&§ < x1,& < 2)
fliggvény, —oo < a1 < by < 00, —00 < ay < by < oo valés szamok. Fejezziik
ki az F(x1,2z2) eloszlasfiiggvény segitségével a P(a; < & < by,as < & < by),
Pla; <& <bj,as <& < by) és Pla; <& < by,as < & < be) valészintliségeket.

Feladat:

Legyen az F(x1,...,x) = P(& < z1,...,& < x) figgvény a (&1, ...,&) véletlen
vektor eloszlasfiiggvénye. Mutassuk meg a varhaté érték additivitdasanak felhasz-
nalasaval ( és alkalmas halmazok indikatorfiiggvényének a bevezetésével), hogy

P(la; <& <bj, 1<j<k)= > (=1)Xm)F(uy, . ug),
u;= aj vagy b;
§=1,....k
ahol x(ui,...,uy) jeloli az a;-k szdmat az uq,. .., us sorozatban.

Be lehet latni, hogy az el6zé eléadason megfogalmazott Tétel A-nak és Lemmanak
igaz a kovetkezo tobb-dimenziés altalanositasa.

Tétel. Egy F(uq,...,ux) fligguény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye alkalmas
&1, ..., &k valdsziniségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniségi mezén, ha ez az
F fiiggvény teljesiti a kovetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uq,...,ur) minden valtozdjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
(i1) im F(uy,...,ux) = 1.

minden j=1,...,k szdmra



(iii) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez gy értendd, hogy az dsszes us,
valamelyujl ;g_gol: szamrra
1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)
Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1) X
- X [ak, b) téglatestre a

pK) = pp(K) = Y (D)X Puy, )
uj;= a; vagy b;
j=1,....k
mennyiséget, ahol x(u1,...,uy) jeloli az a;-k szamdt az uy, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(iv) prp(K) >0 minden K téglatestre.

A fenti tétel bizonyitasdnak legnehezebb része annak megmutatasa, hogy ha az
F(xy,...,x) fliggvény teljesiti az (i)—(iv) tulajdonsagokat, akkor léteznek olyan &1, .. . ,
& valoszintliségi valtozdk alkalmas (€2, A, P) valdsziniiségi mez6n, melyek (egyiittes) el-
oszlasfiiggvénye az F(x1,...,xy) fliggvény. Ennek bizonyitdsa az el6z6 el6adéas Tétel B
eredményének kovetkezo allitdsan alapul:

Az el6z6 elbadas Tétel B eredményének altaldnositasa. Legyen F(xq,...,xk)
olyan k vdltozds fiiggvény, amelyik teljesiti az (i)—(iv) tulajdonsdgokat. Ekkor létezik és
eqyértelmiien meghatdrozott egy olyan g Stieltjes mérték az R* k-dimenzids tér Borel
mérheté halmazainak B* o-algebrdjdn, amelyik nem negativ o-additiv halmazfigguény
ezen a o-algebrdn, prp(R*) =1, és

pr({ur, ... uk}u; <zj, 1 <j<k})=F(xi,...,z5)
minden x1,...,x; valos szamra.

E tétel segitségével a kivetkezé médon konstrudlhatunk F'(zq,. .., xy) eloszlasfiige-
vénnyel rendelkezd valészintiségi véltozokat. Legyen (92, A, P) = (R*,B¥, ur), ahol B¥
jeloli a Borel o-algebrat az R* k-dimenziés térben, és pup az elézé tételben jellemzett
az F eloszlasfiiggvény altal meghatarozott Stieltjes mérték. Ebben a valdszintiségi

mezében az (z1,...,x,) € RF pontok alkotjik az w elemi eseményeket. A (&1,...,&)
valoszintiségi valtozokat a kovetkez6 médon definidljuk. Legyen &;(z1,...,25) = zj,
1 < j < k. Ezen valdszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa az F(z1,...,xy) fliggvény.

Ervényes tovabba az el6z6 el6addason megfogalmazott eredmények kovetkezd tobb-
dimenzios valtozata, mely lehetové teszi azt, hogy kiszamitsuk véletlen vektorok fiigg-
vényeinek a varhaté értékét.

Tétel. Legyenck &1 (w), ..., k(w) valdszindségi valtozok egy (2, A, P) wvaldsziniiségi

mezén, melyeknek F(xy1,...,z5) = P(&(w) < z1,...,&(w) < xk), az eloszldsfigg-
vénye. Legyen g(x1,...,x) tetszéleges (mérhetd) k-vdltozds figguény, és definidljuk az

n(w) = g(&1(w), ..., &k (w)) valdszintségi vdltozdt. Ekkor

En(w) = Eg(&(w), ..., &k (w)) = /g(xl, oo rp)pr(de, ..., dx),
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ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integralt jelol az F' figguény dltal meghatdrozott
ur Stieltjes mérték szerint. Ez a formula akkor érvényes, ha

/\g(:cl,...,xk)]up(dxl,..., dxy) < o0.

Ellenkezd esetben az En vdrhato értéket nem definidltuk.

Az egy-dimenzids esethez hasonlén a tobb-dimenzids esetben is érdemes bevezetni
eloszlasfiiggvények stiriiségfiiggvényének a fogalmat. Amennyiben valamely valdszi-
niségi valtozok egyiittes eloszlasanak van stlirtiségfiiggvénye, akkor ezen valdszinliségi
valtozok valamely fiiggvényének a varhatd értékét ki lehet szamolni ezen striségfiigg-
vény szerinti alkalmas integral segitségével. Az igy kapott formula altalaban jobban
hasznalhaté konkrét feladatokban mint az eloszlasok szerinti integral. Megadom a tobb-
dimenzios strtiségfliiggvény definiciéjat és az elébb jelzett eredmény pontos megfogal-
mazasat.

Tobb-dimenzios eloszlasfiiggvény siiriiségfiiggvényének definicidja. Azt mond-
Juk, hogy eqy F(x1,...,x) tébbvdltozos eloszlasfigguénynek létezik f(uq,...,uy) sdrd-
ségfiigguénye, ha teljesiil az

xrq T
F(:z:l,...,mk):/ / flug, ... ug)duy ... duyg

azonossdg minden —oo < x; < oo, 1 < j <k szdmra.

Tétel. Ha (&1,...,&) valdsziniségi valtozok F(x1,...,xx) eloszldsfigguényének létezik
flug, ..., ug) siriségfigguénye, akkor ez teljesiti minden g(-) k-vdltozds (mérhetd) fiigg-
vényre a kovetkezé azonossagot:

Eg(ﬁl,...,fk):/ (uy,...,ug)ppr(duy,..., dug)

/ / g(ur, ... ug) flug, ... ug)duy ... dug,

ahol pp jeloli az F eloszldsfiggvény daltal meghatdrozott Stieltjes mértéket. Ez az azo-
nossdag ugy értendd, hogy az annak két oldalan szerepld kifejezés eqyszerre létezik vagy
nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesque integrdlt értelmezzik. Ha a jobb-
oldalon szerepld integrdl létezik mint (kozdnséges) Riemann integrdl, akkor ez az integrdl
tekinthetd gy is mint (egy a Riemann integrdl értékével megegyezd) Lebesque integrdl.
Tehdt az azonossdg ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.

Az egydimenzids esethez hasonléan a tobbdimenzids stirtségfiiggvényeket is lehet
jellemezni. Igaz a kovetkezo tétel.

Tétel. Egy k-vdltozds f(ua,...,ur) figguény akkor és csak akkor siriiségfiggvénye
eqy alkalmas k-dimenzids eloszldsfiiggvénynek, ha f(uq,...,ux) > 0 majdnem minden
(uy,...,ux) pontban, és

/ / Flur, .. ug)dun ... dug = 1.
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