A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat 6todik eléadasa.
2001 februdar 27.

Osszefoglald:

A varhaté érték tulajdonsigainak bizonyitasanal sziikségiink van az alabbi segédtételre,
mely megegyezik a Fazekas konyvben szereplo 2.6 Allitdassal a 61. oldalon.

Segédtétel. Legyen £ egy diszkrét valdsziniségi vdltozé egy (2, A, P) walésziniiségi

mezén, mely valamilyen x1,xs,..., értékeket vesz fel, és legyen By = {w : &{(w) =
xp}, k=1,2,..., a & valdsziniiségi vdltozo értékei dltal meghatdrozottt teljes esemény-
rendszer. Legyen Cj, j = 1,2,..., egy ennél finomabb teljes eseményrendszer, azaz

tegyiik fel, hogy a C; € A halmazok diszjunktak, |J C; = Q, és minden C; halmazhoz
j=1
tartozik olyan By halmaz, melyre C; C By. Ha C; C By, akkor rendeljik hozzd a
C; halmazhoz az y; = x szdmot. A Y xp,P(By) és Y y;P(Cj) Osszegek egyszerre
k=1 j=1

abszolut konvergensek, és ha ezek az osszegek abszolut konvergensek, akkor
E¢ =% axP(By) = Y _y;P(C)).
k=1 j=1

oo
Bizonyitds: Ha a ) x,,P(By) Osszeg abszolut konvergens, azaz létezik olyan L < oo
k=1

szam, melyre > |xy|P(By) = L. Ekkor minden N indexre
k=1

N 00
D i P(Cy) <l P(By) = L,
j=1 k=1

ezért > |y;|P(C;) < L, azaz a ) y;P(C;) Osszeg is abszolut konvergens. Ha a
- —

J 7j=1
> y; P(C;) Osszeg is abszolut konvergens, akkor ) |y;|P(C;) < L < oo alkalmas
j=1 Jj=1
N N 00
L szdmmal, ahonnan tetszbleges N indexre ) |zix|P(Bx) = >, >  |y;|P(C;) <
k=1 k=1j: C;CB,

o.¢] o.¢]
> ly;|P(C;) < L < oo ahonnan a Y, zP(By) Osszeg is abszolut konvergens.
j=1 k=1

Ha a fenti sorok abszolut konvergensek akkor minden € > 0 szamhoz létezik olyan

N = N(e) index, hogy >  |xx|P(Bg) < . Ekkor
k=N

Y Y |ylP(Cy) <e.

k=N j: C,;CBy



Legyen U, = {j: C; C By} minden k = 1,2,... szamra. Ekkor minden Uj halmaznak
van olyan véges Vi = Vi () C Uy részhalmaza, melyre

| Y P(Cy) <e27F

JEUR\ Vi
Ekkor
Y yP(CH— D wP(CHI < D ylPC) k=12,
Jj: jEVR Jj: CjCBg JEUR\ Vi
és
> yiP(Cy) —xkP(By)| < Y |y|P(Cy) k=1,2,...,
J: J€VK JEUR\ Vi
ahonnan
o] N—-1 0o N—1
>y P(Cy) - yiP(CH < DD Il PC+ D Y [yl P(Cy) < 2,
j=1 k=1 jeVy k=N jeV k=1 jeUr\ Vi
és
oo N-1 00 N-1
> ik P(By) — ST yPCH < Dkl PBR)+ D Y |y P(Cy) < 2.
k=1 k=1 jeVy k=N k=1 jeUr\ Vi
Innen

ZyjP(Cj) —) 2, P(By)| < 4e.

k=1
Mivel ez az allitds minden € > 0 szamra érvényes, innen kovetkezik a Segédtétel allitasa.

Az el6z6 eldaddsban megfogalmazott E(§1 + &2) = E&1 + E&s reldcid bizonyitdsa.
Ha a &; és & valdszintiségi valtozok xq, xo, ... értékeket vesznek fel, akkor tekintsiik az
{w: & =x;,& =}, j,k=1,2,..., eseményeket. A Segédtétel alapjan

E& =) ) aP(é = 5,6 = ),
j=1k=1

és

B& =) Y apP(& =z, = xp).

j=1k=1



E két azonossigot Osszeadva, és alkalmazva megint a Segédtételt kapjuk, hogy
E§1+E§2:ZZ zj+ k) P& = xj,8 = x) = E(& + &),
j=1k=1
mert az {w: & (w) = zj,&(w) = i}, 4,k =1,2,..., halmazok egy finomitésat adjak az
{w: & (w) + &(w) =y}, (y = x5 + o alkalmas x; és x, szdmmal) alakd halmazokbol
allé particionak.

Tétel. Legyen & diszkrét valosziniségi valtozo, mely bizonyos x1,xa, ... értéket vesz fel
és g(x) valds fligguény. Ekkor

= glz)PE=x)).

feltéve, hogy a > g(x;)P(§ = x;) dsszeg abszolut konvergens.

i=1
Bizonyitds: Vezessik be az z, ~ x, relaciét, ha g(z,) = g(x,). Ekkor ~ ekvi-
valenciarelacié, és az x1,x9,..., értékeket megszamlalhatoé sok Dy, Do, ..., osztalyba

tudjuk sorolni ugy, hogy x, és x, akkor keriil ugyanabba az osztalyba, ha x, ~ x,.
Definidljuk a z; szdmot gy, hogy legyen zp = g(x,), ha x,, € Dy. Vezessiik be tovabbé
a By ={w: £(w) € Dy} és Cj = {w: £(w) = z;} halmazokat az (€2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Ekkor a varhaté érték definicidja illete a Segédtétel alapjan

=Y wP(C) =) g(z;)P(Bj) =) g(z;)P(6 = x;),
k =1 J=1

o0
feltéve, hogy a > g(z;)P(£ = x;) Osszeg abszolut konvergens.
j=1

Tétel Legyenek &1,&s,...,&, fiuggetlen, diszkrét valdsziniiséqgi vdltozok melyek minde-
gyikére létezik az EE;, 1 < j < n vdrhato érték. Ekkor az E§1&s---&, varhato érték is
létezik, és

E& &&= E§1ESy - - - EE,.

Megjegyés: A fent megfogalmazott eredmény rendkiviil fontos tulajdonsaga a fiig-
getlen valészintiségi valtozdknak. A Fazekas konyvben ez az eredmény csak az n = 2
esetben van megfogalmazva a 2.21 Tételben a 66. oldalon. Ha jél tudunk szédmolni
fliggetlen valdszintiségi valtozokkal, akkor az altalanos eredmény visszavezethet6 erre a
specialis esetre, de egyszertibbnek lattam kozvetleniil az dltalanos esettel foglalkozni.
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Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a &1,...,&, valészinliségi valtozok x1,xo, ..., értékeket
vesznek fel. Ekkor

- BE, = Z zj, P(§& = xj5,) -+ Z zj, P(&n = x;,)

Jl 1 jnzl

—Z Zx P& =wj,) P& =xj,)

J1=1 Jn=1

o0 oo
:Z...Z:le...xjnp(g]_:le’...7£n:ajjn),

Jji=1 Jn=1

a &, 1 < j < n valdszinliségi valtozok fliggetlensége miatt, valamint azért mert a fenti
sorok mindegyike abszolut konvergens. (Ugyanis abszolut konvergens sorok szorzata
is abszolut konvergens.) Viszont a Segédtétel alapjan a fenti azonossag jobboldaldn
szereplo kifejezés F& 1€y - - - &, ezért

E&1&a - &n = EGE s - En.

A szorasnégyzet fogalma.

Azt hogy valdsziniiségi valtozok koriilbeliill mekkora értéket vesznek fel az (egyel6re csak
diszkrét valdsziniiségi valtozok esetén targyalt) varhaté érték méri megfelel6 médon.
Annak mérésére, hogy mekkora a valészintliségi valtozé ingadozasa a varhaté értéke
koriil vezették be a szordsnégyzet (angolul variance) fogalmat. Ennek definicidja a
kovetkezo:

A szérasnégyzet definicidja: Legyen & olyan valdszindségi vdltozo, melyre E€? < oo.
Ekkor a & valdsziniiséqgi vdltozo szordsnégyzetét az

Varé = E (¢ — E¢)?

képlet definidlja. Ha EE? = oo akkor a Var & szdrdsnégyzetet nem definidljuk vagy azt
mondjuk, hogy Var & = oo.

Lemma.

Var{ = E¢® — (E¢)*.
Tovébba, (E)* < EE2.
Bizonyitas:
0<Varé =E({—E¢)’=E (52 — 28BS + (Eé)Q)
= E¢? - 2E¢E¢ + B¢ = EE? — (E¢)?

a vérhaté érték tulajdonségai miatt. Osszehasonlitva a bal és jobboldalt kapjuk a
megfogalmazott egyenlotlenséget.



Megjegyzés: Ha precizek vagyunk felmeriilhet a kérdés, teljesen kifogdstalan-e a fenti bi-
zonyitas. Az okozhat esetleg probléméat, hogy csak akkor definidltuk a varhaté értéket,
ha a definidlé Osszeg abszolut konvergens. Ezt viszont csak az E£2-16] tettiik fel,
ugyanakkor az F¢-vel is szabadon szamoltunk. Nem okoz-e ez gondot?

Az, hogy a fenti szamolas jogos, példaul a kovetkez6é modon lathatéd. Vegyen fel
a & valésziniiségi valtozd xq1,xo,... értékeket, és definialjuk a & valdszintiségi valtozd
&, kozelitéseit, n = 1,2,..., a kovetkez6 médon: ¢,(w) = {(w), ha {(w) = =,
1 <k <n,&(w) =0, ha {(w) = zk, és k > n. Ekkor a &,(w) illetve ennek ab-
szolut értékével a |, (w)| valészinliségi véltozokkal szabadon végrehajthatjuk a fenti
szémoldsokat. Innen kovetkezik, hogy (E|&,(w)])® < E€2(w) < E€2(w). Innen viszont
n — oo hatdratmenettel kapjuk, hogy (E|¢])? = nler;o (E]En(w)|)2 < B (w). Ez azt
jelenti, hogy az E¢ varhato értéket meghatarozo osszeg is abszolut konvergens, és a fenti
szamoléasokat elvégezhetjiik.

Feladat:
Minden m valds szamra

E(§ —m)? = E(§ — EE)® + (B —m)”.
Kovetkezésképpen
Var{ = inf E[(-m)?].

—oo<m< oo
Lemma. Minden a és b valds szamra

Var (a¢ + b) = a*Var €.

Bizonyitas:

Var (a€ + b) = E [(a€ + b) — E(a& + b)]* = E [(a& + b) — aE(€ — b]?
= E [a*(€ — E€)?] = a*E(§ — E€)? = a®Var&.

A kovetkezo eredmény rendkiviil hasznos Osszefiiggést ad, ha fiiggetlen valdszintiségi
valtozok oOsszegének szérasnégyzetét akarjuk kiszamitani. Hangsulyozzuk, hogy ebben
az eredményben fontos a tekintett valdszintiségi valtozok fiiggetlensége. Késébb meg-
fogalmazzuk ezen eredmény altalanositasat abban az esetben, ha az 6sszeadandok nem
feltétleniil fiiggetlenek, és latni fogunk példakat, melyek megoldasaban ezt az altalano-
sabb eredményt érdemes alkalmazni.

Tétel. Ha &1,&,, ..., &, figgetlen valdsziniiségi vdltozok, akkor

Var (& + &+ -+ &) = Var&y + Var&, + - + Var &,

Kovetkezmény. Ha &1,&, ..., &, fliggetlen valosziniiséqgi valtozok, c1,ca, ..., cp valds
szamok, akkor

Var (c1€1 + coby + - 4 cu€y) = c2Varéy + ca3Varéy + -+ - + 2 Var&,.
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A Tétel bizonyitasa. Vezessiik be a fj = {; — E¢; valdszinliségi valtozokat. Ekkor

Var (& + 6o+ 4+ &) =Bl + &+ + &)

n—1 n
=EG+&+ -+ EL+2) Y EGé

i=1 k=jt1
=E& + &+ -+ EE =Varé, + Var&y + -+ + Varg,,

mert BE;E, = BEEEE, = 0 minden 1 < j < k < n szémra a & illetve a &, 1 < j < n,
valészintiségi valtozdok fiiggetlensége miatt.

Feladat:

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymds utan. Szamoljuk ki a fej-
dobasok szamanak a szérasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt direkt modon
felirva és kiszamolva a szorasnégyzetet kifejezd Osszeget masrészt egyszeriibben az
elozo tétel segitségével.

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymés utan. Szamoljuk ki a dobéas-
eredmények Osszegének a szorasnégyzetét.

Megfogalmazzuk az el6zo tétel altalanositasat, mely lehetové teszi azt, hogy kisza-
moljuk nem feltétleniil fliggetlen valdszintliségi valtozok Osszegének a szérasnégyzetét.
Ennek érdekében el6szor be kell vezetniink egy 1j fogalmat, két valdszintiségi valtozd
kovarianciafiiggvényét, mely azt méri hogy milyen erés a kapcsolat két valdszintiségi
valtozd kozott.

A kovarianciafiiggvény definicidja. Legyen & és n két valosziniiségi valtozo, melyek
mindegyikének létezik szdrdsnégyzete, azaz EE? < oo és En? < oo. FEkkor a & ésn
kovariancifiigguényét Cov (§,n)-t a

Cov (§,n) = E[(§ — E&)(n — En)]

kifejezés definidlja. Ha a EE% < oo és En? < oo feltételek valamelyike nem teljestil,
akkor nem definidljuk a Cov (§,1) kovariancifiiggvényt.

£ — E¢J? N In — En|?
2

< oo. Innen kévetkezik, hogy az E¢2 < oo és En? <

Megjegyzés: |(§ — E€)||(n — En)| <
E|¢ — E¢|*  Eln— En|?
5 +

, ahonnan E|(§ — E¢)||(n —

En)| <

oo feltételek teljesiilése esetén a Cov (&, n)-t definidlé varhaté érték valéban létezik.

Lemma.
Cov (§,n) = E¢n — ESEn.

Kovetkezmény. Ha £ és n két fiiggetlen valdsziniiségi vdltozd, akkor Cov (&,m) = 0.

Lemma bizonyitdsa.
Cov (§,n) = E[¢n—nE{—EEn+ E{En] = E{n— E{En— ECEn+ E{En = E¢n— ECED.
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Most megfogalmazzuk az alabbi eredményt valdszintliségi véltozok Osszegének a
szorasnégyzetérol:

Tétel. Ha &1,...,&, valdszinlségi vdltozok ugyanazon a valdsziniiségi mezdn, melyek
mindegyikének létezik szorasnégyzete, akkor

Var Zgj = ZVarﬁj +2 Z (E&;i&k — B ESk)
j=1

Jj=1 1<j<k<n

= ZVarfj + 2 Z (COV (5]7&“)
j=1

1<j<k<n

= ZVarfj —|— Z (COV (fj,fk)
j=1

1<j,k<n, j#k

Bizonyitas.
n n 2 n 2 m n m n

Var | Y 6| =E(D & —[ED 4| =B D D && | — | DD EGES
j=1 =1 71=1 j=1k=1 j=1k=1

n

=2 (BG —(B)’) +2 > (Bg& — BGEG).

j=1 1<j<k<n
és EE; — (E¢;)* = Vargy, BE&, — EEEE, = Cov (&, k).

Megmutatjuk a (gyakorlaton), hogy a fenti eredmény segitségével viszonylag egy-
szertien meg tudjuk oldani a kovetkez6 két feladatot.

Feladat:

Legyen egy urndban 30 piros és 70 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golydt vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szaménak varhatéd értékét és
szorasnégyzetét.

Feldobunk egy dobodkockat, majd ezutan egy szabalyos pénzdarabot annyi alka-
lommal, amennyi a kockadobds eredménye volt. (Az egyes dobédsok eredményei
fiiggetlenek egymdstdl.) Szamoljuk ki a fejdobdsok szaménak varhaté értékét és
szorasnégyzetét.

Vagiil targyaltuk azt, hogyan lehet kiszamolni fiiggetlen, diszkrét eloszlasi va-
l16szintiségi valtozok Osszegének az eloszlasat, majd definidltuk diszkrét valdszinliségi
valtozok eloszlasainak a konvolucigjat, és néhany megjegyzést tetiink ezzel kapcsolat-
ban.

Legyen £ és n két fluggetlen, diszkrét valdszintiségi valtozd, melyek valamilyen
xr1,Ta,... értékeket vesznek fel. Ekkor ezek Gsszege a £ +n valdszintiségi valtozé szintén
diszkrét és eloszlasat ki tudjuk szamolni a kévetkezé médon:

Pl+n=1x)= Y PG =mimn=a) = > P(g =x;)P(n =)

(zj,zr): zj+zp=c (zj,2r): zjter=c



Ez a képlet egyszertisodik abban a fontos specidlis esetben, ha a fliggetlen & és n
valoszinliségi valtozok csak egész értékeket vesznek fel, és még egyszeriibb, ha csak
nem negativ egész értékeket vesznek fel. Azt az eredményt, melyet ebben a specidlis
esetben kapunk fogalmazzuk meg tétel formajaban.

Tétel. Legyen £ és n két fiiggetlen, egész értékeket felvevd valdsziniiségi vdltozo. Ekkor
a & + n valoszinidségi valtozo is csak egész értékeket vesz fel, és

P+n=n)= > PE=kPn=n—k), n=0+1,+2,. ...

k=—0o0

Ez a formula tovdbb egyszerisodik, ha a fiiggetlen & és n valdsziniségi vdltozok csak nem
negativ egész értékeket vesznek fel. Ekkor

n

P(f+77=n)=ZP(§=k,’)P(n:n—k), ha n >0,
k=0

P4+n=n)=0, han<D0.

Bizonyitds: A tétel els6 képlete azonnal adddik a tétel el6tt targyalt dltalanos esetbdl ab-
ban az esetben, ha a valészinliségi véltozdk x1, xo, ... értékei egész szamok. A masodik
képlet az els6 képlet kovetkezménye, ha észrevessziik, hogy elég csak azon (k,n — k)
parokra Osszegezni, melyekre P(§ = k)P(n = n — k) # 0. Ez azt jelenti, hogy ab-
ban az esetben, ha £ és n nem negativ egészeket vesznek fel, akkor az Osszegezésbol
kihagyhatjuk azokat a tagokat, melyekre k < 0 vagy n — k < 0, azaz k > n.

A fenti eredmény miatt érdemes bevezetni a kovetkezo definiciét.

Diszkrét, egész értéku eloszlasasok konvolucidjanak a definicidja. Legyen
P:{pkkzo,il,iz,} és Q:{qkk;:o,:t17j:2,}

két az egész szamokon értelmezett diszkrét eloszds, azaz tegyiik fel, hogy pr, > 0, qi > 0,

k=0,+1,£2,..., > pr =16 > qr = 1. Ekkor a P és Q eloszlasok kon-
k=—0c0 k=—0o0

volucidja, az a R =P Q= {r,: n=0,+1,+2 ...} eloszlds, melyre

o0
Pn= Y Pk, n=0,%£1,£2 ..

k=—00

Abban a specidis esetben, ha pr, =0 és q. =0 k < 0 esetén, akkor r, =0 n <0 esetén,

€s
n

Tn:zkan—lm n:0,1,2,....
k=0



Erdemes a kovetkezd észrevételt tenni. Legyen f (x) és g(z) két fiiggvény, melyek

hatvanysorba fejthetéek, azaz,

fl) =) aa®, gl@)=> ba*,
k=0 k=0

ha —A < x < A valamilyen A > 0 szdmmal. Ekkor az f(z)g(x) szorzat is sorba fejthetd,

azaz

oo

f(z)g(z) = caa™

n=0

(ugyanabban a —A < x < A intervallumban), és

n
Cn — E akbn_k.
k=0

Vegyiik észre, hogy a fenti hatvanysorokban szerepl6 ay, by és ¢, egyiitthatok kozott ha-
sonlo relacié érvényes mint ami a konvolucié definicigjaban szerepelt. Ezekiviil érdemes
tudni a kovetkez6 analizisben bizonyitott eredményeket.

a.)

oo

Ha az f(x) fiiggvény hatvdnysorba fejthets, azaz f(z) = Y. apx® valamilyen
k=0

—A < z < A intervallumon, A > 0, akkor az f(x) fiiggvény értékei a —A < = <

A intervallumon meghatarozzik az a,, egyiitthatékat. (S&ét azok explicit médon

d" f(z)

kiszamithatoak az nla,, = g képlet segitségével.)
xr =0
Ha f,(z), n = 1,2,..., fliggvényeknek egy olyan sorozata melyek mindegyike
oo
eléallithaté f,(z) = > aknz" hatvdnysor alakban valamilyen —A4 < z < A,
k=0

A > 0 intervallumon, ahol az A > 0 szam nem fiigg az n indextol, tovabba létezik

az f(zr) = lim f,(z) hatdrérték minden —A < x < A szdmra, akkor az f(x)

hatdrfiiggvény is hatvanysorba fejtheté f(x) = > apx® alakban a —A < z < A
k=0

intervallumon. Tovabbd a; = lim aj , minden k = 0,1,2,... egyiitthatora.
n—oo

Késobb latni fogjuk, hogy a hatvanysorok fent emlitett tulajdonsagai jol hasznal-

hatéak bizonyos valészintliségi vizsgdlatokban.



