A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat tizenharmadik el6adasa.
2001 mdjus 8.

A x? eloszlasokrdl és y? prébardl.

Tekintsiik a tobb-dimenzids normalis eloszlasok bevezetdjében tekintett elsé problémét.
Hogyan tudjuk ellenérizni, hogy egy dobdkocka szabélyos-e?

Dobjuk fel a dobékockat n alkalommal, és legyen

(v(1),...,v(6)) = (n(1),...,vs(6))

az 1,...,6 dobaseredmények szdma. Megmutatjuk a tobb-dimenziés centralis hatar-
18 n\ 2

eloszlés segitségével, hogy az — > <Vn () — E) val6szintliségi valtozéknak van hatar-
n j=1

eloszldsuk, ha n — oo, (feltéve, hogy egy szabdlyos dobdkocka egymastdl fliggetlen
dobéasainak az eredményeit tekintjiik), és ezt a hatareloszlast explicit médon meg tudjuk
adni. Ez lehetoséget ad egy kocka szabdlyossaganak ellenérzésére. Ennek a feladatnak
a kovetkez6 természetes altalanositasat fogjuk tekinteni:

Legyen adva k urna, és ellendrizni akarjuk azt a feltételezést, mely szerint ha

egy goly6t véletleniil bedobunk ezen urndk valamelyikébe, akkor az p;, p; > 0, va-
k

16szintiséggel esik a j-ik urndba, Y  p; = 1. Ennek a feltételezésnek az ellendrzése
j=1

érdekében dobjunk egyméstdl fliggetleniil n golyét ezekbe az urnékba, és jelolje v, (j) a

j-ik urnaba es6 golydk szamat. Be fogjuk latni, hogy feltételezésiink teljesiilése esetén

a i (Vn(]> _npj)2

j=1 np;
és ez a hatéreloszlas az tgynevezett k — 1 szabadsagfoki x? eloszlds. Megadjuk a x?
eloszlasok definicigjat.

valoszinliségi valtozoknak létezik hatareloszlasa n — oo esetén,

A k szabadsagfokt x? eloszlds definicidja. Legyen &1,...,&, k darab fiiggetlen
k
standard normdlis eloszldasi valdsziniségi valtozd. Ekkor a £J2- valdsziniiségi vdltozo
j=1
eloszldsdt nevezziik k szabadsdgfoki x2 (k) eloszldsnak.

Megjegyzés: Lattuk a 10. el6adason targyalt feladatok egyikében, hogy a 2 szabad-

sdgfoki x2(2) eloszlds a A\ = 3 paraméterii exponencialis eloszlas, azaz az az eloszlas,

1
melynek stirtiségfiiggvénye az f(z) = ie_x/Q, haz >0, és f(x) =0, ha x <0.

A fent emlitett hatareloszlastétel segitségével a kocka szabdlyossdganak ellendr-
zéséhez hasonldan ellenorizni tudjuk feltételezésiink helyességét. A hatareloszlastétel

Un(7) — np;
bizonyitasa azon alapul, hogy egyrészt meg tudjuk adni a {M, j=1,... ,k}
npj
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véletlen vektorok hatéreloszlasat a tobb-dimenzids centrédlis hatareloszlastétel segitsé-

gével. Masrészt belatjuk, hogy ha <n§n), e ,n,(gn)) véletlen vektorok eloszldsban kon-

vergédlnak egy (71, ..., nx) véletlen vektorhoz n — oo esetében, és f(x1,...,xy) folytonos

k-valtozés figgvény, akkor az f (n%n), . 7771(:))7 n = 1,2,..., valdsziniségi valtozok

eloszldsban konvergdlnak az f(ny,...,n) valészintiségi véltozéhoz. Ez lehet6vé teszi a
minket érdekl statisztikak hatareloszldsanak megadasat. Ezt a hatareloszlast egyszerti,
jol attekintheté alakban akarjuk megadni. Ezt azért tudjuk megtenni, mert mint
azt egy megoldasaval egyiitt ismertetett feladatban megfogalmazom, ha (n1,...,nx) k-
dimenzios nulla varhaté értékit D kovarianciamétrixi normalis eloszlasu véletlen vektor

valamilyen ismert D kovariancia matrix-szal, akkor bizonyos alapveto linedris algeb-
k
. , (124 2 /s ¢ . 2 L s
rai eredmények felhasznélaséaval egyszerii formaban megadhatjuk a '21 n; valoszintiségi
]:
valtozo eloszlasat.

El6szor megfogalmazzuk és bebizonyitjuk a fent emlitett allitast.

Lemma. Legyen (Sin,...,Skn), n = 1,2..., k-dimenzios valdsziniségi vektorok so-
rozata, amelyik eloszlasban konvergdl eqy (S1,...,Sk) k-dimenzids véletlen vektorhoz
n — oo esetén, és legyen f(x1,...,xr) egy k-vdltozds folytonos figgvény. FEkkor a
To=f(Sin,---»Skn), n=1,2,..., valdsziniségi vdltozok eloszldasban konvergdlnak a
T = f(S1,...,Sk) valdsziniiségi viltozéhoz n — oo esetén.

Bizonyitds: Hasznaljuk a tételt az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos
figgvények segitségével. Eszerint az Sy ,,...,Skn véletlen vektorok sorozatdnak el-
oszlasban valé konvergenciat dgy is megfogalmazhatjuk, hogy tetszoleges folytonos és
korlatos h(xi,...,zy) fliggvényre teljesiil a lim Eh(Si ..., n) = Eh(S1,..., k)

n—oo

reldcié. Legyen g(-) folytonos és korlatos fiiggvény. Ekkor g(f(x1,...,xx)) folytonos és
korlatos fiiggvény, ezért teljesiil a

lim Eg(Tn) = nh—{%o Eg (f (Sl,n7 . '7Sk,n)) = Eg (f (Sla s 7Sk)) = Eg(T)

n—oo

reldcid. Innen kovetkezik a Lemma allitasa.

Feladat:
Legyen n = (m1,...,n%) k-dimenziés normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozo nulla
varhaté értékkel és D kovariancia matrix-szal. Legyenek a A1,..., Ay szdmok a D

matrix sajatértékei (multiplicitdssal). Bizonyitsuk be (alapvetd linedris algebrai is-

k
meretek felhaszndldsaval), hogy a njz- valoszintliségi valtozo eloszlasa megegyezik
Jj=1
k
egy >, /\j§g2' valoszintliségi valtozé eloszldasaval, ahol &1,...,&, fiiggetlen standard
i=1
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok.

Megoldds: A D matrix felithaté D = UAU* alakban, ahol U unitér, A pedig olyan
diagondlis mdtrix, melynek atléjdban a D mdtrix \; sajitértékei vannak. (Az
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U matrix is felirhaté explicit médon a D nétrix sajatvektorainak segitségével, de

erre a tényre itt nincs sziikségiink.) Az n = (n1,...,nx) véletlen vektor eloszlasa
megegyezik egy 7 = (N1,...,7k) = EAV2U* = (&1, ..., &)AY2U* véletlen vektor
eloszlasaval, ahol a & = (&1,...,&k) véletlen vektor standard normadlis eloszldsu.

Valéban 77 normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek varhato értéke nulla és ko-
variancia métrixa a (AY/2U*)*AY2U* = UAY2AY2U* = UAU* = D métrix. Ezért
k k
a 77]2 valésziniiségi véltozé eloszlasa megegyezik a ) 17]2- valészintiiségi valtozd
j=1 J=1
eloszlasaval. Vegyiik észre, hogy az 7 = (1,...,7k) = nU = (71, . ..,Mx)U vektorra

k
teljestil a > 77]2- = 77]2- azonossag, mert U unitér, tehat tavolsdgtartd transz-
j=1 j=1

k
formécié. Viszont 77 = qU = EAY2U*U = ¢AY2. Ez azt jelenti, hogy a > 77]2-
j=1

k k
valésziniiségi valtozé eloszldsa megegyezik a ()\j/ &2 = )\jé‘]z valészintiiségi
Jj=1 Jj=1
valtozé eloszlasaval, és ez a feladat allitasa.

Az alabb megfogalmazott eredményen alapul a x? préba.

Tétel. Legyen adva k darab urna, melyekbe bedobunk egymdstol figgetlenil golydkat gy,
k

hogy mindegyik golyo p; valoszindséggel esik a j-ik urndba, 1 < j <k, > p; = 1. Jeldlje
j=1

E (vp(5) — npj)?
Vn(j) a j-ik urndba esé golydk szamdt az n-ik dobds utdn. Ekkor a (vn(4) = ;)
Jj=1 np;
valdszintiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a k — 1 szabadsdgfoki x2(k — 1) elosz-
lishoz, ha n — oo. (Az urndk k szdma rdgzitett.)

A fenti tételben megjeleno hatareloszlds csak az urndk k szamatdl fiigg, de nem
figg a p;j, 1 < j < k, valészinliségektdl. Ez jelzi azt, hogy természetes statisztikét
vettiink, olyat amelyben a kiilonb6z6 urnakban levé golydk szaméanak az eltérése annak
varhaté értékétol egyforma fontos szerepet jatszik. Az, hogy a hatareloszlas a k — 1
szabadsdgfogi x?(k — 1) eloszlds azzal fiigg dssze, hogy bar k véletlen szdm stilyozott
négyzetosszegét tekintettiik, (az egyes urndkba esé golydk szdmdnak eltérését tekin-
tettiik azok varhaté értékétél), de ezek kozott van egy determinisztikus Osszefiiggés.
Nevezetesen az, hogy az 0sszes urnaba esO golydk szama minusz azok varhatéd értéke
nullaval egyenlé. Ezt informalisan ugy szoktak interpretalni, hogy k—1 szabadsagi fokkal
rendelkez6 véletlen vektorok koordinatainak a négyzetosszegét tekintettiik, illetve azok
hatareloszlasat. Ilyen esetben a hatareloszlast olyan véletlen 0sszeg adja meg, mely-
ben mindegyik szabadsagi foknak egy 6sszeadandé felel meg, amelyik fiiggetlen a tobbi
osszeadandétoél, és az egy standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozd négyzete.

A Tétel bizonyitasa: A tobbdimenzids centrélis hatdreloszlastétel alapjan a
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véletlen vektorok eloszldsban konvergalnak n — oo esetén egy olyan (n1,...,mx) k-
dimenziés normadlis eloszlasi véletlen vektorhoz, melyre En; = 0, Varn; = (1 — p;),
1<j <k, ésCov(n;,m) = —/Pjpi, hal < 5,1 <k, és j # l. Valdban, defindljuk azokat
ats = (&s1,..,8&k), s = 1,2,..., k-dimenzids valdsziniiségi valtozékat, melyekre
€ = 1, és &1 = 01 # j esetében, ha az s-ik goly6 a j-ik urndba esik. Ekkor a
&1,&9,. .., véletlen vektorok fiiggetlenek és egyforma eloszlasuak, (v,(1),...,v,(k)) =

21 587 ESS - (p1> cee 7pk’>7 Eg.z,J =Dy, Vargs,j - (1 _p])p]7 Cov (gs,jags,l) - Egs,jgs,l -
E¢s ;B¢ = —pjpi, ha j # . Ezért alkalmazva a tobb-dimenzids centralis hatarelosz-

(i fl,s - Efl,s L fk,s - Eék,s
s=1 \/p_l ’ 75:1 v/ Pk

lastételt a —

NZD

) osszegekre megkapjuk a fenti
allitast.

Felhasznélva ezt az eredményt valamint alkalmazva az el6zoleg kimondott lemmat
b (Vn(j) - npj)2

k
az f(r1,...,25) = > x? fiiggvénnyel kapjuk, hogy a > valdszintiségi
=1 j=1 np;
k
véaltozok eloszlasban konvergdlnak egy > 77]2- val6szintliségi valtozohoz, ahol (11, ..., 7k)
j=1

véletlen vektor k-dimenzidés normaélis eloszlastu valdoszinliségi valtozo, melynek varhato
értéke nulla, és D = d;;, dj; = Cov(nj,m), 1 < j,1 < k, kovariancia mdatixat a
Varn; = (1 —p;), 1 < 4,1 <k, é Cov(nj,m) = —\/pjpi, ha 1 < j,l < k, és j # 1
képletek hatarozzak meg. Ezért elég belatni azt, hogy egy nulla varhaté értéki és a
fenti kovarianciafiiggvénnyel rendelkez6 normalis eloszlasu (11, ..., ;) véletlen vektorra

I
a Y, 77]2 kifejezés x?(k — 1) eloszldst valdszintiségi valtozo.
i=1

Ennek beldtdsa érdekében tekintsiik az (11,...,n;) véletlen vektor D = (d;;),
1 < 4,1 < k, kovarianciamatrixat, és értsiik meg annak szerkezetét. Azt allitjuk, hogy az

u = (\ /D1,y /pk) vektor sajatvektora a D kovarianciamatrixnak nulla sajatértékkel és
k
emellett, ha egy = = (21, ..., x)) vektor merdleges erre az u vektorra, azaz » | x;,/p; =
i=1
0, akkor az x vektor a D matrixnak sajatvektora 1 sajatértékkel.

Valéban, tetszoleges 1 < j < k szamra

D Vi = =B Y n=—ybi(1 =) = —\/Bds,

l: 1#5 l: lI#£7
k
ahonnan ) /pid;; = 0, ami azt jelenti, hogy az u vektor a D matrix sajitvektora nulla
=1
k
sajatértékkel. Ha ) z;,/p; = 0, akkor minden 1 < j < k szdmra
j=1

Y dumi= VB Y Vi = /BiVbit; = P,

1 1#£j 1 1#£j



k

ahonnan ) d;j;x; = zjp; + x;(1 — p;) = x;, és ez azt jelenti, hogy az = vektor a D
=1

matrix sajatvektora egy sajatértékkel.

Ez azt jelenti, hogy a D kovariancia matrixnak létezik egy nulla és £ — 1 1 sajatér-
tékkel rendelkez6 ortogonalis sajatvektora. Valoban, az u = (1 /DLy ey /pk) vektor és a
ra merdleges altér tetszoleges k — 1 vektorbdl allé ortogonalis bazisa alkalmas valasztas.
Ezért a Tétel bizonyitasa kovetkezik a Tétel el6tt targyalt feladat eredményébol. Ekkor
ugyanis a sajatértékek rendszere az 1 szambol all £ —1 multiplicitdssal és a nulla szambol
egy multiplicitassal.

Feladat:

Legyen (&1,...,&m) m-dimenzids valészintiségi valtozé ¢q(ty,...,t,,) karakterisz-
tikus fiiggvénnyel, (11, ...,n,) n-dimenzids valészintiségi valtozd ¢a(ty, ..., t,) ka-
rakterisztikus figgvénnyel. A (&1,...,&m) és (m1,...,1m,) véletlen vektorok akkor
és csak akkor fiiggetlenek egymadstol, ha a (&1,...,&mn, M1, - -, Mn) N+ m-dimenziés
valésziniiségi véltozé ¢1(ty,. .., tn+m) karakterisztikus fiiggvénye

Pt tnam) = 01t tm)P2(Emtts - - tmegn)

alakban irhaté.

Megoldas: Ha a (&1,...,&m) és (n1,...,1,) véletlen vektorok fliggetlenek, akkor a
&1y &msM1,y - - -5 M) valdszinliségi véaltozo karakterisztikus fiiggvénye

w(t]_, L. ’tn+m) j— Eei(tl51+"'+t7n£7n+t'rn+1£7n+l+"'+t7n+’n£m,+n)

— Eel(tlfl"_+tm§m)Ee'L(tm+1€m+1++tm+n§m+n)

= Qol(th e ,tm)@g(tm+1, e 7tm—|—n)

alakban irhaté.

Megforditva, ha a (&1,...,&mn, M1, - - -, ) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye
teljesiti a @(t1,...,thtm) = ©1(t1, -« s tm)P2(tma1, - - - s tmtn) azonossagot, akkor
o1ty .y tm) = ©(t1, ..o tm,0,...,0) a (&1,...,&n), és hasonldan po(ty, ..., t,)
az (n1,...,mn) véletlen vektornak a karakterisztikus fliggvénye. Tekintsiink két
fliggetlen m illetve n-dimenziés véletlen vektort, melyek eloszlasa megegyezik a
(&1, .., &m) illetve (m1,...,m,) véletlen vektorok eloszldsdval, és ezenkiviil fiigget-
lenek egymastél. Ezeknek a valészinliségi valtozdknak a karakterisztikus fiiggvénye
a 1 illetve o, egyiittes eloszlasuk pedig a ¢(t1,...,th+m) fliggvény. Mivel egy
véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye egyértelmiien meghatirozza e véletlen
vektor eloszldsat, innen kovetkezik, hogy a (£1,...,&m) és (1, ..., nn) véletlen vek-
torok fliggetlenek.



A nagy szamok er6s torvénye.

Targyaltuk a nagy szamok gyenge torvényét, mely szerint ha tekintjiik &1,&o, ..., flig-
n

getlen, egyforma eloszlast valészintiségi valtozdk S, = > &, 7 = 1,...,n, Osszegét
=1

S S, . e
és —* 4tlagat, akkor az —- &tlagok sztochasztikusan konvergdlnak egy determiniszti-
n n

kus szdmhoz, mely szadm a &; valdszinliségi valtozé EE; varhato értéke. Belattuk, (a
Csebisev egyenl6tlenség segitségével), hogy a nagy szdmok gyenge torvénye érvényes
akkor, ha a & valdszintiségi valtozonak 1étezik szorasnégyzete. Valdjaban ez a feltétel
lényegesen gyengithetd. Ezenkiviil, fliggetlen valdszintliségi valtozdk atlagai nagyon
altalanos feltételek mellett nemcsak sztochasztikusan, hanem egy valészintiséggel is kon-
vergalnak a &; valészintiiségi valtozo E¢&; varhaté értékéhez. Ezt az eredményt nevezik a
nagy szamok erds torvényének. Megfogalmazom az emlitett eredményeket és fogalmakat
pontosan, és targyalni fogom ezen eredmények egymassal valé kapcsolatat. Sok fontos
és tanulsdgos eredményt csk kimondok, de id6hiany miatt a bizonyitasat elhagyom.

Elészor felirom a (részben mar kordbban ismertetett) kiilonbéz6 konvergenciafogal-
makat.

Az egy valdsziniliségili konvergencia definicidja: Valdszinidségi vdltozok &,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy valosziniséggel eqy & valdsziniségi vdltozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdsziniségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezén
vannak definidlva, mdsrészt)

n—oo

P <w: lim &,(w) = §(w)> =1

Megjegyzés: Az egy valdsziniiségi konvergenciat a valészinliségszamitasban és mérték-
elméletben majdnem mindeniitt valé konvergencianak is hivjak.

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdsziniségi valtozok ,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan eqy & wvaldsziniiségi vdltozéhoz, ha (egyrészt
ezek a valdsziniiségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szdmra

lim P (g, () = €@ > &) = 0.

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valoszinidségi vdltozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszlasban egy F(u) eloszldsfiigguényhez vagy az ezen
eloszlasfigguény dltal meghatdrozott eloszldishoz, ha lim P(§, < w) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(+) eloszldsfiiggvény fiiggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
En,m=1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata eloszlasban konvergal eqy & valdsziniiségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszldisban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiggvény-

hez.)



A tovébbiakban térgyalni fogjuk (részben kitiizott feladatok formajaban) a kiilon-
b6z6 konvegenciafogalmak kozotti kapcsolatot.

Igaz a kovetkez6 kapcsolat: Egy valdszinliségi konvergencia = Sztochasztikus kon-
vergencia = Eloszlasban val6é konvergencia.

Targyaljuk el6szor az egy valdszintiségi és sztochasztikus konvergencia kapcsolatat.
Ha &, (w) — &(w) egy valdszintiséggel, akkor definidlva az
A= 4(0) = {u: swp o) - ] <}
>n
halmazokat kapjuk, hogy az egyméasba skatulydzott A, halmazokra, (azaz A;(w) C
Ay C ---), Pl U An) = 1. Ezért lim P(A,) = 1. Mivel {w: [£,(w) — {(w)| <

n—1 n—00

e} DA, P(l€h(w) —E(w)| < ) — 1, azaz P(|€,(w) — £(w)| > €) — 0, ha n — oo.
Ez azt jelenti, hogy az egy valdsziniiségii konvergenciabodl kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia.

Nem kotelezd hézifeladat:

Valészintiségi valtozok &,,, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal egy
val6szintliséggel egy £ valdszintiségi valtozéhoz, ha az n,, = sup |§; — | valdsziniiségi
>n

véltozok sorozata sztochasztikusan konvergdl nulldhoz, azaz minden € > 0 szdmra
P(lim sup |k — €| >5) =0.
n—00 >n

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszinliségi
valtozdkat konstrudlni, melyekre a &,,, n = 1,2, ..., sorozat sztochasztikusan tart &-hez,
de a &, sorozat nem konvergal egy valészintliséggel a & valdszintiségi valtozéhoz.

Tekintsiik a kovetkez6 (2, A, P) valdszinliségi mez6t: Q a [0,1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebraja a [0, 1] intervallumon, a P val6sziniiségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

1 haze [(n—2F)27% (n+1-2F)27F]
&n(@) = kyo—k kyo—k
0 haz¢[(n—2%)27% (n+1-2%)27"]
akkor ha 28 <n < 281 Lk =1,2,...,
és £(z) = 0 minden 0 < z < 1 szdmra. Ekkor P(|¢, —¢&| > ¢) = 27 minden € > 0

szédmra, ha 2F <n < 281 Tehdt a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergal

a & val6szintliségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 1 minden 0 < z < 1 szdmra,
n—oo
ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valdsziniiséggel a £ valészintliségi valtozohoz.

Masrészt a Borel-Cantelli lemmabdl kévetkezik, hogy amennyiben minden € > 0
oo

szamra y_ P(|&, —&| > ¢) < oo, akkor a , sorozat egy valdszintiséggel konvergal a £
n=1

valészintiségi valtozéhoz. Miért?



A sztochasztikus konvergencia és eloszlaban valé konvergencia kozotti kapcsola-
tra érvényesek a kovetkezd nem kotelezd hazi feladatok form&ajaban megfogalmazott
allitasok.

Nem kotelezd hézifeladat:

a.) Ha &,, n = 1,2,..., valdszintiségi valtozok sztochasztikusan konvergalnak egy
¢ valdészintiségi valtozohoz, akkor a &, valdszintiségi valtozok eloszlasban is kon-
vergalnak ehhez a & valdszintiségi valtozohoz.

b.) Ennek az allitdsnak a megforditdsa nem igaz. Példaul, ha &, n =1,2,..., fiigget-
len, egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozok, melyek nem elfajultak, azaz nincs
olyan konstans melyeket ezek a valdszintiségi valtozok egy valdszinliséggel vesznek
fel, akkor a &, valdsziniiségi valtozok eloszlasban konvergdlnak a &; valdszintiségi
valtozéhoz, viszont nem konvergalnak sztochasztikusan.

c.) Viszont igaz a kovetkezé allitas: Ha &, n = 1,2,..., valészinliségi valtozdk elosz-
lasban konvergalnak egy a konstanshoz, (azaz egy olyan valésziniiségi valtozéhoz,
mely egy valészinliséggel az a konstanst veszi fel, akkor a &,, n =1,2,..., sorozat
sztochasztikusan is konvergal ehhez az a konstanshoz.

Most ratériink annak targyalasara, hogyan lehet a nagy szamok gyenge torvényének
a Csebisev egyenlGtlenségen alapuld bizonyitasat finomitva a nagy szamok erés torvényét
is bebizonyitani alkalmas feltételek mellett. Az alabb ismertetend6 érvelésben valéjaban
a tétel bizonyitasa érdekében a sziikségesnél sokkal erdsebb kikotéseket tesziink. Idézziik
fel a Csebisev egyenlotlenséget, illetve a nagy szamok gyenge torvényének a bizonyitasat
a Csebisev egyenlGtlenség segitségével.

Csebisev egyenlStlenség: Ha a & valdsziniiségi vdltozé mdsodik momentuma EE? =
m?, akkor tetszéleges x > 0 szdmra

P(igl > @) < =3

Innen kiévetkezik, ha ezt az eqyenldtlenséget a &€ = & — E€ valdszindségi vdltozora alkal-

mazzuk, hogy
Var
2’

P(l§ - B¢ > x) <

Megjegyzés: A Csebisev egyenlotlenség a Markov egyenlétlenség kovetkezménye, mely

E
szerint P(|¢] > x) < Bl
a Csebisev egyenlotlenséget. Hasonlé mdédon, alkalmazva a Markov egyenlétlenséget a

£2F valdszintiségi valtozdra, ahol k tetszéleges pozitiv egész szam, = > 0, kapjuk, hogy

E 2k
Pl > ) < o

. Alkalmazva ezt az allitdst a £2 valészintiségi valtozéra kapjuk

A nagy szamok gyenge torvényét ugy bizonyitottuk be, hogy megvizsgaltuk milyen
becslést ad a Csebisev egyenlotlenség annak valdszintiségére, hogy fiiggetlen, egyforma
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eloszlasu valdszintiségi valtozok atlaga legalabb e-nal eltér e valtozok varhato értékétdl.
Idézziik fel ezt a szamolast, illetve ezzel parhuzamosan vizsgaljuk meg azt is, milyen
becslést kapunk, ha tovabbre is azt a valdszinliségi valtozot vizsgaljuk, melyet gy
kapunk, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozdk atlaga minusz azok
varhaté értékét vessziik, de most ennek a valészintiségi valtozénak nemcsak a masodik
momentumat szamoljuk ki, mint tettiik a Csebisev egyenl6tlenség alkalmazasaban, ha-
nem a negyediket is. Latni fogjuk, hogy ekkor érdekes 1j eredményeket kapunk.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyenek &1, &, .. ., fiiggetlen, egyforma elosz-
lasu valészintiségi valtozok, S, = & + - - - +&,. Tegyiik fel, hogy F¢; = 0, és vizsgaljuk

az
Su\? S\ S S
E(_) , E(—) és p(M>e):p(‘_n_Egl
n n n n
kifejezéseket. Az utolsd valdszinliség vizsgdlatdban nem jelent megszoritast az £&1 =0

feltétel, mert a &; valészinliségi véltozokat a §; — E{; valészinliségi véltozokkal helyet-
tesitve az altalanos esetet erre a specidlis esetre redukalhatjuk.

>e>,5>0

Var — = —Var §,, = %Var& = lVar&, P ( Sn
n n n

> 6) S Varfl.

ne?

Innen kovetkezik, hogy lim P ( 5

n
n— oo n

> 6) = 0, tehat érvényes a nagy szamok gyenge

torvénye.

n

S \*
B(%) =SBt

BE(& + -+ &) ZE5k+6 Y EGEG+4 ) EEES

1<5,k<n 1<j5,k<n

j#k J#k =0
+4 > EEE&EE
1<j,k,I<n _—
4.k, kiilonb6z8 szamok =0
+ > E¢;E€,EE EE,,
1<),k L m<n ~

7,k,l,m kilonb6z6 szdmok

— nEfiL + 6n(n — 1)(E€%)27

ezért,

-n
n n2e4 - n2ed

8) < LB +6(1— 1) (E&H)?) < const.

p(s

Innen kovetkezik, hogy > P (’&

n=1 n
Cantelli lemma (kénnyebbik felébél) kovetkezik, hogy minden & > 0 szamra és majdnem

> 6) < oo minden £ > 0 szamra, és a Borel-
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Sp(w)

minden w €  pontban teljesiil, hogy ’7‘ < e, han > ng(w). Alkalmazva ezt a
n

relaciét minden € = % szamra k = 1,2, ..., kapjuk a nagy szamok eros torvényét, melyet

az alabbi tételben fogalmazunk meg.

A nagy szamok erss torvényérol szold tétel gyenge formdja: Legyen &1,&s,. ..,
fiiggetlen egyforma eloszldai valdszindiségi valtozok sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi
n

mezbn, melyekre teljesiil az BEE} < oo feltétel, és vezessiik be az Sp, = > & valdsziniiségi

7j=1
valtozokat. FEkkor az Sn(w)

n
vergalnak ez E&1, szdmhoz, azaz ezek a valdosziniségi valtozok teljesitik a nagy szdmok
gyenge torvényét.

valosziniségi vdltozok majdnem minden w € Q-ra kon-

Megfogalmazom a nagy szamok gyenge torvényét kimondé tételt eredeti, éles for-
majaban is.
A nagy szamok erds torvényét kimondd tétel. Legyen &1, &, ..., figgetlen
n

egyforma eloszldsi valdszindségi vdltozdk sorozata, és definidljuk az Sy, = > &k, n =
k=1

Sn(w
1,2,..., részletdsszegeket. Az M, n =1,2,..., sorozat akkor és csak akkor kon-

n
vergdl pozitiv valdsziniiséggel, ha E|&1| < co. Ha E|&1| < oo, akkor ez a sorozat teljesiti
a nagy szamok erdos torvényét, azaz

Sn : ‘
lim (@) = F&  majdnem minden w € Q-ra.
n—oo n

Lattuk, hogy a nagy szamok kiilonb6zo6 torvényeit kimondé tételekben az 6sszeadanddk
momentumairodl tesziink fel bizonyos feltételeket. S6t, az utoljara kimondott tétel a
nagy szamok erds torvényérol, egyben jelzi azt, hogy ez a feltétel nemcsak elégséges,
hanem sziikséges feltétel is. Felmeriilhet a kérdés, miért jatszik olyan fontos szerepet a
momentumok létezése ezekben az eredményekben.

A nagy szamok torvényei olyan allitast fogalmaznak meg, hogy fiiggetlen valo-
szintségi valtozok atlagai egyfajta tipikus viselkedést mutatnak, amelyikben az egyes
osszeadanddk hatdsa 6nmagaban nem jelentGs, azaz nagy valészintiséggel nem fordulhat
el6, hogy van az Osszegben olyan kiugréan nagy értéket felvevo tag, melynek hatdsa
Osszemérheto az Osszes tobbi tag hatasaval. Marpedig az, hogy egy valdszintiségi valtozo
valamely momentuma kisebb egy adott szdmndl olyan tulajdonsagot fogalmaz meg,
mely szerint a valdszintiségi valtozo kis valdszintiséggel vesz fel nagy értékeket. Ahhoz,
hogy finomabb vizsgédlatokat el tudjunk végezni, ki kell tudnunk fejezni a momentumok
végességét az eloszlasfiiggvények nyelvén. Ezért fogalmazom meg a kovetkezd allitast,
melyet id6hidny miatt csak (nem kotelez6 hazi feladat) formajéban targyalok.
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Nem kotelezd hazi feladat.

A £ valészintiségi valtozé abszolut értékének akkor és csak akkor 1étezik varhatd

o0
értéke, ha > P(|¢] > n) < oo, a |£| valdsziniiségi véltozénak akkor és csak akkor

n=1
van véges mésodik momentuma, ha 3 nP(|¢] > n) < co. Altaldnosabban E|¢[F <
n=1
oo
oo valamilyen k = 1,2, ..., szdmra akkor és csak akkor, ha Y nf~1P(|¢| > n) <

n=1
Q.

Megmutatjuk az el6bbi feladat eredményének és a Borel-Cantelli lemma segitségé-
vel, hogy amennyiben E|{;| = oo, akkor a & valdsziniiségi valtozdéval azonos eloszldsu
&, g = 1,2,..., figgetlen valdszinliségi véaltozék nem teljesitik a nagy szamok erds

torvényét. Pontosabban azt allitjuk, hogy ebben az esetben az S,(w) = > &(w),
j=1

n=1,2,..., osszegekre az S, (w) majdnem minden w € 2 pontban nem konvergens.

Valéban, az el6bb megfogalmazott eredmény, és a &; valdszinliségi valtozok azonos

oo o0
eloszlasa miatt az F|&1| = oo feltételbdl kovetkezik, hogy > P(|&1| > n) = > P(|¢n] >
n=1 n=1
n) = oo. Ezért, és a &, valdsziniiségi valtozok fliggetlensége miatt a Borel-Cantelli
lemmé&bol kovetkezik, hogy majdnem minden w € Q-ra |, (w)| > n végtelen sok az
(w elemi eseménytél fiiggd) n indexre. Valéban, tegyiik fel, hogy valamely w € Q

Sp(w : , ) o e
elemi eseményre lim L = qa valamilyen véges a szamra, amelyik értéke fiigghet
n— oo n
. , % . . Sn—1<w) IRV e
az w elemi eseménytol. Ekkor viszont a lim ——————= = a relacio is teljesiil, ahonnan
n— 00 n

Sn(w Sn—1(w W
lim ( n(w) - = 1 )) = lim M = 0. Ez a relacié viszont, mint lattuk egy 1
n—o00 n n n—oo n

valészintiségi halmazon nem teljesiil.

Lattuk, hogy mind a nagy szamok gyenge mind a nagy szamok erds torvényének

bizonyitasdhoz arra van sziikségiink, hogy képesek legyiink fiiggetlen (és egyforma elosz-

lasi), nulla varhaté értékd &, &o, . .., valdszintségi valtozék S, = > &, n=1,2,...,
j=1

Osszegének eloszlasfiiggvényére jé becslést tudjunk adni. Pontosabban arra van sziik-

séglink, hogy jol meg tudjuk becsiilni minden n indexre és rogzitett ¢ > 0 szamra

a P(|S,| > en) valdsziniiségeket. Valdjaban a nagy szamok erds torvényének a bi-

zonyitasaban hasznosabb, ha a P ( sup |Sp| > 6n> valoszintiségeket tudjuk jol meg-
1<m<n
becsiilni. Elso latasra azt gondolhatnank, hogy az ilyen valdszintiségek becslésére alkal-

mazhatnank a centralis hatareloszlastételt. Valdéjaban a helyzet bonyolultabb.

A centrélis hatdreloszlastétel j6 aszimptotikat ad a P(S,, > x+/n) valészinliségekre
nagy n indexre, és rogzitett x szamra. De szabad-e rogzitett x helyett n-tdl fiiggd x,, =
gy/n szamot irni, és alkalmazni formélisan a centrélis hatareloszlasban szereplo képletet
nem torodve az x,, szamnak az n indextdl valé fliggésével? Az, hogy e kérdés felvetésénél
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nem formélis kotozkodésrdl van szd mutatja a kovetkezd egyszeri példa: Legyenek

&1,& ..., figgetlen egyforma eloszldsu valészintiségi valtozdok, melyekre P(&; = 1) =
1 n

P& =-1)= 3’ Sp = Zl ¢;. Ekkor a p,(z) = P (S, > nz) valészintiségre p,(z) = 0,
.]:

haz > 1,ésp,(x) =27", haz = 1. (Az x < 1 esetben is j6 aszimptotikus formuldt lehet

adni a p,(x) mennyiségre, de ahhoz kiilon vizsgdlédas lenne sziikséges, ezért ezt most

nem tessziik.) Ez a példa azt mutatja, hogy a p,, (z) fliggvény nem gy viselkedik, ahogy

a centrélis hatareloszlastételbdl adédé formalis analégia sugallnd. A P(S,, > nx) alakd

valoszinliségek vizsgalataval a valdszintiségszamitas egyik fontos és érdekes fejezete a

nagy eltérések elmélete foglalkozik. Ez az elmélet nem témaja a jelen el6adéssorozatnak.

A nagy szamok erds torvényének a bizonyitasat nem dolgozom ki. Mindossze
azt teszem, hogy megfogalmazom a valdsziniiségszamitas egy fontos egyenlotlenségét,
melynek az itt nem targyalt bizonyitasa is tanulsagos, és a részletek kidolgozasa nélkiil
jelzem, hogyan kovetkezik a Kolmogorov egyenlotlenségbdl a nagy szamok erds torvénye.

Kolmogorov egyenlGtlenség. Legyenek &1, ...,&, figgetlen, (nem feltétlendl egy-
k

forma eloszldsi) valdszindiségi vdltozdk, B, = 0, EE; =02, Sy =Y. &, k=1,...,n.
p=1
Ekkor
S o
o
ES2 =k
P< sup |Sk| > :U) <t = k—12
1<k<n x X

minden x > 0-ra.

Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov egyenlotlenség ugyanazt a fels6 becslést
adja annak valésziniiségére, hogy az Sj részletosszegek szuprémuma nagyobb mint
valamilyen z > 0 szadm, mint amit a Csebisev egyenlotlenség ad annak az esemény-
nek a valdszintiségére, hogy az utolsé tag S, nagyobb, mint x. Természetesen

P( sup |Sk| >x\) > P (Sp| > x]),

1<k<n

de mint ahogy a Kolmogorov és Csebisev egyenlGtlenség Osszehasonlitasa is sugallja a
fenti egyenlotlenség baloldala nem sokkal nagyobb mint a jobboldala.

A nagy szamok erds torvényének bizonyitdasvizlata a Kolmogorov egyenlétlenség segit-
ségével. Természetes gondolat szétvalasztani a &, valdszinliségi véltozok til nagy és
nem til nagy értékeinek a hatasat a bizonyitasban. Ez sugallja, hogy érdemes a &,
valésziniiségi véltozok kovetkezé felbontdsat venni: &, = &,1(|n] < n)+E€nL(|€n] > n) =
&, +&), ahol I(A) egy A halmaz indikatorfiggvényét jeloli. Azt, hogy a &,, val6sziniiségi
valtozo értékeit az n szinten csonkitottuk az teszi természetessé, hogy az utolsé kitlizott
oo oo
feladat szerint az E|&;| < oo feltétel ekvivalens a Y. P(&) = 0) = > P(|&.| >
n=1

n=1

oo
n) = >, P(l&] > n) < oo feltétellel, ami azt jelenti, hogy egy valdsziniiséggel, a
n=1
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& valoszintiségi valtozok véges sok kivétellel nullaval egyenléek. Ez azt jelenti, hogy
elég a véges szorassal rendelkez6 &/, valdsziniiségi valtozok Osszegeinek maximuméra jé
becslést adni. Ez lehetséges a Kolmogorov egyenl6tlenség segitségével, ha jo becslést
tudunk adni a &, valésziniiségi véltozok varhaté értékére és szérasnégyzetére.

Némi nem tul nehéz, de itt nem targyalt szdmolas segitségével meg lehet mu-
12 12

tatni, hogy lim — > E¢. = — lim — > E¢' = 0, és ez lehet6vé teszi a feladat
TN =1 TN =1

redukdldsat arra a problémdra, hogy a & = & — E¢; valdszintiségi védltozék S, =

no S
S & Osszegei teljesitik a — — 0 relaciét 1 valészintiséggel. Ez a redukcié azért
k=1 n

hasznos, mert ekkor fiiggetlen, nulla varhaté értékli valészintiségi valtozok atlagat kell
vizsgalni, és ekkor alkalmazhatjuk a Kolmogorov egyenlétlenséget. Némi (az integralok

dtrendezésén milé, de itt nem tdrgyalt) szamolas segitségével megmutathatd, hogy tel-

x V.
jesiil a k§1 erk

segitségével a kovetkezod becsléseket hajthatjuk végre.

< 00 azonossag. Ennek felhasznalasaval a Kolmogorov egyenlotlenség

k
P ( sup  |Sk — Sgn-1| > 52”—1> =P sup Y &jagn-r| > e2"!
j=1

on—1ck<on 1<k<2n—1
271
>, Varg 2"
k=241 < const Z Var
= £292(n—1) = ‘ 2k2
k=2n—-141

ahonnan a & valdszinliségi valtozdk szorasnégyzetére felirt becslés alapjan

ZP ( sup  |Sk — Sgn-1| > 62"_1> < 0.
n=1

o2n—1 < kSQn
Ezért a Borel-Cantelli lemma alapjan egy valdszintiséggel

sup  [Sk(w) — Son—1(w)] < 2™ véges sok (w-tél fiiggd) n index kivételével.
2n—lck<an

Innen viszont Sy (w) < > sup  |Sk(w) — Son-1(w)| < const. + 4Ne majd-
n: 2n—l< N 2n—l<k<2n

nem minden w-ra egy csak w-tdl fiiggd konstanssal. Mivel ez az allitas minden € > O-ra

és N-re igaz, innen kovetkezik a nagy szamok eros torvénye.

Annak sziikséges és elégséges feltétele is ismert, hogy fiiggetlen egyforma eloszlasi
valoszinliségi valtozok teljesitsék a nagy szamok gyenge torvényét. Megfogalmazom ezt
az eredményt, de az allitas bizonyitdsat elhagyom.
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Tétel. Legyen &, k = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszldsu valdsziniiségi vdltozok

sorozata F' eloszldasfiigguénnyel. Ezek a valosziniségi vdltozok akkor és csak akkor tel-
n

jesitik a nagy szamok gyenge térvényét, azaz a — Y & dtlag akkor és csak akkor kon-

N k=1
vergdl sztochasztikusan n — oo esetében egy a szdmhoz, —oo < a < 00, ha

u

Jim @ [F(=2) + (1= F(z)] =0, é lim [ «F(dr)=

Ha 0Osszehasonlitjuk a nagy szamok gyenge és erOs torvényét azt latjuk, hogy a
nagy szamok gyenge torvénye némileg enyhébb megkotések mellett érvényes mint a
nagy szamok eros torvénye. Erdemes l4tni fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok olyan sorozatat, amelyik teljesiti a nagy szamok gyenge, de nem teljesiti a
nagy szamok erds torvényét. Ilyen példat fogalmazok meg a kévetkezo nem kotelezd
hézi feladatban. Egyben jelzem, hogyan lehet bebizonyitani azt, hogy ez a példa teljesiti
a nagy szamok gyenge torvényét anélkiil, hogy felhasznalnank a nem bizonyitott tételt
a nagy szamok gyenge torvényének sziikséges és elégséges feltételérdl.

Nem kotelez6 hézi feladat

Legyen &, k= 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valészinliségi valtozdk soro-
zata, az f(x) = , ha |z| > 2. f(x) = 0, ha |z| < 2, képlettel megadott
Cdx

jz|>2 @2 log ||
1,2,..., részletosszegeket. Lassuk be, hogy F|{1| = oo, ezért ezek a valdsziniiségi

x? log |x|

m
stirliségfiiggvénnyel.  ( = 1.) Definidljuk az S, = > &, n =
k=1

valtozok nem teljesitik a nagy szamok erds torvényét. Masrészt az — atlagok szto-
n

chasztikusan tartanak nulldhoz, azaz minden £ > 0 szamra P ( — > 5) — 0, ha
n — oo. "

Segztseg Legyen fk = § = &1 (|| < ap), Ek = E,(cn) = &I (|| > ay), és S, =
3 & S z kkorP(\S|>5n)<P(|S|> n)+P(|S|> n)§
k=1 k=1

Vzrni +nP <§1 =+ 0) Adjunk az a,, konstans alkalmas megvalasztasaval (példaul

an = n) j6 becslést a P(|S,,| > ne) valdsziniiségre.

Természetesen felvetodik a kovetkezd kérdés: Legyenek &1,&,. .., fliggetlen egy-
n
forma eloszlasi valdszintiségi valtozok, melyekre F§; = 0. Legyen S, = > &, n =
k=1
S
1,2,.... Ekkor a nagy szamok gyenge torvénye szerint a — atlagok sztochasztikusan

tartanak nulldhoz, a nagy szamok er6s torvénye szerint pedig egy valdszinliséggel is
nulldhoz tartanak. Hogyan lehet élesiteni a nagy szamok gyenge illetve erés torvényét?
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Sn

Pontosabban fogalmazva, milyen a,, n = 1,2,... sorozatokra mondhatjuk, hogy —

2%

sztochasztikusan tart nulldhoz, ha n — oco? Milyen b,,, n = 1,2, ... sorozatokra mond-
S

hatjuk, hogy b_n egy valosziniiséggel tart nulldhoz, ha n — co? Az egyszerliség kedvéért

tegyiik fel, hoggf olyan valdszinliségi valtozdkat tekintiink, melyeknek van masodik mo-
mentumuk.

Az elsO kérdésre a valasz viszonylag egyszerti kovetkezménye a centralis hatar-
eloszlastételnek, és ezt tartalmazza a kovetkezo feladat. A masodik kérdésre a valaszt
nehezebb megadni. Erre a kérdésre az aldbb megfogalmazott bizonyitas nélkiil kozolt
iteralt logaritmustétel adja meg a valaszt.

Feladat:

Legyenek &1, &o, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdoszinliségi valtozdk, melyekre
n

E& = 0és FE < oo. Legyen S, = > &, n = 1,2,.... Ekkor pozitiv valds
k=1

Sn
szamok valamely a,, sorozatara a — valdszinliségi valtozék akkor és csak akkor
an
. , s . a’l’b
tartanak sztochasztikusan nulldhoz n — oo esetén, ha lim — = oo.

n—oo \/ﬁ

Végiil megfogalmazom a valdszinliségszamitas egyik hires eredményét, az tigyneve-
zett iteralt logaritmus tételt

Iteralt logaritmus tétel. Legyenek & (w),&2(w),. .., figgetlen, egyforma eloszldsi
valdszinidségi vdltozok valamilyen (2, A, P) valdszintiségi mezén, melyekre E&1(w) = 0,
Var & (w) = 02 < oo. Ekkor

lim sup 51(“‘)) + +§n(w) -1

n—oo  +/2nc?loglogn ’

magjdnem minden w € () elemi eseményre,

lim inf Q@+ +&(W) = —1, majdnem minden w € () elemi eseményre.

n—oo  /2no2loglogn
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