A Valoszintliségszamitas 1. eloadassorozat tizenegyedik eléadasa.
2001 aprilis 17.

El6szor néhany példat mutatunk a centrélis hatareloszlastétel alkalmazasara.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymastél fiiggetleniil, és
osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, 1 < j < 1200, valésziniiségi valtozokat:
§; = 2, ha a j-ik dobéas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobdas eredménye 4, £; = 6,
ha a j-ik dobds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobas eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

1200
a P (2280 <X 6 < 2500) valoszintliséget kell jol megbecsiilniink. Vegyiik észre,
j=1

1 1 16
hogy E¢; = 8(2 +4+6)=2, Var§; = 6(4 +16+36) —4 = 3 Innen a centralis

hatareloszlastétel alapjan

1200 1200
1200 Z 5] Z E£J
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j=1 @/1200 / Z Var; 1/1200

~ ®(1.25) — &(—1.5) = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

2 1
Vegyiink egy olyan pénzdarabot, mely — valdszintiséggel esik a fej és — valdszinii-

séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdsziniisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680
1830 kiizé esik? Adjunk erre a valészintiségre jo kozelité becslést.

Megoldas: Az elvégzett dobasok szama egy 7 negativ binomialis eloszlasu valé-

szintségi valtozé n = 1200 és p = 3 paraméterekkel, azaz P(n = k + n) =
k—1 2
(n + . (1—p)rp™, p = 3’ és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen valdszintiségi
n _

valtozonak ki lehet szamolni a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket
milyen valészinliséggel vesz fel. Elvileg, ez lehet6séget ad a kivant valdszintiség
kiszamitdsara egy bonyolult 6sszeg kiszamitasanak a segitségével. Ennél haszno-
sabb becslést tudunk kapni a kovetkezo érvelés segitségével, mely a kivant valdszi-
niiséget jo pontossiggal kiszamitja a centrédlis hatareloszlastétel segitségével.

Jelolje &;, 2 < j < 1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobasok szamat (a
j-ik fejdobast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok
kozé), és legyen &7 az elsd fejdobasig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobdsok szdma.
Ekkor a &; valdszinliségi véltozok fiiggetlenek, negativ binomidlis eloszlasiak n = 1,
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P=3 paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1 + -+ + &1200 < 1830) valdszintiség

érdekel. Megmutattuk a 6. el6adasban, illetve a hozzatartozé feladatokban), hogy

1 3 1-—
E¢ = - = 37 Var§; = p_ 2 Ezért a centralis hatareloszlastétel alapjan

p p? 4
N . n — 1200E&, e
n = & + -+ + 1200 jeloléssel minket a P (—4 < ————= < 1] valdszini-
v/1200Var &
n—1200E¢ _
v/ 1200Var &;

ség érdekel. A centralis hatareloszlastétel alapjan P (—4 <

B (1) +B4) — 1~ (1)

Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastol fliggetlen idotar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasi A = — paraméterrel.

(A lampék élettartaménak exponencidlis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 éra.

Megoldds: Jeldlje &; a j-ik ldmpa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(§; +--- +
€100 > 1150) valdsziniiségre kell jé becslést adnunk, ahol az Gsszegben fiiggetlen
exponencialis eloszlasi valészintiségi valtozok szerepelnek A\ = 1—10 paraméterrel.
Vezessiik be az n = &1 + -+ - + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE& = % = 1000, Varn = % =
1
10000 (m = 100 és A = — valasztassal). Ezért a centralis hatdreloszldstétel sze-

n—FEn  n—1000
VVarny 100

e n—En

véltozd, és P(&q + -+ - + &100 > 1150) = P (\/\?r77 > 1.5) ~1—®(1.5).

A centrélis hatareloszlastétel nagy segitséget ad a matematikai statisztika két fontos
problémakorében, a becsléselméletben és a hipotézisvizsgalatban. A becsléseleméletben
olyan kérdésekkel foglalkunk mint példaul a kovetkezo kérdések: Mennyi egy lampa
varhato élettartama, mennyi annak a valdszintisége, hogy egy kocka a hatos oldalra esik,
mi a valésziniisége, hogy egy (életbiztositast kotni akaré ember) megéli a hetvenedik
évet? Altalaban a kérdés a kivetkezd: Egy esemény eloszlasa fiigg valamilyen ismeretlen
paramétertol, és ezt a paramétert akarjuk megbecsiilni. Ennek érdekében kisérleteket
végzink, és valamilyen jo moddszer segitségével probaljuk megbecsiilni az ismeretlen
paramétert e kisérletek eredményének a fiiggvényében.

jo kozelitéssel standard normélis eloszlast valészintiségi

rint

A hipotézisvizsgdlatban a feladat az, hogy bizonyos hipotézisiink van arrél, hogy
mennyi az élettartama egy lampéanak, mennyire népszerit egy vélemény a valasztok
kozott, hogy egy gydgyszer hatasosabb mint egy masik vagy valamilyen hasonlé problé-
mardl van valamilyen ellenOrizendé feltételezéstink. Annak érdekében, hogy eldontsiik,
helyes-e a hipotézisiink kisérleteket végziink. Ha kisérleteink eredménye nagyon valdszi-
niitlen hipotézisiink teljestilése esetén, akkor hipotézisiinket elutasitjuk, ha pedig valo-

2



szinti, akkor elfogadjuk azt. De mikor tekintjiik a bekovetkezett eredményt valdsziniinek
és mikor valdsziniitlennek? E kérdés eldontésében sokszor a centralis hatareloszlastétel
segit. Erre mutatunk néhany példat. E példak targyaldsa el6tt bevezetjiik a matemati-
kai statisztika néhany egyszerli és természetes fogalmat. Jelen el6adassorozatban csak
a hipotézisvizsgalattal foglalkozunk, az ehhez kapcsolédoé fogalmakat vezetjiik be.

Azt a feltételezést, melyet ellendérizni akarunk nevezik null-hipotézisnek, annak el-
lenkezGjét pedig ellenhipotézisnek. Vannak olyan feladatok, melyekben a null-hipotézis
egyetlen elembdl all, példaul, ha azt tételezziik fel, hogy egy dobdkocka szabalyos. Az
ilyen hipotéziseket nevezik egyszerii hipotézisnek. Vannak olyan feladatok, melyekben a
null-hipotézis tobb elembdl all, példaul az a feltételezés, hogy egy javaslatot az emberek
legalabb fele tamogat. Az ilyen hipotéziseket hivjak Osszetett hipotézisnek. Két fajta
hibat kovethetiink el. Az egyik hiba az, hogy a hipotézis teljesiil, mi mégis elutasitjuk
azt. Ezt nevezik els6faji hibanak. Ha a hipotézis nem teljesiil, mi mégis igy dontiink,
hogy az teljesiil, akkor ezt masodfaju hibanak nevezziik. Az els6faju hiba csokkentése
érdekében minél tobbszor kell elfogadni, a masodfaju hipotézis csokkentése érdekében
pedig minél tébbszor kell elutasitani a hipotézist. A gyakorlatban dltalaban gy szoktak
a feladatokat megfogalmazni, hogy az els6faju hibara el6irunk egy fels6 korlatot, és eme
feltétel mellett prébaljuk a masodfaji hibat minél kisebbé tenni. Az els6faju hibara
adott felso korlat Osszetett null-hipotézis esetén azt jelenti, hogy az els6faji hiba min-
den a null-hipotézis teljesiilése esetén elofordulhaté eloszlas esetén legyen kisebb mint
az eloirt felso korlat.

Egy pénzdarabrdl ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, mely szerint ez
az érme legalabb % valoszintiséggel esik a fej és legfeljebb i valészintiséggel az
iras oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezé dontési szabdlyt hozzuk. Véalasztunk egy k szdmot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legaldbb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesitd
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesul?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik

dobés eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 30000,
30 000 3

S = Sso000 = ., &. Ha a fejdobas eredményének valészintisége pontosan 7
j=1

3 3
B = 7, B = 1 Varg = B¢ — (E¢)° = ¢, BS = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centrdlis hatdreloszlastételbdl,
S—ES>k—225OO>_1_ (S—E5<k—22500)
V' Var S 75 vVVarS — 75

1_ @ k — 22500 '
75

Valasszuk a k szamot 1gy, hogy a fenti valészintiség kortilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

k — 22500 22500 — k
a P (775) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ® (T) = 0.9 egyen-

>~ w

P(S>k):P(
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22500 — k
letet kell kielégitentink. A normadlis eloszlas-tablazat alapjan ™ 1.28,

3
ami azt jelenti, hogy k = 22500 — 75 x 1.28 és p = 1 esetén annak valdszintisége,

3
hogy a fejdobasok szama nagyobb mint k = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = 1

esetében annak valdszintisége, hogy legalabb ennyi fejdobas torténik koriilbeliil 0.9.

3
Ha p > 7 akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztés.

Hdzi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastdl fiiggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelitoé becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 420 és 720 kozé esik.

Eloszlasok konvergencidjdrol.

Mikor mondjuk azt, hogy valdszintiségi valtozok eloszlasai konvergalnak egy ha-
tareloszlashoz? Ez a kérdés nem annyira egyszerii mint azt az elsé pillanatban gon-
dolnédnk. E fogalom helyes definicidja a centralis hatareloszlastétel bizonyitasanak az
els6 természetes 1épése. (Maganak a centrélis hatareloszlastételnek a részletes bizonyi-
tasat id6hiany miatt elhagyjuk.)

Eloszldsban valé konvergencia definiciéja. Legyen F,(-), n = 1,2,..., eloszlds-
fiigguények sorozata a szimegyenesen. Azt mondjuk, hogy az F,(-) eloszldsfigguények
eloszlasban konvergalnak eqy F(-) eloszldsfiggvényhez, ha 71113;0 F,(x) = F(z) az F(+)
(hatdr)eloszldsfiiggvény minden folytonossdgi pontjdban.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&, valdszintségi valtozok eloszlasban konvergalnak egy F(-) eloszlasfiggvényhez, ha az
F,(x) =P, <z), —00 < x < 00, eloszldsfiigguények eloszldsban konvergdlnak az F(x)
eloszlasfiigguényhez.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&y valosziniiségi valtozok eloszldsban konvergdlnak eqy & valosziniségi vdltozohoz, ha az
F.(x) = P&, < ), —00 < x < 00, eloszlasfigguények eloszlisban konvergdlnak az

F(z) =P <x), —00 < x < o0 eloszlasfigguényhez.

Megjegyzés: A normélis eloszlasfiiggvény minden pontban folytonos. Ezért a centrilis
hatareloszlasfiiggvény azt mondja ki, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdoszinliségi
valtozok normalizdltjai eloszlasban konvergdlnak a standard normalis eloszlasfiiggvény-
hez. Ebben az esetben nincs jelentdsége annak, hogy a hatéreloszldslasfiiggvény (jelen
esetben nem létezd) szakaddsi pontjaiban nem koveteljiik meg a konvergenciat.

Felmeriil a kérdés, miért van kitlintetett szerepe a hatareloszlasfiiggvény szakadasi
pontjainak az eloszlasfiiggvény konvergenciajanak definiciéjaban. Természetes-e, hogy
ezekben a pontokban nem koveteltiik meg a konvergenciat? E kérdés megértésének
érdekében tegyiik a kovetkezo megjegyzést.
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Egy a szamegegyenesen megadott F' eloszlasfiiggvény indukal egy valdszintiségi
mértéket a szamegyenesen. Ez az a Stieltjes mérték, melyet pp-fel jeloltiink, melynek
1étezését csak kimondtuk, de a bizonyitas a mértékelmélet feladata. Az eloszlasban valé
konvergencia definiciéjaban valéjaban nem az F), eloszlasfliggvények konvergencidjat
koveteljiik meg az F' eloszlashoz, hanem az F,, eloszlasok altal indukalt pp, Stieltjes
mértékek konvergencidjat az F' eloszlas altal indukalt pup mértékhez. Szemléletesen a
i, mértékek elképzelhetéek mint olyan tomegeloszldsok a szamegyenesen, melyekben
egy A C Rhalmaz ,silya” a pup(A) mérték. Az eloszlasban valé konvergencia azt jelenti,
hogy a pp, tomegeloszlasok nagy n indexre kozel vannak a pp tomegeloszlashoz.

Az eloszlasban valé konvergencia jobb megértése érdekében tekintsiik a kovetkezd

egyszerl példat. Legyen zg =0, és x,,, n = 1,2,..., olyan szamsorozat, melyre z, < 0,
n=12...,é lim x, = 0. Legyen pur , n = 0,1,2,..., az a mérték, mely az z,
n—oo

pontba van koncentrélva, azaz up, ({x,}) = 1, részletesebben pup, (A) =1, ha z,, € A,
ésup, (A) =0,haz, ¢ A. A up, eloszlis azon F,, eloszlasfiiggvény altal meghatarozott
Stieltjes mérték, melyre F,, () =0, ha x < z,,, F,(z) = 1, ha > z,,. Természetes azt
varni, hogy az eloszlasfiiggvény alkalmas definiciéja esetén a most definidlt példaban
az F, eloszlasfliggvények eloszlasban konvergalnak az Fy eloszlashoz. Masrészt vegyiik
észre, hogy nh_)rgo F,(z) = Fy(zr) minden = # 0 szdmra. De az z = 0 pontban, azaz

az Fy figgvény szakadasi pontjadban ez a konvergencia nem teljesiil, mert F,,(0) = 1,
han > 1, és Fy(0) = 0. Tehdt az dltalunk megadott definici6 szerint az F), eloszlasok
eloszlasban konvergalnak az Fy eloszlashoz, de annak érdekében, hogy ez teljesiiljon
sziikség volt arra, hogy az eloszlasban valé konvergencia definiciéjaban nem kéveteljiik
meg az eloszlasfiiggvények konvergenciajat a hatarfiiggvény szakadasi pontjaiban.

Be lehet latni, hogy az eloszlasban valé konvergencia kifejezi azt a szemléletes tartal-
mat, melyet a tomegeloszlasokkal valé reprezentéacié sugall, ezt azonban nem tessziik.
Ehelyett egy olyan eredményt fogalmazok meg, az eloszlasban valé konvergencia egy
ekvivalens jellemzését adja meg. Ennek az eredménynek csak bizonyitasvazlatat adom
meg, bar a bizonyitds nem nehéz. Utana réviden leirom, miért hasznos ez az eredmény
hatareloszlastételek vizsgalataban.

Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszlasfigguények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egy F'(u) eloszldsfiiggvényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) fiiggvényre teljesiil a

lim [ g(u) dF, (u) = / 9(u) dF (u) (a)

n—oo
az0nossdg.

Megjegyzés: Az eloszlasban valé konvergenciat szokas gyenge konvergencianak is nevez-
ni. Erdemes megjegyezni, hogy a funkciondlanalizisben is szokas Banach terek funkcio-
naljainak gyenge konvergencidjarol beszélni, és az elobb kimondott tétel azt is jelenti,
hogy a gyenge konvergencia valdsziniiségszamitasban és funkcionalanalizisben hasznélt
értelmezése Osszhangban van egyméssal. Ugyanis egy a szamegyenesen definidlt p
(valészintiségi) mértéket fel lehet fogni mint a korldtos és folytonos fiiggvények Ba-
nach terén értelmezett (korldtos és linedris) funkcionalt. Nevezetesen a p mérték az

5



f(-) korldtos és folytonos fliggvényhez hozzdrendeli a u(f) = [ f(u)u(du) szdmot.
A funkcionalanalizisben definidlt fogalomrendszer szerint a u, mértékek gyenge kon-
vergencidja a p mértékhez azt jelenti, hogy lim_ [ fw)pn(du) = [ f(u)u(du) min-
den folytonos és korlatos fiiggvény esetében, ez pedig a fent kimondott tétel szerint
a p, mértékeknek, pontosabban az altaluk meghatarozott F,(z) = pn({u: v < z})
eloszlasfiiggvények gyenge (azaz eloszlasbeli) konvergencidjat jelenti a y mértékhez, pon-
tosabban az éltala meghatarozott F(z) = p({u: u < z}) eloszlasfiiggvényhez.

Binonyitasvazlat: Tegyiik fel el6szor azt, hogy az Fj, eloszlasfiiggvények eloszldsban
konvergalnak egy F' eloszlasfiiggvényhez, és tekintsiink egy folytonos és korldtos ¢g(-)
fliggvényt a szamegyenesen. Ekkor a ¢ fliggvény folytonossaga és az F' illetve F),
eloszlasfiiggvények viselkedése miatt +0o pontok kornyezetében minden € > 0 szamhoz
létezik olyan elég nagy K = K(e) > 0, melyre [ ul> K lg(w)| dF,(u) < ¢ minden
n = 1,2,... indexre, és ez az allitds érvényes akkor is, ha az F,, eloszlasfiiggvényt az
F eloszlasfiiggvénnyel helyettesitjiik. Tovdbba a folytonos g(-) fiiggvény a [—K, K|
intervallumban egyenletesen folytonos. Ennek az észrevételnek és annak a ténynek
a segitségével, hogy nh—>Irolo F,(x) = F(z) az F(-) minden folytonossagi pontjaban be

lehet 1atni, véve a [— K, K] intervallumnak egy olyan elég finom felosztasat, melynek az
osztépontjai az F' fiiggvény folytonossdgi pontjai, hogy

<e, han>mng(e).

[ smim = [ gwar

w: |u|<K

(E 1épésben kihasznéljuk azt, hogy egy monoton fiiggvénynek csak megszamlalhaté sok
szakadési pontja van. Miért?) Innen ¢ — 0 hatdrdtmenettel megkapjuk az (a) &llitas
bizonyitasat.
Megforditva tegyiik fel, hogy teljesiil az (a) reldcid, és legyen x az F fiiggvény
folytonossagi pontja. Rogzitve egy kis ¢ > 0 szdmot definidljuk a kovetkezd g*(u) =
gis(u), —00 < u < oo folytonos és korldtos fliggvényeket: gt (u) = 0, ha u > x + &,
8 —_

gt(w) =1, hau <z, gt(u) = u, hazr <u<z+e g (u) =0, hau >z,
€

g u)=1lhau<z—e¢ g (u) = S u’ ha z — e < u < z. Alkalmazva az (a) allitast
€

kapjuk, hogy

Flz—¢) < /g;x(u)F( du) = lim [ g_,(u)F,(du) < liminf F), ()

n—oo n—oo

<limsup Py (o) < T [ gF,F(dn) = [ g8, () F(du) < Flo+2),

n—oo
és véve az ¢ — 0 hataratmenetet kapjuk, hogy lim F,(x) = F(x), feltéve, hogy az x
pont az F' fiiggvény folytonossigi pontja.

Sok vizsgalatban az eloszlasban valé konvergencianak a tételben megadott jellem-
zése jobban hasznalhaté mint az eredeti definicio.
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Mellékesen megjegyzem, hogy ennek az eredménynek egy masik haszna az, hogy ezt
a definiciot jobban tudjuk altalanositani, ha eloszlasok konvergencidjat akarjuk definidlni
altalanosabb terekben. Az ilyen kérdések természetes médon felmeriilnek, ha nemcsak
valészintiségi valtozok viselkedését akarjuk vizsgdlni, hanem véletlen folyamatokét egy
véges iddintervallumban. Itt az a probléma meriil fel, hogy az eloszlasfiiggvény, illetve
annak konvergencidja nem definidlhaté altaldnos terekben, mert az eloszlasfliiggvény
definiciojaban szerepl6 félegyenesek tilsagosan erosen kotddnek a szamegyenes, a tobb-
dimenzids eloszlasok definicidja pedig az Euklidesi tér geometriajahoz. Ha eloszlas-
fiiggvények helyett valészinliségi mértékeket tekintiink, akkor ezek konvergencidjanak
a definiciéjat természetes médon tudjuk definidlni nagyon altaldnos terekben is az (a)
relacié altalanositasa segitségével.

Ha eloszléasfiiggvények konvergencidjat az (a) tulajdonsdg vizsgélatdnak segitségével
akarjuk bebizonyitani, akkor természetes médon felmeriil az a kérdés, hogy nem lehet-
séges-e ezt a feltételt gyengiteni, nem elegendé-e az (a) reldcié teljesiilését a folytonos
és korlatos fiiggvényeknek csak egy elég gazdag részosztalyara ellenérizni, és ennek se-
gitségével eldonteni, hogy teljesiil-e az eloszlasban valé konvergencia. Természetesen a
folytonos és korlatos fliggvények olyan részosztalyat kivanjuk tekinteni, amelyikre ez a
feltétel konnyebben ellendrizhets. Kideriilt, hogy erre a kérdésre igenld valaszt lehet
adni, elegendd csak a trigonometrikus fiiggvényeket tekinteni, azaz az g;(u) = €%,
—o0 < t < oo, alaku fliggvényeket. Jegyezziik meg, hogy ezek a fiiggvények komplex
és nem valés értékiliek, de mindazok az eredmények, melyek valds értékii valészintiiségi
valtozokra érvényesek, természetes moédon altaldanosithatok komplex szam értékli valo-
szinliségi valtozokra is. Annak oka, hogy a trigonometrikus fiiggvényeket jol tudjuk
haszndlni az, hogy minden —oo < s,t < oo, paraméterre teljesiil a gs(u)gi(u) =
estettt = it — g (u) azonossidg. Létni fogjuk, hogy ez az azonossig sok
segitséget jelent, ha fliggetlen valdszintliségi valtozdk Osszegeinek eloszlasat vizsgdljuk.
Megjegyzem, hogy az ilyen jellegli 0sszefliggések alkalmazdsa nemcsak a valdsziniliség-
szamitasban fontos. Ennek altalanositasan alapul az algebra egy mély és fontos teriilete,
a csoportreprezentaciok elmélete.

A tovabbi vizsgalatokban hasznos a karakterisztikus fiiggvények alabb megadott
definicidja.

Valészintliségi valtozé karakterisztikus fliggvényének a definiciéja. Legyen &
valdszinidségi viltozo valamely (2, A, P) valészindségi mezdn, és jelolje F(u) = P(§ <
u), —0o < u < 00, a & wvaldsziniségi vdltozo eloszldsfiigguvényét. A & wvaldsziniségi
vdltozonak a karakterisztikus fligguénye a

o(t) = Be' = / e™F(du), —oo<t< oo,

— 00

fuggvény. Adva egy F eloszldsfligguény az F' eloszldsfiigguény karakterisztikus fligguényét
18 definidlni fogjuk mint eqy F eloszldsu & valdsziniiséqgi vdltozo karakterisztikus fliggué-
nyét. (Mivel a karakterisztikus fligguényt a € valdszintiségi vdltozo eloszldsfiigguényének
a segitségével ki lehet szdmolni, ezért jogunk van eqy eloszldsfiigguény karakterisztikus
fliggvényérdl beszélni.)



A kovetkezo egyszerti allitdsokat azok fontossdguk miatt kiilon Lemma formajaban
mondjuk ki.

Lemma valésziniiségi valtozok karakterisztikus fliggvényének viselkedésérol.
n

Legyenek &1, ... ,&, figgetlen valdszindségi vdltozok, jelolje Sy, = > &; e valdszindségi
j=1
vdltozok dsszegét és p;(t), 1 < j < n, a & valdsziniiségi vdltozo karakterisztikus fiigg-

. n
vényét. Ekkor az S, dsszeq karakterisztikus fiigguénye a ¥, (t) = Ee®Sn = [] v;(t),
i=1

—o0 < t < oo fligguény. Ha A és B # 0 wvalds szamok, akkor a valosziniségi

B

vdltozo karakterisztikus fligguénye az

. . t : ~ t
it(Sn,—A)/B _ —itA/B v\ _ —itA/B N
Fe =e wn<B>—e jl:[l%(B)

fligguény.
Legyen & olyan wvaldszindiségi vdltozé F(-) eloszldsfigguénnyel, melyre teljesil az

E|¢F = / lul* F(du) < oo egyenlétlenség valamilyen k pozitiv egész szdmra. Ekkor
a & valdsziniségi valtozo ¢(t) karakterisztikus fliggvényének a derivdltjai megadhatdk a

d? S
ﬁgp(t) = / iu? "™ F(du) képlettel minden 0 < j < k és —oo < t < oo szdmra.

— 00

o () = i e :
Specidlisan, t = 0 vdlasztdssal I = YW F(du) =i E minden 0 < j <k
t=0 J-o0

szdmra.
Bizonyitds:

EeitSn — pitit+én) Eettéipitée || pitln — poités poitée || Feitén — H ©; (t)
j=1

a &, 1 < j < n, fuggetlensége miatt illetve az e¢ valbszintiségi valtozék ebbél
kovetkezo fiiggetlensége miatt. Ezenkivil

e . i » t
Eeit(Sn=A)/B _ [eilt/B)Sn ~itA/B _ ~itA/By, (§> ,
ha az S,, valészintliségi valtoz6 karakterisztikus fliggvénye 1, (t). Innen kovetkeznek a
Lemma els6 paragrafusaban kimondott allitasok.

A Lemma masodik paragrafusaban kimondott allitas bizonyitasa érdekében irjuk
oo

fel a o(t) = Eei't = / "™ F( du) azonossagot, és differenciljuk 7, j < k, alkalommal.

Be lehet 14tni, hogy az E|£|* < oo feltétel teljesiilése esetén az azonossag jobboldaldn
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dJ
az integrédlas és differencialds sorrendje felcserélhet6. Innen kapjuk, hogy pT (t) =

[o.@]

/ Pule™ F(du). Alkalmazva a t = 0 helyettestitést megkapjuk a Lemma utolsé
— o0

bizonyitandé allitasat is.

Ahhoz, hogy a karakterisztikus fiiggvényekkel jol tudjunk szdmolni sziikséglink van
olyan eredményre, mely szerint a trigonometrikus polinomok a folytonos fiiggvények
elég gazdag részosztalya. Ilyen eredmény Weierstrass méasodik approximécios tétele,
mely azt mondja ki, hogy folytonos és periodikus fiiggvényeket tetszoleges pontossaggal
lehet kozeliteni a szuprémum norméban trigonometrikus polinomokkal. (Weierstrass
els6 approximéciés tétele hasonld allitast fogalmaz meg véges intervallumban folytonos
fiiggvények polinomokkal valé approximalhatdsiagardl.) Megfogalmazzuk ezt az ered-
ményt, és (vézlatosan) bebizonyitjuk annak néhiny szdmunkra fontos kovetkezményét.

Weierstrass masodik approximacios tétele. Tetszoleges folytonos és 2w szerint

periodikus f(t) figgvényre és € > 0 wvalds szdmra létezik olyan P,(t) = Y. apet*
k=—n
trigonometrikus polinom, melyre

sup |f(t) — P,(t)] <e.

—oo<t<oo

Ahhoz, hogy eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényeinek konvergenciajabdl
kovetkeztetni tudjunk magunknak az eloszlasfiiggvényeknek a konvergenciajara tudnunk
kell azt, hogy az a karakterisztikus fliggvények meghatarozzak az eloszlasfiiggvényeket.
Megfogalmazzuk ezt az eredményt, és megadjuk annak bizonyitasat Weierstrass masodik
apprximacios tétele segitségével.

Tétel. Legyen F(-) és G(-) két eloszldsfiigguéy, melyek karakterisztikus fligguénye meg-
egyezik. Ekkor F(x) = G(x) minden —oo < x < 00 szdmra.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy Weierstrass masodik approximéciés tételébdl kovetkezik,
hogy tetszéleges K > 0 és e > 0 szamokra és a K szam szerint periodikus h(-) fliggvényre
n ..
igaz, hogy létezik olyan P,(t) = 3. a;e?™*/X trigonometrikus polinom, melyre tel-
j=—n

jesila sup |P,(t)—h(t)| < e becslés. Integralva a h(-) ésa P,(-) fiiggvényt aFés G

—oo<t<oo

eloszlasfiiggvény szerint, a fenti approximéciébdl kapjuk hogy [ |h P, (u)|F(du) <
e és [|h(u) — Po(u)|G(du) < e. Ezért U"h fh du | < 2¢. Mivel
ez minden ¢ > 0 szdmra igaz, ezért [ h(u) f h(u du Tovabb4, innen
kovetkezik az is, hogy ha h(-) kompakt tart6jd, folytonos fuggveny, azaz ha létezik olyan
A szdm, melyre h(u) = 0, ha |u| > A, akkor [ h(u)F( = [ h(u)G(du). Valéban,
definidljuk minden K > A szamra azt a hg (-) fliggvényt, mely a h(-) fuggveny [—K, K]
intervallumra vett megszoritdsdnak a 2K szerinti periodikus kiterjesztése, azaz hx (u) =
h(u — 21K), ahol | olyan egész szdm, melyre —K < u < K. Ekkor [h(u)F(du) =
Kli_r)noofhK(u)F( du) = [ggnwfhK(u)G(du) = [ h(u)G(du



Legyenek —oo < < y < 0o olyan szamok a szadmegyenesen, melyek folytonossagi
pontjai mind az F mind a G eloszlasfiiggvénynek. Belatjuk a fenti relacié segitségével,
hogy F(y) — F(z) = G(y) — G(z). Valéban, rogzitsiink egy € > 0 szdmot, és definidljuk
a kovetkezé h(-) = h(-)fuggvényt: h(u) = 1, ha z < v < y, h(u) = 0, ha y +
< z-—c¢, h(u) = m,hay<u<y+6 h(): u%m,
ha 2 — e < u < z. Felhasznélva az [ hZ(u = [ h¥(u)G(du) azonosségot,
és azt hogy gi_r}%fhe(u)F(du) = F(y) — F( hmfh (u) ( ) = G( ) — G(z), ha
xr és y az F és G fiiggvény folytonossagi pontJal € — 0 hataratmenettel kapjuk az
F(y) — F(x) = G(y) — G(z) azonossagot.

Ez utébbi azonossagot felhaszndlva és alkalmazva az x — —oo hataratmenetet
kapjuk, hogy F(y) = G(y), ha y mind az F(-) mind a G(-) eloszlasfiiggvénynek folyto-
nossagi pontja. Mivel az F' és GG eloszlasfiiggvénynek csak megszamlalhaté sok szakadési
pontja van, és mind a két fliggvény balrél folytonos, innen kovetkezik, hogy az F' és G
eloszlasfiiggvények megegyeznek.

e < u vagy u

Az el6z6 tétel bizonyitasi mddszerének finomitdsa segitségével lehet bebizonyitani
a kovetkez6 eredményt, melyet fontossaga miatt alaptételnek neveziink. Ennek bi-
zonyitasa azonban a Fourier analizis mas moddszereit is felhasznalja. Emiatt, illetve
idohidny miatt a bizonyitast elhagyom.

Eloszlasok konvergencidjardl szdlé Alaptétel. Legyen F,(u), —o0o < u < o0,
eloszldsfigguények egy sorozata pn(t) = [€"“F,(du) karakterisztikus figguényekkel,
n = 1,2,.... Ha a po(t) = nh—>Holo on(t) hatdrérték létezik minden —oo < t < o0
szdmra, €s a po(t) limeszfigguény folytonos az origéban, akkor létezik olyan Fy(u)
eloszldsfiiggvény, melynek a po(t) fligguény a karakterisztikus fiigguvénye. Tovdbbd e
feltétel teljestilése esetén az F,(u) eloszlasfigguények eloszlisban konvergdlnak az Fo(u)
eloszlasfiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u), n = 1,2,..., eloszldsfiggvényeknek egy olyan sorozata,
mely egy Fo(u) eloszldasfigguényhez konvergdl eloszlasban, o, (t), n = 1,2,..., jeldli az
Fo(u), vo(t) pedig az Fy(u) eloszldsfigguény karakterisztikus figguényét, akkor ¢o(t) =
nhi%o ©n(t) minden —oo < t < 0o szamra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden

véges intervallumban.

Megjegyzés: Az eléadéshoz csatlakozé gyakorlatban kitiiztem egy (elméleti jellegii)
feladatot, mely fontos szerepet jatszik a bizonyitasban. E feladat eredményének a
segitségével tudjuk kihaszndlni a tétel azon feltételét, hogy a karakterisztikus fiiggvények
hatarértéke folytonos a nullaban.

Feladat:

Legyen F,(-), n = 1,2,..., eloszlasfiiggvények egy sorozata, melyek ¢, (-) karak-
terisztikus fliggvényei az origd egy kis kornyezetében konvergalnak egy a nulldban
folytonos fliggvényhez.

a.) Léssuk be (a Lebesgue tétel segitségével ), hogy ekkor tetszéleges e > 0 szdmhoz
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1 /9
létezik olyan § = §(¢) szdm, melyre lim % / R[1 — pn(t)] dt < e, ahol Rz a
n—00 _5

z szam realis részét jeloli.

b.) Mutassuk meg, hogy amennyiben F, () eloszlasfiiggvények ¢, (-) karakterisz-
tikus fiiggvényei teljesitik az a) részben megfogalmazott tulajdonségot, akkor
minden € > 0 szdmhoz létezik olyan K = K(e) szam, melyre F,,(—K) + (1 —
F,(K)) <emindenn =1,2,... szdmra.

Ennek a feladatnak az eredménye lehetévé teszi, hogy alkalmazva annak az ered-
ménynek a bizonyitasmodszerét, mely szerint a karakterisztikus fiiggvény meghatarozza
az eloszldsfliggvényt beldssuk a kovetkezé allitdst: Ha F,(-) eloszlasfiiggvények karak-
terisztikus fiiggvényei konvergalnak minden pontban egy F'(-) eloszlasfiiggvény karakte-
risztikus fliggvényéhez, (mely folytonos az origéban), akkor az F),(+) eloszlasfiiggvények
eloszlasban konvergalnak az F'(-) eloszlasfiiggvényhez.

Feladat:

Mutassuk meg, hogy egy F' eloszlasfiiggvény ¢(t) = [ e F(du) karakterisztikus
fliggvénye folytonos minden pontban.

A fent kimondott alaptétel tartalmasabb allitds mint az, amire sziikségiink lesz.
Ha azt akarjuk belatni, hogy Fj, eloszlasfiiggvények egy sorozata konvergdl egy Fj
eloszlasfiiggvényhez, akkor elég belatni, hogy az F,(-) eloszldsfliggvényeknek a ¢, (t) =
[ e F,(du) karakterisztikus fiiggvényei konvergdlnak az Fy eloszldsfiiggvény o(t) =
[ " Fy(du) karakteriszikus fiiggvényéhez minden —oo < ¢ < oo pontban. (Jegyezziik
meg, hogy egy karakterisztikus fliggvény folytonos fiiggvény, ezért az a kovetelmény,
hogy az eloszlasfiiggvények karakterisztikusfiiggvényeinek hatarfiiggvénye legyen foly-
tonos teljesiil abban az esetben, ha az eloszlasfiiggvények eloszldsban konvergédlnak).

Az alaptétel tobbet mond anndl mint amire sziikségiink van. Ez az eredmény
segit eldonteni azt, hogy eloszlasfiiggvények sorozatanak mikor van hatarértéke, és
mi ez a hatarérték. Az alaptétel alkalmazhaté olyan esetekben is, amikor eredetileg
még nem sejtjik mi a hatarérték. Azt allitja, hogy ha a karakterisztikusfiiggvények
sorozatanak van egy az origéban folytonos hatarfiiggvénye, akkor ez a hatarfiiggvény
egy eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvénye, és egyben ez az eloszlasfiiggvény a
keresett limesz. (Annak eldontése, hogy egy konkrét fliggvény mikor karakterisztikus
fiiggvénye valamely eloszlasnak dltaldban nehéz kérdés.) Annak érdekében, hogy lassuk
annak a feltételnek a fontossdgat, mely szerint a hatarfiiggvény folytonos az origéban
tekintsiik a kovetkezo feladatban megadott példat.

Feladat:

Legyen F,(-), n = 1,2..., a [-n,n] intervallumban egyenletes eloszlast valdszi-
1

niiségi valtozok sorozata, azaz legyen F,(-) slirliségfiiggvénye az f,(u) = —, ha

2n’
—n < u<n, f,(u) =0, ha |u| > n képlet segitségével megadott fiiggvény. Lassuk
be, hogy az F,(-) eloszlasfliiggvények karakterisztikus fiiggvényei minden pontban
konvergalnak az ¢(0) = 1, ¢(t) = 0, ha t # 0 képlettel megadott ¢(t) fiiggvényhez,
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amelyik az origéban nem folytonos. Tovabbd az F,(-) eloszlasfiiggvények nem
konvergalnak eloszlasban, mert minden véges [a, b] intervallumra lim F),([a,b]) =
n—oo

0.

Az alaptétel alapjan a centralis hatareloszlastétel bizonyitasahoz elég kiszamolni a
standard normaélis eloszlasfliiggvény karakterisztikus fliggvényét, és megmutatni, hogy ha
vesszik fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok Osszegeinek a normalizalt-
jait, akkor ezek karakterisztikus fiiggvényei a standard normalis eloszlas karakterisztikus
fliggvényéhez tartanak. Fogalmazzuk meg el6szor azt az eredményt, mely megadja a
standard normadlis eloszlasfiiggvény karakerisztikus fiiggvényét.

Tétel a standard normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliiggvényérol. A
1 2

w) = —u“/2

plu) = ——

eloszlasfigguény karakterisztikus fiigguénye a g(t) = e

/OO itu 1 —u2/2d —t2/2
(& —¢ U =e .
— oo \V 2T

e , —00 < u < 00, sturiségfiggvénnyel rendelkezo standard normdlis

~/2 fiigquény, azaz

Magyardzat:

S 1 2 < 1 N2 2
itu —u“/2 _ —(u—it)*/2 —t=/2
e e du = e e du
/_Oo V2T /_OO \ 2T
co—it
1
_ e—t2/2/ _e—u2/2€—t2/2 du.

—oco—it V2

A fenti szamolasban a szokasos technikat alkalmaztuk, az exponensben szereplé kvad-
ratikus alakot teljes négyzetté alakitotuk at. Azt allitom, hogy

co—1it
1 2 2
—u“/2 _—t°/2 .
e e du = 1.
/—oo—it V 27

Ez az integral abban kiilonbozik a standard normadlis stiriiségfiiggvény integraljatol,
hogy a normadlis stirliségfiiggvény integraljat nem a valés tengelyen, hanem egy vele
parhuzamos egyenesen tekintjiik. Azz allitom, hogy ez az integral ugyanannyi, mintha
a valds tengelyen intergaltunk volna. Ezt nem nehéz belatni, ha szabad hivatkozni
a komplex fliggvénytan talan legfontosabb eredményére, mely szerint egy analitikus
fiiggvény korintegralja egy zart gérbén nulla. Azt kell kihaszndlni, hogy a g(z) =

e=*"/2 fiiggvény analitikus az egész szamsikon, és, ezenkiviil a g(z) fiiggvény olyan,
hogy amennyiben a z argumentum imaginarius részének az abszolut értéke kisebb mint
valamely fix K szam realis részének az abszolut értéke pedig nagyon nagy, akkor a
g(z) fliggvény nagyon kicsi. Mivel ez a bizonyitdas a komplex fiiggvénytani ismeretek
felhasznélasa segitségével egyszertien végrehajthato, viszont ez a komplex fliggvénytani
rész, melyet nem tanult mindenki elengedhetetlen a bizonyitasban, ezért a részletek
kidolgozasat elhagyom.

12



A fenti eredmények segitségével nem nehéz belatni a centralis hatareloszlastételt.
Valéban, legyenek &1, &, . .. fiiggetlen, egyforma eloszlast valészinfiségi valtozdk, E€? <
oo. Jeldlje (-) a & valésziniiségi valtozé karakterisztikus fiiggvényét, M = EE;, D? =
Var &, (mivel a §; valészintliségi valtozdk egyforma eloszlastak, ezért a fenti mennyiségek

n
nem fiiggnek a j indextél), és legyen S,, =
j:

&;. Ekkor a karakterisztkus fiiggvényekrdl
1

S, —nM

/D

o )

fliggvény. Ezért a centrilis hatareloszlastétel bizonyitdsahoz azt kell belatni, hogy

, t "

(e_"tM/‘/ﬁDgo (ﬁ)) — e_t2/2, ha n — oo minden ¢ szamra.

Viszont alkalmazva a karakterisztkus fliggvényekrol kimondott lemma méasodik allitasat
t

és a p(0) = 1 egyenl6séget Taylor sorfejtés segitségével kapjuk, hogy ¢ (ﬁ)
n

tM 2B t2
+ \Z/ﬁD ~ % 5; + (— . Tovabbé, hasonléan Taylor sorfejtés segitségével kapjuk,

2n
: tM M3 t2
hogy e #M/vnD — 1 ! 0(

_ JnD ~ 513 + —). E két aszimptotikus egyenloséget

n
osszeszorozva kapjuk, hogy
piniping (U (4 M _CEG (2
v/nD vnD  2nD? 2n
L itM t2M? N t2 . t2 e
vnD  2nD? n 2n n)’
mert elvégezve a beszorzdsokat kapjuk, hogy t egyiitthatéja nulla, t? egyiitthatéja
( iM >2 B M? 1 1

W “ 5,02 aaD? = a9y és ezenkiviil mar csak o (5> nagysagrendii
tagok szerepelnek a szorzatban. Innen viszont kovetkezik, hogy

| t \\" t2 V"
(e_th/ﬁgp(\/ﬁD>) :<1_%+0(5>> —>e—t2/2, han — oo

minden ¢ szamra, és ezt kellett belatnunk.

Feladat:

kimondott lemma alapjan S,, normalizaltjanak az val6szintliségi valtozonak a

karakterisztikus fiiggvénye az

1

Mutassuk meg, a karakterisztikus fliggvények segitségével, hogy amennyiben & és n
két fliggetlen, normaélis eloszlasu valdszinliségi valtozd my és mo varhatéd értékkel,
02 és o3 szérasnégyzettel, akkor ¢ + n normdlis eloszlast valészintiségi valtozd

my + meo varhaté értékkel, és o? + o3 szérasnégyzettel.
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