A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat tizedik el6adasa.
2001 dprilis 3.

El6szor néhany feladat megoldasat targyaljuk.

Idézziik fel, hogy ha & standard normélis eloszlasui valdszintliségi valtozo, akkor o€ +

m m varhaté értékii és o2 szérasnégyztii normélis eloszlasi valészintiségi valtozé. Egy &
valészintiségi valtozé akkor normalis eloszlast m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel,
1

2o

ha siiriiségfiiggvénye a g(x) = e~ (@=m)*/20% fiioovény.

Feladat:

Legyen 17 és nmo két fiiggetlen normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo mq illetve
mo varhato értékkel, a% és O'% szorasnégyzettel. Lassuk be, hogy 11 + ng my1 + mo
varhaté értéki és o3 + o3 szérasnégyzetii normélis eloszldst valdsziniiségi valtozo.

A feladat megoldasa el6tt érdemes megjegyezni, hogy

/ e*("”*A)Q/B dxr = V Brr.

—A
Ezt lathatjuk példaul az y = \/§x— helyettesitéssel, és abbdl a ténybol, hogy a

VB

1
o(y) = 5 e=v’/2 fliggvény striiségfiiggvény. Ez az észrevétel azért hasznos, mert ez
T

lehetové teszi, hogy amennyiben olyan integralt kell kiszamolni, melyben az integrandus
exponensében egy kvadratikus alak szerepel, akkor az inegrandusban szerepl6 kifejezést
teljes négyzetté alakitva ki tudjuk szamolni az integralt. Ez a gondolata a jelen feladat
megolddsanak is.

Megoldas: Az n1 + no valészintliségi valtozo sliriiségfiiggvénye

f(x) - /oo 1 e_(u_m1)2/20€e_(w_U—mg)Z/Zo'g du

oo 20109

202 203

_/°° 1 ox _a%—kag u_mlag—i—(x—mg)al ?

oo 2TO102 20203 0% + o3
(mio3 + (x —ms)ot)®  mi (z—ma)*|
- — u
20202(0% + 03) 202 203
1 (mio2 + (x —mao)o2)2  m? (2 —mg)?
= 5 5 €X 2 2.2 2 5.2 2
27(o7 + 03 20{05 (0 + 03) 201 2073

e o)

27 (0% 4 o3 2(0f + 03)
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Jegyezziik meg, hogy a fenti szdmoldsban megjelend egyszeriisitések megjelenésének
mélyebb oka van. Ha tudjuk, hogy a vizsgalt integrdl értéke olyan alaki, melyben
konstansszor egy kvadratikus alak szerepel, akkor mivel a konvolucié eredménye egy
strtiségfiiggvény, ezért a végeredmény sziikségszertien normaélis slriségfiiggvény.
Tovabba, tudjuk, hogy a stirtiségfliiggvény egy olyan valészintiségi valtozd siirtiség-
fiiggvénye, amelyik varhaté értéke my + mo szérdsnégyzete pedig o2 + o3.

Legyen ¢ standard normadlis eloszlast valdszintliségi valtozé, azaz legyen & siirt-

1
ségfiiggvénye f(x) = \/%6_952/2, és legyen t valés szam. Szamoljuk ki az efs

valoszintiségi valtozé Fe't virhato értékét.
Megoldas:
< 1

o 1 2
Eett = / et~ emu /2 gy = / ——e
oo 2T —oo V2T

= et’/? /OO 1 e~ (t=w?/2 gy — /2,
—oo V2T
Legyenek £ és n fiiggetlen, standard normélis eloszlasi valdszinliségi valtozok.
Léassuk be, hogy &2 4+ n? exponencidlis eloszldst valdszintiségi valtozé.
Megoldds: P(£2 < z) = ®(y/z) — ®(—/x) = 28(v/z) — 1, ha = > 0. Irjuk fel
£? stirtiségfiiggvényét és konvolicié segitségével a kivant stiriiségfiiggvényt. A &2
1
#lve) = e /2 hax >0, és
VI 2mx

tu—u?/2—t% /2412 /2 du

valdsziniiségi véltozo stirtiségfiiggvénye g(x) =

g(z) =0, ha x <0, és £2 + n? siirliségfiiggvénye

x 1
. . —u/2 —(x—u)/2
z)=g*g(x) = R e e— e du
J(@)=gx*g(x) /o 2/ u(z — )
1
1 1
= _I/Q —d = — —13/2 h >0
e v e , ax >0,
/0 2my/v(1 —v) 2

és f(z) =0, hax <0.

1
Megjeqyzés: Az x paramétertél nem fliggd / dv integral értékét meg-
0

1
Vol —wv)
hatarozza az a tény, hogy a végeredményként kapott fiiggvény stlirtiségfiiggvény,
ezért integralja a szamegyenesen eggyel egyenld. De ki is tudjuk szamolni ezt az

integralt. Hogyan? Vagyiik észre, hogy

I 1

Legyen £ és n két fiiggetlen standard normalis eloszldsi valdszintiségi valtozo.

Szamitsuk ki a hényados eloszlés és strtiségfiiggvényét.



Megoldas.
Tegytink el0szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva van két valdszintliségi valtozé &
és n, melyek (egyiittes stirliségfiiggvénye egy ismert f(u,v) siirliségfiiggvény, akkor

az g hanyados eloszlasfiiggvényét a kovetkezd moédon szamolhatjuk ki: Vezessiik
be a g(u,v) = g.(u,v) fiiggvényt, mely a sikon az {(u,v): Y < x} halmaz in-
u
dikatorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha Y < x, és g(u,v) = 0, ha ° > x. Ekkor
u u

P (g < x) = Eg(&n) = [ [gu,v)f(u,v)dudv = ff{(u,'u): v gy f(u,v) dudv.

Latni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgalandé integral viszonylag egyszerti,
konnyebben kezelhetd.

A feladatban vizsgaland6 hanyados eloszlasfiiggvénye

1
F(z)="P Tez)= // — e~ /2 gy dy
g v<xru 27
1 oo

1 1

=2— / re”" 12 dp dy = - + —arctanz.
2m — S <p<arctanzx 40 2 ™

Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk w = rcosp, v = rsinp transz-

formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szamoldas soran az integrandusban meg-

jelenik az r Jacobian mint szorz6 faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belso r

o0
valtozé szerinti integral fooo re="/2 dr = [—6_7”2/2} =1.
0

Kiszamoltuk a keresett valészintliségi valtozéd eloszlasfiiggvényét. E valdszintiségi
véltozo stirliségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(x) = 0 =
x
—— fliggvény.
T2 eevény
1
Mdsodik megoldds. A (§,n) vektor sliriségfliggvénye 2—6_(”32+y2)/ 2 ami forgatéasin-
0
varidns fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (£, n) vektor

Q
egy origobdl kiindulé « szogl szogtartomanyba esik, 9 Ezért
T

P (g < x) =P ((f,n) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 77) szégtartoményban)

12( ¢ +7r) L1t
= — arcta. — = — — arcta .
27T I nx 2 2 7T1“ nax

Legyen ¢ egyenletes eloszldsu valészintiségi valtozé a [0,1] intervallumban, azaz
legyen f(-) stirtiségfiiggvénye f(x) = 1, ha 0 < = < 1, f(x) = 0 egyébként.
Szémitsuk ki a £2 valdészintiségi valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét.

Elsé megoldds: Var€? = E ((52)2> — (B€)? = B¢t — (B)? = [24f(x)dx —
(f22f(x) da;)Q, ahol f(z) =1, ha 0 <z <1, f(x) = 0 egyébként, azaz f(x) a ¢
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valészintiségi valtozé siirtiségfiiggvénye. Innen E¢? = fo 2 dr = 3 és Var? =

2
1 4 _<12 )221_ I\v_1 14
foxd:z: foxdx 3 3 79 T

Midsodik megoldds: Szamitsuk ki elészor a £2 valészinliségi valtozé eloszlds és
stirtiségfiiggvényét. A €2 valdszinfiségi valtozd F(-) eloszlasfiiggvénye

Fl)=PE*<2)=P(—Vr<&é<Vo)=P0<¢<Vr)=vz, ha0<z<l,

F(z) =0, ha £ <0, F(z) =1, ha > 1. Innen a &2 valészinliségi valtozé f(-)
1
stirtiségfiiggvénye f(r) = —=, ha 0 <z <1, és f(x) = 0 egyébként. Ezért

2Vz

és
1 1 2
1 1 1 2 1 2 4
2_ 2 _ —_ —_ . = — e = —
Var & _/0 x _Zﬁdx (/0 xZﬁdx> 5 5 (2 3) 15

Tegyiik fel, hogy a kovetkezd jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabalyos pénz-
darabot egymastdl fliggetleniil egymas utdn. Amennyiben fej a dobas eredménye,
akkor a feltett tét dupldjat kapjuk, ha irds, akkor a tét % részét elveszitjik, és
csak % részét orizhetjiik meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezért feltessziik minden
jatékban minden pénziinket. Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a

jaték kezdete elott, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor
n
a) BEZ,=A (6) , azaz vagyonunk varhato értéke exponencidlisan né.

b) Z, sztochasztikusan tart nulldhoz, azaz ha sokdig jatszunk akkor kozel egy
valésziniiséggel majdnem minden pénziinket elveszitjik. (Valgjaban Z,, egy
valoszintliséggel is tart nulldhoz, csak ennek indoklasahoz sziikséges az eléada-
son eddig nem targyalt nagy szdmok erés torvénye is.)

c) Ertsiik meg, hogy ez a két allitds nem mond egymasnak ellent.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd ; valdszinliségi véltozokat: {; = 2, ha a j-ik

1
dobéas eredménye fej, §; = 3’ ha a j-ik dobas eredménye irdas. Ekkor &q,&, ...,

1 1
fiiggetlen valészintiségi véltozok, P(§; = 2) = P (¢ = §> = 5 és ezenkiviil
1 1 7
Z = Ae oo Baint By = 5 (243) = 1.6 B2, = BAGG -6, =

7 n
AE§ES - B, = A (6) . Ez a feladat a) éllitésa.
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logA 1 2
08 + — logé&;.
n j=1

1
A Z, = AL - &, relaciobdl kovetkezik, hogy —log Z,, =
n n

1 1
Tovabbd, Elogé; = 3 (log 2+ log 3

torvénye szerint — log Z,, sztochasztikusan konvergdl a negativ —5 log — szdmhoz.
n

1 3
> . log 3" Ezért a nagy szamok (gyenge)

loge

1
Innen tetszéleges ¢ > 0 szamra P(Z, > ¢) = P (— log Z,, > ), és ez a va-
n

l6szintiség nulldhoz tart, ha n — oo. Valéban, a nagy szdmok gyenge torvénye,
és a _ 1 > ! log§ egyenlotlenség miatt lim P 1 log Z,, < _ L = 1. Mivel
10 2 2 n—o0 n 10

. loge
lim
n—oo N

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E€; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
Flog¢; < 0. Ez a két egyenlStlenség teljestilhet egyszerre, mert a varhaté érték
és a logaritmus egymadssal nem felcserélhets. Igaz az Fe” > eP" egyenlétlenség
(ez a konvex fiiggvényekre vonatkozé tgynevezett Jensen egyenl6tlenség specidlis
esete), ahonnan ¢ = logn vélasztassal B¢ > €8 P& de egyenléség nem irhatéd
a fenti egyenlOtlenség helyett. Jegyezziik meg, hogy hasonld, de egyszeriibben
értheté példat mutat a feladat a) és b) allitdsanak egyszerre val6 teljesiilésére a
kovetkezo modell. Olyan jatékot jatszunk, melyben % valészintiséggel elveszitjiik, %
valészintiséggel pedig megharomszorozzuk a pénziinket. Az egyes jatékok egymastdl
fliggetlenek, és minden idopontban minden pénziinket feltessziik. Ekkor annak a
valészintisége, hogy az n-ik jaték utan minden pénziinket elveszitjik, 1 — (%)n,
ami rendkiviil gyorsan tart egyhez, és pénziink varhaté értéke 3™ (%)n, ami ex-
ponencidlisan gyorsan né az n fiiggvényében. Hasonld, csak kissé rejtettebb eset
torténik az altalunk targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban tekintett jaték
nyereményét sok jaték utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik jaték
utan nagy valészintiséggel alig marad pénziink. Viszont kis valészintiséggel nagyon
sok pénzt nyeriink, és ezért nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak,

hogy nemcsak a b), hanem az a) allitas is teljestil.

= 0 innen kovetkezik a feladat b) allitasa.

Tekintsiik az el6zo feladatban tekintett jatékot azzal a kiilonbséggel, hogy a jaték
minden egyes forduléjaban vagyonunk wu-ad részét, 0 < u < 1, tessziik fel tétként.

Jelolje Z,(u) vagyonunkat a jaték n-ik 1épése utdn. Ekkor az —log Z,(u) vald-
n

szinliségi valtozdk sztochasztikusan konvergdlnak egy B(u) szdmhoz. Hatérozzuk
meg a legjobb @ szamot, amelyikre B(u) = sup B(u). Léssuk be, hogy B(u) > 0.
0<u<1
Megoldds: Vezessiikk be a & = &;(u), j = 1,2,..., valésziniiségi véltozdkat, me-
2
lyekre {; = 1 + u, ha a j-ik dobds eredménye fej, és &; = &;(u) = 1 — ?u, ha a

j-ik dobéas eredménye irds. Ekkor az n-ik 1épésben a vagyonunk Z,, = A& ---&,, a

&, 7 =1,2,..., valészinliségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszldsuak, ezért
1 log A 12
—logZ, = o8 + — > log&,, és a nagy szdmok gyenge térvénye szerint az
n n j=1



— log Z,, valésziniiségi valtozok sztochasztikusan konvergélnak a B(u) = E'log&; =

1 2 1 2

3 <log(1 + u) + log (1 — g)) =3 log(1 + u) (1 — ?u) szamhoz. A B(u) fligg-
25

vény a maximumat az u = 1 helyen veszi fel, és B(u) = 3 log 21 > 1.

A centralis hatareloszlastétel.

Ez a valdsziniségszamitas legfontosabb eredménye. Azt mondja ki, hogy ha sok
fliggetlen valoszintliségi valtozot Osszegeziink, az Osszeget alkalmasan normalizaljuk, ak-
kor nagyon altalanos feltételek teljesiilése esetén az Gsszeg kozelitéleg normalis eloszlasi.
A tétel megfogalmazdasa elott vezessiik be az irodalomban gyakran hasznalt fogalmat.

Egy valdszintliségi valtozé normalizaltjanak a fogalma. Legyen & olyan valdszi-
§— E¢

v/ Var &

valosziniségi vdltozo, azaz a & valdsziniségi vdltozonak az a linedris transzformdltja,
melynek varhato értéke nulla, szordsnégyzete pedig 1.

niségi vdltozd, melyre EE? < co. A & waldszindiséqi vdltozd normalizdltja a € =

Jegyezziik meg, hogy ha &1, ..., &, fliggetlen valdszintiségi valtozdk, melyekre E&? <

n
oo minden 1 < j < n indexre, akkor az S = ) &; Gsszeg normalizaltja az
j=1

5, _ 7j=1 =1
> Varg;
j=1
kifejezés.
Centralis hatareloszlastétel. Legyenck £1,&s, ..., fliggetlen, egyforma eloszldsiu valo-
n
szintiségi vdltozok, jelolje Sy, = ) &, n=1,2,..., e valdsziniségi valtozok részletdssze-
=1
J . i
&- Y B
Sn—ES,  j=1 ! j=1 ’

normalizaltjai

geit. Ekkor az S, wvaldsziniségi valtozok

v/ Var S, n
Z Var fj
j=1

teljesitik a

S, — ES, .
lim P| —/——— <z ) =®(x), minden —oo <z < o0 szamra
n—00 ( v Var S, ) (z)

xX
1
reldciot, ahol ®(x) = / —u’/2 du, a standard normdlis eloszasfiigguény.

e
oo V2T



Megjegyzés 1: Az elébb kimondott tétel valéjaban specidlis esete az altalanos centrélis
hatareloszlastételnek, mely hasonlé eredményt mond ki fiiggetlen, de nem feltétleniil
azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegeire nagyon altaldnos
feltételek mellett.

Megjegyzés 2: Lattuk, hogy fiiggetlen normalis eloszlasu valdszinliségi valtozok részlet-
Osszegeinek normalizaltja standard normalis eloszlasu valészinliségi valtozo. A centralis
hatareloszlastétel azt allitja, hogy sok fiiggetlen, de nem feltétleniil normaélis eloszlasu
valészintiségi valtozd Osszegének a normalizéltja nemcsak nulla varhatéd értékii és egy
szorasnégyzetl valdszinliségi valtozo, hanem ezenkiviil kozelitéleg normélis eloszlasu is.
Ez azt jelenti, hogy sok Osszeadandd esetén az Osszeg eloszlasa ,,elfelejti” az osszeadan-
dok eloszlasat, az 6 eloszlasa kozelitoleg normalis eloszlasi. Bar ezt az eredményt be
lehet bizonyitani, az mégis rendkiviil megleps. A centralis hatareloszlast tekinthetjiik a
valészintiségszamitas legnagyobb misztériuménak.

Megjegyzés 3: A miiszaki tudomanyokban beszélnek egy olyan megfigyelésrol, melyet hi-
batorvénynek neveznek. Gyakran eléfordul, hogy egy miszaki feladatban egy kisérletet
tobbszor egymastol fiiggetleniil elvégeznek, azok eredményeitt tobbszor megmérik, de
az egyes mérések pontatlanok. A tapasztalat azt mutatja, hogy szinte mindig a mért
eredmények diagramja egy az igazi érték koriili tipikus tigynevezett harang-gorbét rajzol
ki. A meglepd tény az, hogy a legkiilonb6z6bb feladatokban mindig ugyanaz a gorbe
rajzolédik ki. Ennek a ténynek a hatterében valéjaban a centralis hatareloszlastétel van.
Az eredmény oka az, hogy a hibak sok kis apré egymastdl fiiggetlen hiba Osszegeként
keletkezik. Ezért a centralis hatareloszlastétel szerint a hiba normélis eloszlasu, és a
,,hibatorvényben” megjelené haranggorbe valéjdan a normalis stirtiségfiiggvény.

Megjegyzés 4: Haa&q,&s, ... fliggetlen valdszintiségi valtozdok normalizalt részletosszegei
teljesitik a centralis hatareloszlalstételt, akkor minden —oco < & < y < oo szamra teljesiil
a

Sp — ES,
lim P(o<=——<y|=0(y) -0
Jim (Jf Vars, y) (y) — @ (z)

azonossag, mert

P(.CC< S, — ES, - ) _P<Sn—ESn - )_P<Sn—ESn <:c>

v/Var S, V)= v Var S, Y v/Vars, — .
Jegyezziikk meg tovabbd, hogy ®(—y) = 1 — ®(y) minden —oco < y < oo szamra,
mivel a ®(-) eloszlasfiiggvény ¢(-) stirliségfiiggvénye paros fliggvény. Valéban, ®(—y) =
f__oyo o(u)du =1 — fix; ou)du =1 — ffoo o(—u)du = 1 — f_yoo o(u)du =1 — ®(y).
Ezen eredmény miatt elegendé megadni a normaélis eloszlasfliiggvény értékeit pozitiv
argumentumokra.

Megjegyzés 5: Természetesen felvetddik a kérdés, hogy 1étezik-e a centralis hatareloszlas-
tételnek tobb-dimenzids valtozata, melyben fliggetlen tobb-dimenzids véletlen vektorok
Osszegeinek alkalmas normalizaltjanak eloszlasai teljesitenek valamilyen hatéareloszlas-
tételt nagyon altaldnos feltételek mellett. Ezenkiviil érdekel minket a lehetséges hatar-
eloszlasok konkrét alakja is. Ezt a kérdést, melynek fontos jelentésége van mind a
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valészinliségszamitasban mind a matematikai statisztikdban megvélaszoltak. Ezek a
vizsgalatok vezettek a tobb-dimenziés normélis eloszlasok bevezetéséhez. A centrélis
hatareloszlastétel tobb-dimenziés altalanositasaval késébb még foglalkozunk.

Tekintsiik a kovetkezo két példat, melyek némi informaciét nyijtanak a centralis
hatareloszlastétel gyakorlati kovetkezményeirol. A kovetkezd eldadason a centralis ha-
tareloszlastétel tovabbi alkalmazésaira mutatunk példat.

Egy éllamban, (nevezziik az egyszeriiség kedvéért Floridanak,) 5 000 000 valasztd
valaszt két part (hivjuk ezeket mondjuk republikdnus és demokrata partnak) jeloltje
kozott. Tegylik fel, hogy a valasztok egymastol fiiggetleniil % valoszintliséggel va-
lasztjak valamelyik part jeloltjét. Mi annak a valdszintisége, hogy a két jelolt altal
Osszegyiijtott szavazatok kiillonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, 1 < j < 5000 000, valészinliségi valtozdkat:

§; = 1, ha a j-ik vélaszté a demokrata, §; = 0, ha a j-ik valaszt6 a republikdnus
5 000 000
jeloltre szavaz. Ekkor S = > & a demokrata, és 5 000 000 — S a repub-
j=1
likdanus jeloltre leadott szavazatok szama, és minket a P(|25 — 5 000 000 < 300)
valoszinliség nagysaga érdekel. Vegyiik észre, hogy a &; valdsziniiségi valtozok

1 1 1
figgetlenek, E¢; = 3’ Var§; = 7 ezért 1/S,, = 2 500 000, Var S,, = 1 5 000 000,

Sy — 2 500 000

és a P < x| valészinliségek kiszamitasara alkalmazhatjuk a

\/ % -5 000 000

centralis hatéareloszlastételt. Ennek alapjan

S—ES 150
P(]25 — 5 000 000| < 300) = P ‘ <
vVar ST /1.5 000 000
1 1
3 50 o 50

\/ § - 5000000 \/§ - 5000000

65
=20 —= | =1 ~20(0.124) — 1 ~ 0.1.
(100) ( )

Megjegyzés: Valdjaban a feladatban targyalt modell némileg irredlis. Altaldban
kiilonbozé korzetek vannak, ahol a jeloltek népszeriisége eltéré. Egy jobb, a va-
l6sagot jobban kovelité modellben példaul azt tételezhatjiik fel, hogy kiilonb6zo
korzetek vannak, az egyes korzetekben az egyes vélemények fliggetlenek, de az,
hogy milyen valdszintiséggel vélasztja egy valaszto valamelyik jeloltet attdl is fiigg,
hogy mely korzetben lakik. Ez a modell is vizsgalhat6 a centralis hatdreloszlastétel
segitségével, de itt mar a centralis hatareloszlastétel altalanosabb, fliggetlen, de
nem feltétleniil egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok osszegének hatareloszlasat
leir6 alakjara van sziikség.



Az eléz6 feladat azt mutatja, hogy annak valésziniisége, hogy fliggetlen valdszi-
niiségi valtozok viszonylag kozel vannak a varhaté értékiikhoz elég nagy. Nem irredlis
példaul feltételezni, hogy 5 000 000 szavazo altal egy jeloltre leadott szavazatok szama
mindossze 150-nel kiilonbozik annak varhaté értékétol. A kovetkezo feladatban hasonld
problémat tekintiink. Egy szabalyos pénzdarabot 10 000 alkalommal feldobunk, és azt
akarjuk tudni, mi annak a valdszinlisége, hogy a fej-dobasok szdma mindossze 100-zal
vagy 200-zal tér el annak varhaté értékétol. Ezt a valdszinliséget kiszamoljuk pontosan
a centralis hatareloszlatétel segitségével. Masrészt megvizsgaljuk milyen becslést ad
a Csebisev egyenlGtlenség. Ilyen mdédon informéciét kapunk arrdl is, hogy bizonyos
esetekben milyen jé becslést ad a Csebisev egyenlétlenség.

Tekintsiink egy szabalyos pénzdarab 10 000 egymas uténi (fiiggetlen) feldobasabdl
szarmazo fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a Csebisev egyenlOtlenség segitsé-
gével annak valdszinliségére, hogy a fej-dobasok szaménak eltérése a vart 5000
szamtol legalabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre a
valészintiségekre a centralis hatareloszlastétel?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &5, < j < 10 000 valészintiségi valtozokat,
melyekre §; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobés eredménye
fras. Ekkor &, 1 < j <10 000 fiiggetlen valészintiségi valtozok, E¢; = %, Var§; =

10000 10000
1.6sa P || Y (§—FE&)>100) és P || > (& — E&)| > 200 | valdsziniisé-
j=1 j=1

gekre kell becslést adnunk. A Csebisev egyenl6tlenség az els6 valdszintiségre a
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a masodik valészintiségre pedig a

10000
10000 - Var & 1
P B >200 | <K —— 2= = —
els6 becslést adja.
10000
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A centrélis hatareloszldstétel szerint P | 2= >u | ~1—®(u). Innen
1/10000 - £
kapjuk, hogy az els6 valdszintiség kiszamitasahoz az u = + ;280 = +2 értékeket

kell tekinteni, és a vizsgalt valdszinliség kozelitdleg (1 — ®(2)) + ®(—2) = 2(1 —
®(2)) ~ 2(1 —0.97720) = 0.0456. A mésodik valészintiség hasonléan koriilbeliil
2(1 — ®(4)) ~ 0, (az els6 4 tizedesjegy 0). (A Csebisev egyenlétlenség 0.25 illetve
0.0625 fels6 becslést adta ezekre a valdszintiségekre. )



