A Valészintiiségszamitas 1. eladassorozat els6 eloadasa.
2001 janudr 30.

Osszefoglalé: Néhany a véletlenrdl szélo megjegyzés utan ratértem a valdszintiségszami-
tas két legfontosabb eredményének a nagy szamok torvényének és a centralis hatarelosz-
lastétel némileg informalis ismertetésére. Néhany példaval prébaltam megvilagitani,
hogy milyen természetes probléméak megoldasaban nyujtanak ezek az eredmények nagy
segitséget. Ezutan néhany valdszintiségi probléma targyalasahoz fogtam hozza, majd a
valészintiségi mezo altalanos definiciéjat adtam meg. Célom volt megmutatni, hogy ez a
formalis definicié segit bizonyos hasznos heurisztikus elvek pontos megfogalmazasaban.
El6bb azonban mutattam két példat, melyek megmutatjék, hogy milyen elméleti nehéz-
ségek lekiizdésére volt sziikség e fogalom megalkotasakor.

Tudjuk tapasztalatbol, hogy évente koriilbeliil ugyanannyi fia és lany sziiletik.
Ugyanakkor, az hogy az egyes 1jszilottek fitk lesznek-e vagy lanyok a véletlentol fiigg.
Természetes feltenni, hogy minden 1jsziilott egymastdl fiiggetleniil lesz % valészintiséggel
fia vagy lany. Az, hogy ilyen koriulmények kézott minden évben kortlbelil ugyanannyi
fiu és lany sziiletik, tehat nem az a helyzet, hogy egyik évben a sziiletend6 fitik a masik
évben a sziiletend6 lanyok szama sokkal nagyobb, a valdszintiségszamitas egy nagyon
fontos eredményének a nagy szdmok torvényének a kévetkezménye. Ez a torvény azt fe-
jezi ki, hogy ha sok egymastodl fliggetlen kisérletet végziink, melyek eredménye valamely
véletlen szam, akkor a mért eredmények atlaga nagyon kevéssé ingadozik a kisérletek
eredményének varhaté értéke koriil. Ezt az allitast késobb fogjuk pontosabban megfo-
galmazni.

Szeretnénk pontosabb eredményeket kapni arrél, hogy mekkora ez az ingadozas.
Ilyen eredményt ir le az ugynevezett centrdlis hatdreloszldstétel. A probléma megértése
érdekében tekintsiik a kovetkez6 problémat. Valaki a kovetkez6 jatékot ajanlja fel
nekiink. Feldob egy (szerinte) szabdlyos pénzdarabot 10 000 alkalommal. Fejdobés
esetén mi fizetliink neki 1 forintot, irasdobas esetén 6 fizet nekiink 1 forintot. Elhissziik-
e, hogy a pénzdarab valéban szabdlyos volt, ha mind a 10 000 dobas fej volt? Es akkor,
ha 9000 fej és 1000 fej dobas torténik? Ha 6000 fej és 4000 irdsdobas? Ha 5200 fej és
4800 irasdobas? Ha 5050 fej és 4950 irdsdobas?

Természetesen elvileg el6fordulhat, hogy egy szabélyos pénzdarab, melyet feldobunk
10 000 alkalommal minden egyes esetben a fej oldalra esik. Csak ennak a valdszintisége
rendkiviil kicsi 2710 990 Nagyon hihetetlennek tiinhet, hogy egy ilyen esemény valéban
bekovetkezik. Ugyancsak rendkiviil kicsi annak a valdszinlisége, hogy a fejdobasok
szama nagyobb mint 9000. A nagy szamok torvénye szerint nagy x szamra annak
valoszinlisége, hogy a fej-dobasok szama nagyobb mint 5000 + x rendkiviil kicsi nagy
x szamok esetén. De felmeriil a kérdés mely x szamok tekintheték nagynak. Ahhoz,
hogy ezt a kérdést meg tudjuk valaszoni, j6 lenne ismerni egy olyan eredményt, amelyik
kozelitéleg megadja annak a valdszintiségét, hogy a fejdobasok szdma nagyobb mint
5000 + z egy szabalyos pénzdobas feldobasa esetén. Ilyen eredmény ismeretes, és ezt
nevezik a centralis hatareloszlastételnek.

Erdemes megjegyezni, hogy ilyen jellegli kérdések maskor is természetes moédon
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felmeriilnek. Példaul a tavalyi amerikai elnokvalasztdson nagyon szoros volt a Florida
allamban megadott eredmény. A kiilonb6z6 idépontokban megadott eredmények szerint
egyszer mondtak olyan szoros eredményt is mely szerint a leadott 5 000 000 szavazatbodl
a két jeloltre leadott szavazatok kiilonbsége mindossze 300 volt. Felmeriil a kérdés. Ha
feltessziik, hogy az egyes szavazok egymastdl fliggetleniil szavaztak, és % valészintiséggel
valasztottak valamelyik jeloltet, akkor egy ilyen rendkiviil szoros valasztasi eredmény
rendkiviilinek tekinthet6é vagy viszonylag nagy a valdszintisége annak, hogy a szavaza-
tok kiilonbsége ilyen feltételek mellett kisebb mint 300. A centrélis hatareloszlastétel
segitséget nyujt e kérdés megvalaszolasdban, és e szerint az eredmény szerint egy ilyen
esemény valdszintisége koriilbeliil 0.1. Ezt a feladatot késébb targyalni fogjuk.

Erdemes megjegyezni, hogy a centralis hatareloszlastétel mas fontos probléméakban
is megjelenik. Tegytik fel, hogy lampak oOsszélettartamara vagyunk kivancsiak. Olyan
lampéakat hasznalunk melyek varhato élettartama 100 éra, de valédi élettartamuk vélet-
len valamilyen ingadozassal. Ha egy lampa kiég akkor kicseréljiik egy kovetkezd lampara,
melynek varhatoé élettartama szintén 100 éra, de valddi élettartama ekoriil a varhatéd
érték koril ingadozik. Az Osszes lampa egyiittes élettartama ekkor 10 00 6ra plusz
valamilyen véletlen ingadozds. A centralis hatareloszlastétel ennek az ingadozasnak az
eloszlasardl nagyon érdekes eredményt mond ki. Ennek az eloszlasnak jellegzetes alakja
van, és ez magyarazza meg azt is, miért jelenik meg teljesen kiilonb6z6 problémakban
egy jellegzetes harannggorbének nevezett gorbe. Ennek pontosabb elmagyarazasat majd
a centralis hatareloszlastétel targyaldsa soran fogjuk megtenni.

A valészinliségszamitas vizsgdlataban egy masik nagyon fontos hatés volt kiillonb6z6
szerencsejatékok vizsgalata. Ezek alaposabb vizsgalata nagyon hasznos volt, tobb érté-
kes gondolat hatterében a szerencsejatékok vizsgalata van. Erdemes megjegyezni, hogy
az elso ilyen hires probléma De Méré lovagtdl szarmaszik, aki Pascaltol kérdezte meg két
szerencsejatékkal kapcsolatos kérdését. Ezek egyikét de Méré lovag is meg tudta oldani,
de a méasikat nem. Pascal megoldotta ezt a feladatot, illetve megirta a Toulouseban
¢él6 Fermatnak. Fermat is megoldotta ezt a problémat. Fermat megoldasi mddszere
kiilonbozott, de ugyanazt az eredményt kapta. Ezutan irta Pascal sokat idézett mon-
datat: Ugyanaz az igazsag Parizsban és Toulouseban. Leirom de Méré lovag kérdéseit,
de e feladatok megpldésat a gyakorlaton fogjdk megtenni.

De Méré lovag problémdja:

a.) Ha egy kockat 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valésziniisége, hogy legaldbb egy
hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valészintiisége, hogy
legalabb egy dupla hatos lesz.

(De Méré lovag arra csodalkozott ra, hogy az elsé valészintiség %—nél kicsit kisebb,
a masodik valésziniiség pedig %—nél kicsit nagyobb.)

b.) Két jatékos egy igazsigos jatékot jatszik, melynek mindegyik forduléjaban az egyes
jatékosok % valészintiséggel nyernek, illetve veszitenek. Megéllapodnak, hogy az a
jatékos nyeri el a tétet, aki el0szor ér el hat nyerést. A jatékot félbe kell szakitaniuk
akkor, amikor az egyikiiknek harom a masikuknak pedig 6t nyerése volt. Hogyan
kell igazsagosan osztozkodniuk?



Mégis a ma targyalt modern valdszinliségszamitas megalkotasa joval késobb tortént.
Ez Andrei Nikolaevich Kolmogorov nevéhez flizédik, aki az 1930-as években irt Grund-
begriffe der Wahrsheinlichkeitstheorie (A valdszintiségszamitas alapjai) cim miivében
adta meg a valdszinliségszamitas ma hasznalt modelljét, és bizonyitott be néhény alapve-
t6 eredményt, melyek lehetévé tették e modell hasznalatat. Két természetes kivanalom
van a valésziniiségszamitas jé modelljével szemben.

(i) Elvarjuk, hogy minden természetes véletlennel kapcsolatos feladat targyalhaté le-
gyen ebben a modellben.

(ii) Elvérjuk, hogy azok a hasznos gondolatok, érvek, melyek lehet6vé teszik konkrét
feladatok megoldéasat, alkalmazhaté legyen a vizsgalt modellben.

Kolmogorov modellje mind a két kivanalmat kielégiti. Miel6tt azonban ennek is-
mertetésére térnénk tekintsiink néhany egyszeri feladatot, melyek vizsgalata természe-
tessé teheti ezen fogalom bevezetését.

1. Egy pénzdarabot feldobunk kétszer. Mi annak a valdsziniisége, hogy pontosan egy
fejdobas lesz? Mi annak a valdszintisége, hogy legalabb egy fejdobas lesz?

Megoldas: A dobésok lehetséges kimenete, (F, F), (F,I), (I,F) és (I,I). Ezen
lehetséges kimenetelek mindegyikének a valdszintisége i. Ezért annak a valészinii-
sége, hogy pontosan egy fejdobas, azaz az (F, I) vagy (I, F') dobédssorozat kovetkezik
be % Annak a valdsziniisége, hogy legalabb egy fejdobés, azaz az (F, F'), (F, I) vagy
(I, F) dobassorozatok eredménye kivetkezik be, 3.

2. Feldobunk két szabalyos dobdkockat. Mi annak a valdszintlisége, hogy a dobéasered-
mények Osszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Héany kiilonbéz6 médon fordulhat
el6, hogy a dobésok 6sszege 9 és hany kiilonb6z6é mdédon lehet a dobédsok Gsszege
10?7

Megoldds: A dobésok Osszegének eredménye akkor 9, ha a (3,6), (4,5), (5,4) vagy
(6,3) dobésparok valamelyike kovetkezik be. Ezen dobdssorozatok mindegyikének
valoszinlisége %, ezért % = % annak a valdszintisége, hogy az 0sszeg pontosan 9.
Hasonléan, az &sszeg akkor 10, ha a (4,6), (5,5) vagy (6,4) dobédspéarok valame-
lyike jelenik meg, és ennek a valdszinlisége % = % Jegyezziik meg, hogy a fenti
targyalasban az egyes kimenetelek felsorolasaban nemcsak azt vettiik figyelembe,
hogy milyen dobédseredmények jelentek meg, hanem azt is, hogy melyik kockan
jelentek meg ezek a dobédseredmények. Miért?

3. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtizunk 25 goly6t visszatevéssel. Mi
annak a valdszintisége annak, hogy az elsé hiuzas eredménye piros. Annak, hogy
az elsé hiuzéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik hizas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldds: Annak a valdszinlisége, hogy az elsé hiizas piros % = %, mert 50 goly6bdl

huizzuk ki a 20 piros goly6 valamelyikét, és minden golyot egyforma valészintiséggel
hizunk ki. Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hizds piros, a masodik fehér,
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% . % = %, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a hisz piros golyé valamelyikét
majd 50 golyé valamelyikébol a 30 fehér goly6 valamelyikét, és minden huzas egy-
forma valészinii. Hasonléan annak valészintlisége, hogy az 5. huizasban piros golyot
htzunk ki %, és annak valdsziniisége, hogy az 5. huzas sordn piros és a 16. huzas

‘ . . . 2 3 _ 6
sordn fehér golyét hizunk £ - £ = 5.

Jegyezziik meg, hogy a kovetkezo feladat megoldasa egy olyan érvet tartalmaz, ame-
lyik ebben az esetben is alkalmazhatd, és megmutatja, hogy annak valdoszinlisége,
hogy az 5. huzas piros és a 16. huzas fehér megegyezik annak valészintiségével,
hogy az elsé hiizds piros és a méasodik hizds fehér. Erdemes ezeket az érveléseket
mégegyszer végiggondolni azutan, hogy megtargyaltuk a valdszinliségi mez6 pontos
definicidjat.

. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihtzunk 25 golyot visszatevés nélkiil.
Mi annak a valészinlisége annak, hogy az els6 hiizas eredménye piros? Annak, hogy
az elsé hiuzéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye fehér? Annak, hogy az 6todik hiuzas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldas: Annak a valdszinlisége, hogy az elsé hiizas piros % = %, mert 50 goly6bdl

hizzuk ki a 20 piros goly6 valamelyikét, és minden golyét egyforma valdszintiséggel
hizunk ki. Annak a valdszintisége, hogy az els6 hiizés piros, a masodik fehér, %-% =
%, mert el6szor 50 golyo koziil valasztjuk ki a hiisz piros golyé valamelyikét, majd
49 goly6 valamelyikébdl a 30 fehér golyd valamelyikét, és minden hizés egyforma
valészinli. Belatjuk, hogy annak valdsziniisége, hogy a 16. huzasban piros golydt
huzunk ki, megegyezik annak a valoszinliségével, hogy az els6é hizas piros, azaz ez
%. Tovabba annak a valdszinlisége, hogy az 5. hizéds soran piros és a 16. huzds
soran fehér golyot hiizunk megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az els6 htizas

eredménye fehér, a masodik huzas eredménye piros. Ezért ez a valdszinliség is
2, 30 _ 60

5749 — 245°

Tekintsiik ugyanis az 6sszes 25 hosszisagu hizéassorozatot. Ekkor annak valészinii-
sége, hogy az 5. huzas eredménye piros a 16. huzas eredménye fehér megegyezik
az 0sszes olyan 25 hosszusagu hizéassorozat valdoszinliségének az 6sszegével, melyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy all. Hasonldéan szamithaté ki annak a
valészintisége, hogy az elsé huizas piros és a méasodik hizéas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az els6 és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogjuk latni, hogy ugyanaz a képlet fejezi ki ezt a két kiilonb6z6
valoszinliséget, erért ezek a valdszinliségek megegyeznek.

Vegytik észre, hogy annak valdszinlisége, hogy egy eloirt konkrét 25 hosszusagu
sorozat jelenik meg csak attol fligg, hogy a sorozat hany piros és hany fehér golydt
tartalmaz, de nem fiigg a fehér és piros huzasok sorrendjétol. Valéban, ha egy

htzassorozat k piros és 25 — k fehér golyét tartalmaz, akkor ennek valdszintlisége
25-24---(25—k+1)-30-29--- (30— (25— k) + 1)

P(k) = 2550 : 49l‘ 26 Ugyanis egy eldirt
hiizdssorozat valoszintisége [] (7‘7_), ahol I(j) az a j — 1-ik hiizds utédn az
j=1 50 — ] + 1



urnaban maradt piros golyok szama, ha a j-ik hizés piros, és a j — 1-ik hiizas utan
az urnaban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik hizas fehér. Gondoljuk meg,
hogy ez a kifejezés megegyezik a megadott formulaval.

Jelolje A(k;5,16) az olyan 25 hosszisigi sorozatok szamét, melyek k piros és 25 —

k fehér jelet tartalmaznak, és az 5. helyen piros a 16. helyen pedig fehér jel

all. Jelolje tovabba A(k;1,2) az olyan 25 hosszisdgu sorozatok szaméat, melyek

k piros és 25 — k fehér jelet tartalmaznak, az 1. helyen piros a 2. helyen pedig

fehér jel 4ll. Ekkor a két Gsszehasonlitandé valdszintiség > A(k;5,16)P(k) illetve
k

> A(k;1,2)P(k). Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk a kivant azonossdg
k

teljesiilését elegend6 belatni azt, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) minden k szamra.
Viszont nem nehéz beldtni, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) = (k2_31), mert mind a két
esetben 23 el6irt helyre kell irni k — 1 piros és 25 — (k + 1) fehér golyét.

Az utolsé azonossag egy masik lehetséges bizonyitasa: Mutassuk meg, hogy ha
tekintjiik az 6sszes 25 hosszisagu k piros és 25—k fehér golyot tartalmazoé sorozatot,
akkor az ilyen sorazatok 5. jelét kicserélve az elsével és a 16. jelét a masodikkal
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést kapunk azon halmazok kozott, melyek sza-
mossdgaként definidltuk az A(k;5,16) és A(k;1,2) szamokat.

Hasonléan mutathaté meg, hogy annak a valdszintisége, hogy az elsé, illetve hogy
az 0todik hiuzés piros megegyezik.

Az el6z6 példak, illetve azok megoldasai mutatjak, hogy érdemes a valdszintiségi
feladatok halmazelméleti modelljét tekinteni, és azokat jobban megérteni. A formadlis
definici6 megadasa el6tt tekintsiink néhany problémat, ahol természetes heurisztikus
elképzeléseink vannak. Latni fogjuk, hogy ezek az elképzelések helyesek, de azok bi-
zonyitasa, felhasznaldsa sziikségessé teszi bizonyos mély elméleti eredmények kidolgoza-
sat.

Elsé példa: Ledobunk a [0,1] egységintervallumra egymaéstdl fliggetleniil elszor egy
r majd egy y pontot, azaz annak valdszintisége, hogy az = vagy y pont az egység-
intervallum valamely [a, b] C [0, 1] részintervallumaba esik megegyezik ezen intervallum
|b — a| hosszaval, annak valészintisége pedig, hogy az egységnégyzet belsejében 1évé az
(z,y) pontpar altal meghatdrozott pont egy az egységnégyzetben levé [a,b] X [¢,d] C
[0,1] %[0, 1] téglalapba esik megegyezik ennak a téglalapnak (b—a)(c—d) teriiletével. Azt
véarjuk, hogy annak valésziniisége, hogy az (z,y) pont egy az egységnégyzet belsejében
16v6 r sugari korbe esik megegyezik ennek a kornek r27 teriiletével. Altaldnosabban, azt
varjuk, hogy annak valdsziniisége, hogy az (x,y) pont egy az egységnégyzet belsejében
1évé A halmazba esik egyenlé ennek a halmaznak a teriiletével.

Helyes-e ez a természetes elképzelés? Alapjaban véve helyes, de felmeril egy ko-
moly elvi probléma. Nevezetes a kovetkezd: Annak az allitdsnak, hogy a véletlen
(z,y) pont akkora valdésziniiséggel esik egy A halmazba, mint amennyi ennek az A
halmaznak a teriilete csak akkor van értelme, ha beszélhetiink az A halmaz teriiletérol.
Tudjuk-e értelmezni tetszoleges halmaz teriiletét? Gondoljuk meg, hogy mar egy kor
tertiletének a meghatarozasa sem egyszer. Altaldnosan az a helyzet, hogy komoly elvi
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okok miatt nem tudjuk minden halmaz teriiletét definidlni. De azoknak a halmazok-
nak, melyek konkrét feladatokban megjelennek mindig definidlhaté a tertiletiik. Annak
tisztazéasa viszont, hogy ez valoban igy van komoly elméleti eredmények bizonyitasat és
felhasznéalasat igényli.

Madsodik példa: Feldobunk egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor egymaéas utan

egymastdl fiiggetlentil. Jelolje k(n) a fejdobasok szamat az elsé6 n dobasban. Azt
k(n) k(n)

1
szamoknak van lim —— hatarértékiik, és az a — valdszinliséggel
n n—oo n
egyezik meg. Latni fogjuk, hogy ez az allitas igaz. Ezt az allitast hivjak a nagy
szamok erds torvényének. De ahhoz, hogy ezt az allitast bebizonyitsuk el6szor azt

kell tisztaznunk, hogy a megfogalmazott allitasnak van értelme. Mint latni fogjuk, nem
minden lehetséges eseménynek definidljuk a valészintiségét. Meg kell mutatnunk, hogy

varjuk, hogy a

n
annak az eseménynek, hogy a lim —) hatarérték valéban létezik, és ez a hatarérték
n—oo M

valoban 2 valoban van valdszintisége.

A valészintliségszamitas Kolmogorov féle modellje.

Valésziniiségi mez6 definicidja. Azt mondjuk, hogy egy (2, A, P) rendszer vald-
szintségi mezd, ha 2, melyet biztos eseménynek is nevezink, bizonyos dltaldban w-val
jeldlt elemekbdl (pontokbdl) dll, melyeket elemi eseményeknek is neveznek. FEzenkiviil
kijeloltik az 2 halmaz bizonyos kitintetett részhalmazait, melyek igynevezett o-algebrdt
alkotnak, és melyet A-val jeldltink. Azon halmazoknak (eseményeknek), melyek a A o-
algebra elemei van valoszintségik, és ezek a valdsziniségek nem-negativ eqyre normadlt
o-additiv halmazfigguényt, ugynevezett valosziniségi mértéket alkotnak.

Annak érdekében, hogy a fenti definiciot teljessé tegyiik, tisztaznunk kell a o-
algebra illetve a nem-negativ egyre normalt o-additiv halmazfiiggvény fogalmat. Azutan
meg kell beszéni, hogy példaul a korabban targyalt feladatokat hogyan targyalhatjuk
ennek a modellnek a segitségével.

Algebra és o-algebra definicidja. Legyen adva egy €1 halmaz, és azoknak bizonyos
A C Q részhalmazainak A rendszere. Azt mondjuk, hogy A algebra, ha tetszbleges A € A
halmazra ennek komplementere, az Q\ A halmaz is eleme a A halmazrendszernek, azaz
O\ A e A, ésaz ires halmaz is eleme az A algebrdnak, azaz ) € A. Tovdbbd, ha
A e A és B e A elemei az A halmazrendszernek, akkor e halmazok metszete illetve
unidja is teljesiti az ANB € A és AU B € A feltételeket.

Az A algebra akkor o-algebra, ha ezen kivil teljesiti a kiovetkezd feltételeket is:

Ha Ay, As, ..., megszamldlhato sok halmaz, melyek az A algebra elemei, azaz A, € A
minden n = 1,2,... szdmra, akkor ezek metszete és unidja is benne van az A (0)-
[ee] o0
algebrdban, azaz (| A, € A, és |J A, € A.
n=1 n=1

Additiv és o-additiv halmazfiiggvény definicidja. Legyen adva egy 2 halmaz
részhalmazaibol allé A o-algebra. Azt mondjuk, hogy egy u(A), A € A, halmazfigguény
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additiv, ha bdarmely diszjunkt A € A és B € A halmazra u(AU B) = p(A) + u(B). Azt
mondjuk, hogy ez a p halmazfiigguvény nemcsak additiv, hanem o-additiv is, ha minden

diszjunkt A, € A, n =1,2,..., halmazokra p ( U An) = > w(A,). Ez a o-additiv
n=1 n=1

halmazfiigguény nem-negativ, ha minden A € A halmazra u(A) > 0, és egyre normdlt,
ha () = 1.

Megjegyzés: A jelolésrendszer az irodalomban nem egyértelmi. Van ahol két A és B
halmaz unidjat és metszetét A U B illetve A N B-vel és van ahol A + B illetve AB-
vel jelolik. Hasonléan megszamlalhato sok halmaz unidjat illetve metszetét szokas bi-
zonyos helyeken |J A,, illetve a [ A, jeloléssel, mésutt pedig a > A, illetve [] A,
n=1 n=1 n=1 n=1

jeloléssel megadni. Végiil két halmaz kiilonbségét szokds bizonyos helyeken A\ B-vel
masutt A — B-vel jelGlni.



