A aprilis 3-i elbadashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai

1. Legyen 1y és no két fliggetlen normalis eloszldsi vadszintiségi valtozé m; illetve
meo varhaté értékkel, o? és o3 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy 01 + 12 my + mo

varhato értéki és o? + 03 szérasnégyzetit normalis eloszldsi valészintiségi valtozo.

Idézziik fel, hogy ha ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, akkor o€ +
m m vérhaté értékii és o2 szérasnégyztii normalis eloszldsi valészintiségi valtozé. Egy &
valészintiségi valtozé akkor normalis eloszlast m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel,

e=(@—m)*/20 fliggvény.

ha siiriségfiiggvénye a g(x) =

A feladat megoldasa elott érdemes megjegyezni azt is, hogy
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o(y) = me_yQ/ 2 fiiggvény slirtiségfiiggvény. Ez az észrevétel azért hasznos, mert ez

Ezt lathatjuk példaul az y = /2 helyettesitéssel, és abbdl a ténybol, hogy a

lehetové teszi, hogy amennyiben olyan integralt kell kiszamolni, melyben az integrandus
exponensében egy kvadratikus alak szerepel, akkor az inegrandusban szerepl¢ kifejezést
teljes négyzetté alakitva ki tudjuk szdamolni az integralt. Ez a gondolata a jelen feladat
megoldasanak is.

Megoldas: Az 11 + 1y valdsziniiségi valtozo slriiségfiiggvénye
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Jegyezziik meg, hogy a fenti szdmoldsban megjelend egyszertiisitések megjelenésének
mélyebb oka van. Ha tudjuk, hogy a vizsgalt integrdl értéke olyan alaki, melyben
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konstansszor egy kvadratikus alak szerepel, akkor mivel a konvolucié eredménye egy
strtiségfiiggvény, ezért a végeredmény sziikségszertien normalis stirliségfiiggvény.
Tovabba, tudjuk, hogy a stirtiségfiiggvény egy olyan valdszinliségi valtozo stirtiség-
fiiggvénye, amelyik varhaté értéke my + mo szérdsnégyzete pedig o2 + o3.

. Legyen ¢ standard normadlis eloszlast valdszintiségi valtozd, azaz legyen & siirii-

1
ségfiiggvénye f(x) = \/%e_mQ/Q, és legyen t valés szam. Szamoljuk ki az efs

valoszintiségi valtozé Fe't virhaté értékét.
Megoldds:
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. Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normélis eloszlast valdszinliségi valtozok.

Lassuk be, hogy &2 + n? exponencidlis eloszldsi valészintiségi valtozé.

Megoldds: P(£2 < z) = ®(v/x) — ®(—/x) = 28(v/z) — 1, ha = > 0. Irjuk fel

€2 stirliségfiiggvényét és konvolicié segitségével a kivant stirliségfiiggvényt. A &2

(V) = L e~ */2 ha x>0, és
N V2w

val6szintliségi valtozé stirtiségfiiggvénye g(x) =

g(z) =0, hax <0, és £ + n? siirliségfiiggvénye
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és f(x) =0, haz <0.

1
Megjeqyzés: Az x paramétertdl nem fliggd / dv integral értékét meg-
0

1
Vol —wv)

hatarozza az a tény, hogy a végeredményként kapott fiiggvény stirtiségfiiggvény,
ezért integralja a szamegyenesen eggyel egyenld. De ki is tudjuk szamolni ezt az
integralt. Hogyan? Vagyiik észre, hogy

I 1

. Legyen & és n két fiiggetlen standard normalis eloszldsi valdszintiségi valtozo.

Szamitsuk ki a hényados eloszlés és strtiségfiiggvényét.



A megoldas kidolgozasa elott tegylink el6szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva
van két valdszintiségi valtozd £ és n, melyek (egyiittes) stirtiségfliggvénye egy is-
mert f(u,v) stirliségfliggvény, akkor az U hanyados eloszlasfiiggvényét a kovetkezd
moédon szamolhatjuk ki: Vezessiik be a g(u,v) = g, (u,v) fiiggvényt, mely a sikon
az {(u,v): % < a:} halmaz indikétorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha % < x, és

g(u,v) = 0, ha % > x. Ekkor P (g < x) =Eqg&n) = [ [g(u,v)f(u,v)dudv =

J f{(u 0): v <2} f(u,v) dudv. Latni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgaland6
integral viszonylag egyszerii, konnyebben kezelhetd.

Megoldas. A feladatben vizsgalandé hédnyados eloszlasfiiggvénye
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Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk w = rcosp, v = rsinp transz-
formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szamoldas soran az integrandusban meg-
jelenik az r Jacobian mint szorz6 faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belso r

o
valtozo szerinti integral fooo re=" /2 dr = [—6_7”2/2} =1.
0
Kiszamoltuk a keresett valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényét. E valdszintiségi
véltoz6 stirliségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(x) = g =
x

1
——— fliggvény.
0+ 29 iggvény.
1
Masodik megoldds. A (§,n) vektor siirliségfiiggvénye 2—6*(952*742)/ 2 ami forgatasin-
0
varidns fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak val6szintisége, hogy a (£, n) vektor

Q@
egy origobdl kiindulé a szogl szogtartoméanyba esik, o Ezért
T

P (g < .r) =P ((f,fr]) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 7T) szégtartoményban)

12( t —|—7T) 1+1 t
= — rctan —) = -+ —arctanz.
. arctan 5 5 7Tacaac

. Legyen ¢ egyenletes eloszlasu valdszintiségi véaltoz6 a [0, 1] intervallumban, azaz
legyen f(-) stiriiségfiiggvénye f(z) = 1, ha 0 < = < 1, f(x) = 0 egyébként.
Szamitsuk ki a &2 valészintiségi valtozd varhaté értékét és szérasnégyzetét.

Elsé megoldds: Vare? = E ((52)2> — (B€?)? = B¢t — (B = [24f(x)dx —
(f22f(x) da;)Q, ahol f(z) =1, ha 0 <z <1, f(x) = 0 egyébként, azaz f(x) a
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valészintiségi valtozé siirtiségfiiggvénye. Innen E¢? = fo 2 dr = 3 és Var? =

2 1 /1\° 1 1 4
14d_<12d):__ _ - - _ - -
Jowtdr={Joadr) =2 =3 5 9 45
Mdsodik megoldds: Szamitsuk ki el6szor a &2 valdszintiségi valtozé eloszlds és
stirtiségfiiggvényét. A 2 valészintiségi valtozd F(-) eloszlasfiiggvénye

Fz)=PE*<2)=P(—Vr<é<yVo)=P0<E< Vo) =z, ha0<z <1,

F(z) =0, ha & <0, F(z) = 1, ha z > 1. Innen a £? valészintiségi valtozé f(-)
1
stirtiségfiiggvénye f(r) = —=, ha 0 <z <1, és f(x) = 0 egyébként. Ezért

2V

és

1 1 2 2
vargt = [Laro b ([} 212 (L2 4
0 2\ 0o 2V 2 5 2 3 45

. Tegyiik fel, hogy a kovetkezo jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabdlyos pénz-
darabot egymastdl fliggetleniil egymas utdn. Amennyiben fej a dobas eredménye,
akkor a feltett tét duplajat kapjuk, ha irds, akkor a tét % részét elveszitjik, és
csak % részét oOrizhetjiik meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezért feltessziik minden
jatékban minden pénziinket. Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a

jaték kezdete elott, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor
n
a) BEZ,=A (6) , azaz vagyonunk varhato értéke exponencidlisan né.

b) Z, sztochasztikusan tart nulldhoz, azaz ha sokdig jatszunk akkor kozel egy
val6szinliséggel majdnem minden pénziinket elveszitjiik. (Valdjdban Z,, egy
valoszintliséggel is tart nullahoz, csak ennek indoklasahoz sziikséges az eléada-
son eddig nem targyalt nagy szédmok erés torvénye is.)

c) Ertsiik meg, hogy ez a két allitas nem mond egymaésnak ellent.
Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd ; valdszinliségi véltozokat: {; = 2, ha a j-ik

1
dobéas eredménye fej, §; = 3’ ha a j-ik dobas eredménye irdas. Ekkor &q,&, ...,

1 1
fiiggetlen valészintiségi véltozok, P(§; = 2) = P (¢ = §> = 5 és ezenkiviil
1 1 7
Z = Ae oo Baint By = 5 (243) = 1.6 B2, = BAGG -6, =

7 n
AE§ES - B, = A (6) . Ez a feladat a) éllitésa.

4



logA 1 2
08 + — logé&;.
n j=1

1
A Z, = AL - &, relaciobdl kovetkezik, hogy —log Z,, =
n n

1 1
Tovabbd, Elogé; = 3 (log 2+ log 3

torvénye szerint — log Z,, sztochasztikusan konvergdl a negativ —5 log — szdmhoz.
n

1 3
> . log 3" Ezért a nagy szamok (gyenge)

loge

1
Innen tetszéleges ¢ > 0 szamra P(Z, > ¢) = P (— log Z,, > ), és ez a va-
n

l6szintiség nulldhoz tart, ha n — oo. Valéban, a nagy szdmok gyenge torvénye,
és a _ 1 > ! log§ egyenlotlenség miatt lim P 1 log Z,, < _ L = 1. Mivel
10 2 2 n—o0 n 10

. loge
lim
n—oo N

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E€; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
Elog&; < 0. Ez a két egyenl6tlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhaté érték
és a logaritmus egymaéssal nem felcserélhets. Igaz az Fe” > eF" egyenl6tlenség
(ez a konvex fiiggvényekre vonatkozé tgynevezett Jensen egyenl6tlenség specidlis
esete), ahonnan ¢ = logn vélasztassal B¢ > €8 P& de egyenléség nem irhatéd
a fenti egyenlétlenség helyett. Jegyezzilk meg, hogy hasonld, de egyszeriibben
érthetd példat mutat a feladat a) és b) allitasdnak egyszerre val6 teljesiilésére a
kovetkezo modell. Olyan jatékot jatszunk, melyben % valoszinliséggel elveszitjiik, %
valészintiséggel pedig megharomszorozzuk a pénziinket. Az egyes jatékok egymastél
fliggetlenek, és minden idépontban minden pénziinket feltessziik. Ekkor annak a

valoszinlisége, hogy az n-ik jaték utdn minden pénziinket elveszitjiik, 1 — (%)n,

= 0 innen kovetkezik a feladat b) allitasa.

ami rendkiviil gyorsan tart egyhez, és pénziink varhaté értéke 3™ (%)n, ami ex-
ponencialisan gyorsan no az n fiiggvényében. Hasonld, csak kissé rejtettebb eset
torténik az altalunk targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban tekintett jaték
nyereményét sok jaték utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik jaték
utan nagy valdszinliséggel alig marad pénziink. Viszont kis valésziniiséggel nagyon
sok pénzt nyeriink, és ezért nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak,
hogy nemcsak a b), hanem az a) allitas is teljestil.

. Tekintsiik az el6zo feladatban tekintett jatékot azzal a kiilonbséggel, hogy a jaték
minden egyes forduléjaban vagyonunk u-ad részét, 0 < u < 1, tessziik fel tétként.

1
Jelolje Z,(u) vagyonunkat a jaték n-ik 1épése utdn. Ekkor az —log Z,(u) vald-

szinliségi valtozok sztochasztikusan konvergélnak egy B(u) szdmhoz. Hatérozzuk
meg a legjobb @ szamot, amelyikre B(u) = sup B(u). Léssuk be, hogy B(u) > 0.
0<u<1
Megoldds: Vezessiikk be a & = &;(u), j = 1,2,..., valésziniiségi véltozdkat, me-
2
lyekre {; = 1 + u, ha a j-ik dobds eredménye fej, és &; = &;(u) = 1 — ?u, ha a

j-ik dobéas eredménye irds. Ekkor az n-ik 1épésben a vagyonunk Z,, = A& ---&,, a

&, 7 =1,2,..., valészinliségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszldsuak, ezért
1 log A 12
—logZ, = o8 + — > log&,, és a nagy szdmok gyenge térvénye szerint az
n n j=1



— log Z,, valésziniiségi valtozok sztochasztikusan konvergélnak a B(u) = E'log&; =
n

1 2 1 2

3 <log(1 + u) + log (1 — g)) =3 log(1 + u) (1 — ?u) szamhoz. A B(u) fligg-
25

vény a maximumat az u = 1 helyen veszi fel, és B(u) = 3 log 21 > 1.

. Legyen & és n két fiiggetlen \ paraméterii exponencialis eloszlasu valdsziniiségi
valtozo. Szamoljuk ki & — n stirliségfiiggvényét.

Megoldds: Irjuk fel elészor dltaldnosan & —n h(x) striiségfiiggvényét, ha & f(z) ésn
g(z) stiriiségfliggvénnyel rendelkezik. Ekkor £ —np = £+ (—n), —n slirliségfiiggvénye
g~ (z) = g(—x), ezért £ — n siiriségfiiggvénye

h(x) = / F)g~ () dy = / F)gly — ) dy.

Esetiinkben f(x) = g(x) = Ae™** hax >0, és f(x) = g(x) =0, ha z < 0. Ezért

A2 MZy—2)  pg y>0,ésy>u
0 hay<0, vagyy <=z .

fygly —z) = {

e A
Innen = > 0 esetében h(z) = / N2e=AM2y=2) gy — 56_"’3, x < 0 esetében h(x) =

xT

° A
/ Ne A=) gy — 56”“". E két eredményt tgyis Osszefoglalhatjuk, hogy & —n
0

A
h(x) stirtiségfliggvénye h(x) = 56_)“9” minden —oo < x < 00 szamra.

Jegyezziik meg, hogy kozvetleniil egyszertien lehet latni, hogy a & — n valdszintiségi
véltozo olyan, hogy P({ —n < —z) = P(§ —n > z), ezért £ — n siiriiségfliggvénye
paros fiiggvény. Ezért nem megleps, hogy bar mas integralt kellett kiszamitanunk
a h(zr) figgvény kiszamoldsandl, az x > 0 és z < 0 esetben, mégis teljesiil a
h(x) = h(—x) azonosség.



