A aprilis 24-i el6adashoz kapcsol6édo gyakorlat feladatai

1. Lésssuk be a kovetkezo allitast:
Legyenek ZU) = (Zgj),...,Z,ij)), 1 < j < n, véletlen k-dimenziés vektorok

ugyanazon az (€, A, P) valészintiségi mezén. Ekkor a Z(0) 4+ ... + Z(") Gsszeg
varhaté értéke megegyezik a Z() vektorok varhaté értékeinek az Gsszegével, azaz

E (Zu) +---+Z(")) A NN o) (O}

Ha a ZU), 1 < j < n, véletlen vektorok fiiggetlenek, akkor a kovariancia métrix is
additiv, azaz, ha a ZU) métrix kovariancia métrixa a D; matrix, 1 < j < n, akkor
aZqy+ -+ Z(™) véletlen Osszeg kovariancia matrixa a Dy + --- + D,, matrix.
Ha egy Z = (Z4,...,Zk), véletlen vektor varhaté értéke M = (M, ..., My), ko-
variancia matrixa a D k X k méretlt matrix, a tetszoleges valds szam, akkor az
aZ = (aZy,...,aZy), véletlen vektor varhaté értéke aM, kovariancia métrixa pedig
az a? D kovariancia matrix. Legyen tovabbd z = (z1,. ..,z tetszbleges k-dimenzids
vektor. Ekkor E(Z 4+ x) = EZ 4+ x, a Z + = vektor kovariancia matrixa pedig meg-
egyezik a Z vektor kovariancia matrixaval.

Megoldas: A feladatban kimondott allitasok kévetkeznek az egy-dimenzids esetben
bizonyitott allitasokbol. Az egy-dimenziés varhaté érték additivitabol kovetkezik,
hogy E (ZW +---+ZM) = EZW 4...+ EZ™ . Ha a ZU) vektorok fiiggetlenek,
akkor tetszoleges j és k indexre,

Cov (Z 428Y z,gv) —E <Z (27 - BZ") Y (242 - EZ,E‘”))
p=1 qg=1

p=1 g=1
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p=1

p=1

mert B (2" — BZ") (20 - 2{) = E (2" - EZP) E(2" - 2\") = o,
ha p # ¢ a fliiggetlenség miatt. Ez az azonossdg pedig azt jelenti, hogy fiiggetlen
véletlen vektorok kovariancia métrixa additiv.
Az, hogy E(Z +x) = EZ +x, EaZ = aEZ, Cov(Z, +x,Z;+y) = Cov (Z,, Z,),
Cov (aZy,aZ,;) = a*Cov (Z,,Z,), tetsz8leges Z = (Zi,...,Z;) vektorra és 1 <
P, q < k indexekre kovetkezik az egydimenzios esetben mar bizonyitott allitasokbdl.
Ezek az azonossagok tartalmazzék a feladat korabban nem bizonyitott allitasait.
2. Mutassunk példat két korreldlatlan & és n valdszintiségi valtozora, melyek nem
fiiggetlenek.
Megoldds: Sok egyszeri példat adhatunk. Tekintsiik példaul a kovetkezo példat:
Legyen £ egyenletes eloszlasu valészintliségi valtozo a [—%, %} intervallumban, Ekkor
a & és n = &2 valdszintiségi valtozdk korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valéban,

1
E¢ =0, En=E¢? = 12’ Eé¢n=EE =0, Cov(€,n) = BEén— EEEN = 0. Masrészt
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¢ és n nem fiiggetlenek, s6t az n valdszinliségi valtozd a & valdszinliségi valtozd
determinisztikus fiiggvénye.

Megoldas: Egy lehetséges formélis indokldsa annak, hogy & és n nem fliggetlen a
kivetkezd: Legyen 0 < a < 1 tetsz6leges szdm. Ekkor {w: n < a?} = {w: |¢| < a}.
Ezért P(€ < a,n < a?) = P(£ < a), azaz P(€£ < a,n < a®) # P(£ < a)P(n < a?).

A (&, ..., &) valdszintiségi vektor akkor és csak akkor normalis eloszlasu, ha a
k
> apé, egydimenzids valdsziniiségi valtozo normélis eloszldsi tetszbleges aq, . . ., ax
p=1
valés szamokkal.
Megoldas: Ha (&1, ...,&) normalis eloszldsu valdszintiségi valtozo, ¢(t,...,tk) =
k
Eehiéittteby — oilt;m)=tDt"/2 karakterisztikus fiiggvénnyel, akkor a 21 apé, va-
p:

l16szintiségi valtozd karakterisztikus fiiggvénye a
P(t) = plart, ..., axt) = Bellartérr o) _ gitlam)-aDa 32

fiiggvény, ahol a = (ay,...,ar), —00 < t < o0, tetszéleges valés szam. Innen
kovetkezik, hogy i ap&, normalis eloszlasu valészinlségi valtozé aDa™ szérés-
=1
négyzettel és (a, mz3 vérhatoé értékkel.
Megforditva, ha tetszoleges ai,...,ax szamokra a Zk: apé, valdsziniiségi véltozd
=1
normalis eloszlasu, akkor EEJZ < oo minden 1 Spj < k szamra, és létezik a

(&1,...,&) véletlen vektornak valamilyen m = (mq,...,my) vérhaté értéke és
k
D =(d;;), 1 <4l <k, d;; = Cov(,&) kovariancia matrixa. Ekkor a 21 apép
p:
k
Osszeg varhaté értéke ) a;jm; = (a,m), szérasnégyzete aDa*, a = (a1,...,ax),
Jj=1
kovarianciafiiggvénye pedig 4, a.(S) = eis(am)—aDa”s*/2  Tppep kovetkezik,
hogy a (&1,...,&;) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye a ¢(t1,...,tx) =
Yoy (1) = BmI7tDT/2 0 Fugrt (&4,...,&,) normaélis eloszlast valdszintiségi
valtozo.
. Legyen n = (n1,...,m%) k-dimenzids, normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd m =
(mq,...,my) varhaté értékkel és D kovariancia matrix-szal, és legyen B valamely
k x k méreti matrix. Mutassuk meg, hogy az nB = (11, ..., n,)B véletlen vektor k-
dimenzids, normélis eloszlasu valdszintiségi valtozdé mB varhaté értékkel és B*DB

kovariancia matrix-szal.

Megoldas: Egy lehetséges bizonyitas: Az n véletlen vektor eloszldasa megegyezik
egy EA+m = (&1,...,8k)A + (ma,...,my) véletlen vektor eloszlasaval, ahol ¢,
1 < j < k, fuggetlen, standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozok, és A
olyan k x k méretli matrix, melyre D = A*A. Ezért nB eloszldsa megegyezik
a EAB + mB véletlen vektor eloszlasaval. Ez viszont egy k dimenziés normélis
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eloszlasu valdszintiségi valtozd, melynek varhato értéke mB, kovariancia matrixa

pedig (AB)*AB = B*A*AB = B*DB.

. Legyen £ = (&1,...,&) k-dimenzids normaélis eloszlasu valdszintiségi véltoz6, B
pedig egy k x p méretli, (azaz nem feltétleniil négyzetes) matrix. Ekkor az n =
(M, ..., mp) = B véletlen vektor p-dimenziés normélis eloszlast valdszintiségi val-
tozé.

Megoldas: frjuk fel az n véletlen vektor karakterisztikus fiiggvényét, ha a & vektor
karakterisztikus fiiggvénye a @(t) = @(t1,...,t;) = e/ ™D=tPY/2 glkalmas m k-
dimenzids vektorral és D k x k méretli pozitiv szemidefinit matix. Ekkor tetszdleges
t = (t1,...,t,) vektorra

Eei(tn) — Bei((h6B) = pei(tB™ ) — (i(tB"m)~tB"DBt" /2 _ (i(t;m)—tDt" /2

m =mB és D = B*DB vélasztassal. Innen kovetkezik a feladat allitdsa, mert ez
azt jelenti, hogy n karakterisztikus fliggvénye egy normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozo karakterisztikus fiiggvénye. (Hogyan lehet l4tni, hogy D = B* DB is pozitiv
szemidefinit métrix?)

. Definidljuk a kovetkez6 (€2, B,P) valésziniiségi mezét: Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezé & és n valoszint-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(x) = d1(x),

((l—2z) ha0<z<j
10 ={foD) mycrct

Léssuk be, hogy £ és n normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok, de a (£,n) vektor
nem normaélis eloszlasu valdszintiségi vektor.
Megoldas: A £ és n valdszinliségi valtozdk azonos eloszlasiak. Tovabba,

P >x)=AN®(x),1]) =1—®(x) .

Az, hogy (&, 1) vektor nem normalis eloszlasu kovetkezik példaul a P(E4+n =0) = 5
azonossagbol. Miért?

1
. Legyenek &q,...,&, fliggetlen a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasu va-

n n
16szintiségi valtozék. Mutassuk meg, hogy a > & és > 532. osszegek normali-
j=1 j=1

12, 80/, 1 VSN
zéltjainak azaz az \/ — ) &; és Z & — D valdszintiségi valtozéknak
n j=1
az egylttes eloszlasa a két-dimenzios standard normélis eloszldshoz konvergal, ha
n — oo.

1
Megoldds: E¢ =0, B¢ = ﬁ Var{ = o, Var¢? = B¢ — (BE)? = o5 — o

80" Tovabba Cov (£,£2) = E§3—E£E§2 = 0. Ezért a (\/ﬁfj, V180 (5]2 — E))’
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j =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas
kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételbol
kovetkezik a feladat allitasa.

. Legyen (£,n) normélis eloszlast vektor m = (mq,msy) = (EE, En) varhaté értékkel

és
01,1, 01,2\ _ E52 - (E§)27 E¢n — E{En
02,1, 01,1 E¢n — ESEn, E772 - (EU)Q

kovarianciamatrix-szal. Ekkor létezik a £ valdszintiségi valtozénak & = an + ¢
alaku eléallitasa alkalmas a konstanssal, és az 1 valészintliségi valtozotdl fliggetlen ¢
normalis eloszlasu valészintiségi valtozdval. Ez azt jelenti, hogy ha (£, ) két-dimen-
zi6s normalis eloszlasu valdszintliségi valtozd, akkor az elsé koordindta kifejezhetd
mint a masodik kooordinata konstansszorosanak és egy a masodik koordinatatol

fiiggetlen normalis eloszldasu valdszintliségi valtozo Osszege. A kivant a konstanst
01,2

explicit modon megadhatjuk az a = képlet segitségével.

02,2
Hogy altalanosithaté a fenti allitas abban az esetben, ha £ és n vektorvaltozok is
lehetnek? -
Megoldas: A ( = € — ﬁn valésziniiségi valtozd fiiggetlen az n valdszinliségi
01,1
valtozotol. Ehhez a tobb-dimenzids normaélis eloszlas tulajdonsagai alapjan elég

ellen6rizni, hogy Cov ({,n) = 0. Innen kovetkezik a feladat allitésa.

Az az eset, amikor 6 = (617 SR 768)7 n = (7717 s 777]7)7 és (517 s 75877717 s anp) egy
s + p dimenziés normalis eloszlasi valdsziniiségi valtozé hasonléan targyalhaté.
Lassuk be, hogy létezik olyan A matrix, melyre n és & — nA fliggetlenek. Ennek
érdekében lassuk be el6szor, hogy létezik olyan U unitér matrix melyre nU =
(M, -..,7Mp) = 1 vektor koordinatai fiiggetlenek. Ugyanis, ha az n véletlen vektor D
kovarianciaméatrixat D = U*AU alakban irjuk, ahol U unitér A pedig diagonalis
matrix, akkor az 7 = nU véletlen normalis eloszlasi vektor kovarianciamatrixa

A, ahonnan kovetkezik, hogy az 7 matrix koordinatéi fiiggetlenek. Legyen &, =
P EER _
& — > Efer Nk, 7 = 1,...,s. Ezt matrixjeloléssel irjuk ¢ = & — nB forméban.

k=1 L7
Ekkor (¢ — 7B, 7n) olyan p + s dimenziés normélis eloszlasi val6szintiségi véaltozo,
melynek elsé s és utolsé p koordinataja korrelalatlan, ezért fiiggetlen. Mivel a
¢ — nB és n vektorok fiiggetlenek, ezért ( = & — 7B = £ — nUB fiiggetlen az
n = nU* vektortol.




