A aprilis 17-i el6adashoz kapcsol6édo gyakorlat feladatai

El6szor néhany példat mutatunk a centrélis hatareloszlastétel alkalmazasara.

1. Egy szabdlyos dobodkockat feldobunk 1200 alkalommal egyméstdl fiiggetleniil, és
Osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessiikk be a kovetkez6 §;, 1 < j < 1200, valészinliségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

1200
a P (2280 <6< 2500) valoszintiiséget kell jol megbecsiilniink. Vegytik észre,
j=1

1 1 16 .
hogy E¢; = 6(2 +4+46) =2, Var§; = 6(4 +16+36) —4 = 3 Innen a centralis

hatareloszlastétel alapjan
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2. Vegylink egy olyan pénzdarabot, mely — valdszintiséggel esik a fej és — valdszinii-

séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdszintisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680
1830 kiizé esik? Adjunk erre a valészinliségre jo kozelité becslést.

Megoldas: Az elvégzett dobasok szama egy 7 negativ binomidlis eloszlasu valé-

szintiségi valtozé6 n = 1200 és p = 3 paraméterekkel, azaz P(n = k + n) =

k — 2
<n + ) )(1 —p)Fp, p= 3 és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen valdszintiségi
n —_—

valtozonak ki lehet szamolni a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket
milyen valészintiséggel vesz fel. Elvileg, ez lehetoséget ad a kivant valdszintiség
kiszamitdsara egy bonyolult 6sszeg kiszamitasanak a segitségével. Ennél haszno-
sabb becslést tudunk kapni a kovetkezo érvelés segitségével, mely a kivant valdszi-
niiséget jo pontossaggal kiszamitja a centrédlis hatareloszlastétel segitségével.

Jelolje &;, 2 < j < 1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobasok szamat (a
j-ik fejdobast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok
k6zé), és legyen &; az els6 fejdobasig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobdsok szdma.
Ekkor a &; valészinliségi véltozok fiiggetlenek, negativ binomidlis eloszlasiak n = 1,

2
p=73 paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1 + -+ + &1200 < 1830) valdszintiség



érdekel. Megmutattuk a 6. el6adasban, illetve a hozzatartozé feladatokban), hogy
1 3 1—
E¢ = - = o Var§; = P _ 2 Ezért a centralis hatéreloszléstétel alapjan

P P2 4
— 1200F
n = & + -+ + &1200 jeloléssel minket a P (—4 < W < 1) valoszini-
n — 1200E¢; 1
v/1200Var &

ség érdekel. A centralis hatareloszlastétel alapjan P (—4 <

D(1)+P(4) — 1~ d(1).

. Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-

tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasu A = 0 paraméterrel.

(A lampdk élettartamanak exponenciilis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy

termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat

hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb

1150 éra.

Megoldds: Jeldlje &; a j-ik ldmpa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(§1 +--- +

€100 > 1150) valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az &sszegben fiiggetlen

exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok szerepelnek A\ = % paraméterrel.

Vezessiik be az n = &1 + - - - + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE¢& = % = 1000, Varn = % =

1

10000 (m = 100 és A\ = 0 véalasztassal). Ezért a centrélis hatareloszlastétel sze-
- F — 1000

rint 2 =1 _ 7 i6 kozelitéssel standard normélis eloszldsti valészintiségi

v Varn 100
véaltozo, és P(§1 + -+ + &100 > 1150) = P (

n—En
v Varn
. Egy pénzdarabrdl ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, mely szerint ez
az érme legalabb % valoszinliséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
irds oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezé dontési szabdlyt hozzuk. Vialasztunk egy k szdmot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legaldabb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesitd
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesul?

> 1.5) ~1—®(15).

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik
dobés eredménye fej, ; = 0, ha a j-ik dobds eredménye iras, 1 < j < 30000,
30000

S = Sso000 = ., &. Ha a fejdobas eredményének valészintisége pontosan 7
i=1
3 3 9 3
B¢ = 3. B =, Varg; = B - (Bg)® = <, ES = 30000B¢; = 22500,

Var S = 30000Var {; = 5625 = 752. Innen és a centralis hatareloszlastételbol,
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1@ k — 22500 .
75

Viélasszuk a k szamot ugy, hogy a fenti valészintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

k — 22500 22500 — k
a P (T) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ — = 0.9 egyen-
s . s ., 22500 —k
letet kell kielégiteniink. A normélis eloszlas-tablazat alapjan — 1.28,

3
ami azt jelenti, hogy k = 22500 — 75 x 1.28 és p = 1 esetén annak valdszintisége,

3
hogy a fejdobasok szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = 1

esetében annak valdszintisége, hogy legalabb ennyi fejdobas torténik koriilbeliil 0.9.

3
Ha p > 7 akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztas.

Hazi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastél fliggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelito becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az 0sszeg 420 és 720 kozé esik.

A kovetkez6 két feladat célja annak az alaptételnek nevezett tétel feltételeinek
jobb megértése, mely megadja a kapcsolatot az eloszlasfiiggvények illetve azok karak-
terisztikus fliggvénye konvergenciaja kozotti kapcsolatot.

Ezenkiviil, ha marad rd id6 meg lehet targyalni egy ennek a feladatsornak a végén
megfogalmazott allitas bizonyitasat, mely megmagyardzza mi a jelentOsége az alapté-
telben annak a feltételnek, hogy a karakterisztikus fiiggvények egy a nulldban folytonos
fiiggvényhez konvergalnak. Egyébként ennek az &allitasnak a bizonyitasa az alaptétel
bizonyitasanak egyik kulcslépése.

5. Mutassuk meg, hogy egy F eloszlsfiiggvény p(t) = [€"“F(du) karakterisztikus
fliggvénye folytonos minden pontban.
Megoldds: Jeldlje p(t) = [ e F(du) az F eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiigg-
vényét. Ekkor tetszdleges t, o illetve K > 0 szamra teljesiil a

ot +0) — ()] < /|€i(t+5) — e"|F(du) < / sup |e"+) — | F(du)
u: |ul<K t: [t|I<K

+/ 2F(du) < sup [e“" — 1|+ F(—K)+ (1 — F(K))
w: |u|>K t: |t|<K

egyenl6tlenség. Tetszoleges € > 0 szamhoz véalaszthatunk olyan K = K () szdmot,
melyre FI(—K)+ (1 - F(K)) < % Ezutén elég kis 09 = do(e, K, t) > 0 vélasztassal
elérhetjiik, hogy sup [e" — 1] < %, ha § < §p. Innen kovetkezik, hogy |p(t +

t: [t|I<K
J) — ()] <e, had < dy, azaz a ¢(-) fliggvény folytonos.

3



6. Legyen F, (), n = 1,2..., a [-n,n] intervallumban egyenletes eloszlast valdszi-

1
niiségi valtozok sorozata, azaz legyen F,(-) stirliségfiiggvénye az f,(u) = o ha
n

—n <u<n, f,(u) =0, ha |u| > n képlet segitségével megadott fiiggvény. Lassuk
be, hogy az F,(-) eloszldsfiiggvények karakterisztikus fiiggvényei minden pontban
konvergalnak az ¢(0) = 1, ¢(t) = 0, ha t # 0 képlettel megadott ¢(t) fiiggvényhez,
amelyik az origéban nem folytonos. Tovabbd az F,(-) eloszlasfiiggvények nem
konvergalnak eloszlasban, mert minden véges [a, b] intervallumra

lim [F,(b) — F,,(a)] = 0.

n—oo

Megoldas: Az F,, eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvénye

1 no eitn o efitn
t) = — 1ty d —
#n(t) 2n /_n © 2nit

ahonnan ¢, (t) < T Innen lim ¢,(t) = 0, ha ¢t # 0. Mésrészt, ¢,(0) =1
n n— oo
minden n-re tehdt, lim ¢,(0) = 1. Mésrészt egy véges [a,b] intervallumra az
h—
F,(b) — Fy(a) = —a, ha n < max(|al,|b]). ahonnan lim [F,(b) — F,(a)] =
n n— 00

0. Ez azt jelenti, hogy az F,, eloszlasok ,kifolynak a végtelenbe”, és ezért nincs
hatareloszlasuk.

7. Mutassuk meg, a karakterisztikus fliggvények segitségével, hogy amennyiben & és n
két fiiggetlen, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd mq és mo varhatd értékkel,
0? és o3 szérasnégyzettel, akkor & + n normdlis eloszlast valészintiségi valtozd

my + my vérhaté értékkel, és oF + o3 szérasnégyzettel.
Megoldas: Tudjuk, hogy a karakteresztikus fliggvények egyértelmiien meghataroz-
zék azt az eloszlasfiiggvényt, melynek Ok a karakterisztikus fliggvényiik. Ezért
elég belatni, hogy a & + n karakterisztikus fliggvénye megegyezik az mi + mo
varhat6 értékkel és of + o3 szérasnégyzettel rendelkezd normalis eloszlds karak-
terisztikus fliggvényével. Viszont tudjuk egyrészt, hogy a £ és n valdszinliségi
valtozék fiiggetlensége miatt Ee (€t = Ee€ e mgsrészt mivel a standard
normalis eloszlésfiiggvény karakterisztikus fiiggvénye o(t) = e~t'/2, ezért Eeits =
ettmi 6—0%1‘2/2, és Fettn — eitmge—ath/Z' Innen Eeit(£+n) — eit(ml—|—mg)6—(0'f—|—<7§)152/27
ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

8. Legyenek & és 7 fiiggetlen valoszintiségi valtozdk, melyek koziil & Poisson eloszlast A
k

paraméterrel, azaz P({ = k) = —'e_’\ minden £ = 0,1,2,... szamra, 7 egyenletes

closzldst a [0,1] intervallumon, azaz létezik f(u) stirliségfiiggvénye, melyre f(u) =
I, hao <u <1,és f(u) =0, hau> 1, vagy u < 0. Léassuk be, hogy a £ + 7
valészintliségi valtozénak is van stirtiségfiiggvénye, és hatarozzuk meg azt.

Megoldds: Legyen [a,b] egy olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n + 1] valamely
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10.

nem negativ egész n szamra. Ekkor
P +n€lab))=PE=nmnela—nb-n])=PE=n)P(n€la—nb-n]|)

. b
:A—e (b_a):/f(u)du,

A
ahol f(u) = —'e*’\, ha u € [n,n+ 1], n =0,1,2,.... Legyen tovabba f(u) =
n!
ha u < 0. Ebbdl a reldciébdl, illetve abbdl a ténybdl, hogy P(é +n < 0) = 0,
kovetkezik, hogy P({ +n < x) = ffoo f(u)du a fent definidlt f(-) fiiggvénnyel,
tehét ez a € + n valdsziniiségi valtozé (1étezd) stiriiségfiiggvénye.

Legyenek ¢ és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, melyek koziil € Poisson eloszlasi A
k

paraméterrel, azaz P({ = k) = —'e_>‘ minden £ = 0,1,2,... szamra, 1 egyenletes
eloszlasu a [0, 2] intervallumon, azaz 1étezik f(u) stirliségfiiggvénye, melyre f(u) =
—,ha0<u<2 és f(u) =0, hau> 2, vagy u < 0. Ldassuk be, hogy a £ + 7
valészintliségi valtozénak is van stirtiségfiiggvénye, és hatarozzuk meg azt.

Megoldds: Ennek a feladatnak a megolddsa hasonlé az el6z6hoz. Legyen [a, b] egy

olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n + 1] valamely nem negativ egész n szamra.
Ekkor, ha n > 1, akkor

P +mne€lab])=PE=nmn€la—nb—n])
+Pl=n—-1ne€la—n—-1,b—n—1])
=P(=n)P(n € la—n,b—n])
+PEl=n—-1)Pneja—n—1,b—n—1J)

- (B 2y erea= [
ahol f(u) = (% + (nxj)!

) e hawu€[nn+1],n=1,2,.... Hasonléan,

b b
P(f-l—ne[a,b]):/ P(sz)du:/ e > du

ha [a,b] €= 0,1], tovdbba P({ +n < 0) = 0. Innen kovetkezik, hogy ha az f(-)
fiiggvény definiciéjat az f(u) = e, ha 0 < wu <1, f(u) = 0, ha u < 0 képletekkel
fejezziik be, akkor P({+n < x) = ffoo f(u) du ezzel az f(-) fiiggvénnyel. Tehdt ez a
€ + n valésziniiségi véaltozo (1étezd) siiriiségfliggvénye a fent definidlt f(-) fiiggvény.
Legyen F,,(-), n = 1,2,..., eloszlasfliggvények egy sorozata, melyek ¢, (-) karak-
terisztikus fliggvényei az origd egy kis kornyezetében konvergalnak egy a nullaban
folytonos fliggvényhez.

a.) Léssuk be (a Lebesgue tétel segitségével), hogy ekkor tetszéleges € > 0 szamhoz

1 9
létezik olyan 0 = d(¢) szam, melyre hm L o / R[1 — @n(t)] dt < e, ahol Rz a

z szam redlis részét jeloli.



b.) Mutassuk meg, hogy amennyiben F, () eloszlasfiiggvények ¢, (-) karakterisz-
tikus fliggvényei teljesitik az a) részben megfogalmazott tulajdonsagot, akkor
minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan K = K (e) szdm, melyre F,,(—K) + (1 —
F,(K)) <eminden n=1,2,... szamra.

Megjegyzés: A b.) részben megfogalmazott tulajdonsig teljesiilését egyenletes fe-

szességnek hivjak az irodalomban. Ez fontos szerepet jatszik szamos vizsgalatban.

Megoldds: Legyen ¢(-) a ¢,(+) fliggvények (egy véges intervallumban 1étezd) lime-
sze. Mivel ez a fiiggvény az origéban folytonos 0 < Re(t) < 1 minden t indexre,

ahol a o(-) létezik, R[1 — ¢(0)] = 0, és ez a fiiggvény az origéban folytonos, ezért
% / R[1 — (b)) dt <e,haad=0d(c) >0 szamot elég kicsinek vélasztjuk. Mivel
lim §R[ (t)] R[1—p(t)], s 0 < R[1 -, (t)] < 2, alkalmazhatjuk a Lebesgue

tételt, és ez megadja az a) rész allitdsanak bizonyitasat.
A b) rész bizonyitasdhoz hasznaljuk fel, hogy az a) rész teljesiilése esetén minden
e > 0 szamhoz valaszthatunk olyan 6 = (&) szamot és ng = ng(e) kiiszobindexet,

1
melyre igaz, hogy 0 < % / R[1 — pn(t)] dt < g, ha n > ng. Méasrészt
-5

i/6 R(1— ()] dt = /(S i/oo (1 — cos ta] dF () dt
5 ) s 520 J_o
_ / O; o / 2[1 ~ costa] dt dF, (z) = / Z [;—5 - S;;f[: dF,(z)
SRET I
g

sin ox . i i sin dx
> 0 minden x szamra, és 1—
T ox

>

tetszoleges K > 0 szamra. Tovabba 1—

1 2 2
37 ha x > 5 Innen kapjuk K = 5 valasztassal, hogy

£ 1/5 / 1
> — | R[1—o,t)dt> ~dF,(z),
225 ), [1—on(t)] o 2 (v)

azaz F,(—K) + (1 — F,,(K)) < ¢, ha n > ng. Nem nehéz beldtni, hogy a K
index esetleges novelésével elérhetd, hogy ez az egyenlotlenség a maradék véges sok
1 < n < ng indexre is teljesiiljon.



