A szeptember 5-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

A szeminarium 6 célja az volt, hogy néhany feladat megtargyalasaval példat mutas-
sunk arra, hogy a valdszinliségi mezok “absztrakt fogalmanak” felhasznaldsa lehetové
teszi bizonyos feladatok egyszeri megoldasat, heurisztikus érvelések egyszerli, preciz
megfogalmazasat. A késobbiekben is igyeksziink ilyen példakat vizsgalni.

1. Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fiiggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketté félérat var a maéasikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valdszintisége annak, hogy taldlkoznak?

2. Két botot véletlenszertiien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott 4j bot hosszanak az F'(u) eloszlasfliggvénye?

Mind a két feladat megoldhaté formalis szamolassal, azt felhaszndlva, hogy is-
mert stirtiségfliggvényii valoszintiségi valtozok Gsszegének a stlirtiségfliggvényét ki tudjuk
szamitani konvolucio segitségével. Ugyanakkor egy jé valdszinliségi modellben vizsgalva
a problémadkat egyszertibb megoldést is tudunk adni. Tekintsiik mind a két megoldast.

1. feladat a) megoldds: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen
pontot az egységnégyzeten, melynek z koordinatdja megadja, hogy az els6 ember
az y koordinataja pedig megadja, hogy a méasodik ember ember mikor érkezett.
Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasi az egységnégyzeten, azaz annak
valészintisége, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazédba esik
megegyezik e halmaz teriiletével. Miért? Az, hogy a két ember taldlkozik azt
az eseményt jelenti, hogy az igy definidlt (x,y) pont az egységnégyzet

A:{(Ly): —%Sy—xﬁ%}ﬂ[@,l] x [0, 1]

részhalmazaba esik. Ennek a halmaznak a teriilete 1 — 2 - % = %, és ez a keresett
valoszintliség.

2. feladat a) megoldds: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhaté. Tekintsiik az
egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek
x koordinataja megadja, hogy hol tortiik el az els6é botot az y koordinataja pedig
azt, hogy hol tortiik el a masodik botot. Ekkor az igy definialt pont egyenletes
eloszlasu az egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza
kisebb mint valamely u szam megegyezik annak az eseménynek a valdszintiségével,
hogy az (x,y) pont a kévetkezd Ap(u), As(u), As(u) és Ag(u) halmazok Aq(u) U
Az(u) U As(u) U Ag(u) unidjaba esik: Aq(u) = {(z,y):  +y < u} N[0,1] x [0, 1],
As(w) = {(@ay): o+ (1L —y) < u}n[0,1] x [0,1], As(w) = {(z,9): 1 —a+y <
u}N[0,1]x[0,1] és Ag(u) = {(z,y): 1—z+1—y < u}n[0,1]x[0,1]. Hau < 3, akkor
ezek a halmazok diszjunktak, tertiletiik “72, ezért F(u) = 1 — 2u?, ha u < % Ha
1 <u < 3, akkor az Ay (u)UAs(u)UAs(u)UAy(u) halmaz komplementere egy olyan

1



négyzet, melynek atldja (2 —2u) hosszi. Ezért F(u) = 1—2(1—u)? = du—2u?—1,
ha%ﬁugl. Ha u > 1, akkor F'(u) = 1.

1. feladat mdsodik megolddsa. Jelolje &;, 7 = 1,2, azt a valdsziniiségi véltozot,
mely azt adja meg, hogy hany (0 és 1 kozotti szaimmal kifejezhetd) draval 8 6ra utan
jelent meg a j-ik ember a helyszinen. Ekkor &; és &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban
egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozok. Minket a —% <E—€-2< % események
val6szintisége érdekel. Az F(u) = P(&1 — &2 < u) eloszés stirtiségf8ggvénye a g(u) =
f1* f2(u) konvolicid, ahol fi(u) =1,ha0 <u <1, fi(u) =0, kiilénben, fa(u) =1,
ha —1 < u < 0, fa(u) = 0 kiilénben. Ekkor a minket érdeklé mennyiség az

F(Y)-F(-1)= fj{% g(u) du. (Emlékeztetsiil, ha f1 és f» két stirfiségfiiggvény,

akkor ezek konvolucidja f1 * fo a kovetkezo modon szamolhato ki.
fl*fg(x):/ fl(u)fg(m—u)dv:/ filx —u) fa(u) dv, —oo <z < oo.

Tovabbd, ha & és &, két fliggetlen valdszintiségi valtozd fi1(-) és faof:) siirliségfligg-
vényekkel, akkor a & + & 6sszegnek is 1étezik stirtiségfiiggvénye, és az az f1 * fa(+)
konvolucié.)

Némi szdmolés adja, hogy g(u) =1—u,ha0 <u <1 g(u) =14u,ha -1 <u<D0.
Innen F (3) — F(-1) = fi{%(l — |u|) du = Z
2. feladat mdsodik megolddsa. Jelolje &;, 7 = 1,2, azt a valésziniiségi valtozot,
mely azt adja meg, hogy a j-ik bot rovidebb végének mi a hossza. Ekkor &,
és &, fiiggetlen valdszintiségi valtozdk f(zr) = 2, ha 0 < x < %, és f(z) =0
egyébként stiruségfiiggvénnyel. Minket a & + & eloszldsa érdekel. Viszont &1 + &5
stirliségfiiggvénye g(x) = f * f(x), ahonnan g(x) = 2 — |2 —4z|, ha 0 < z < 1,
g(z) = 0 kiilonben. Ezt kiintegrélva megkapjuk az eredményt.

Hazi feladat.

Legyen &; és & fliggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsi val6szintiségi
véaltozo, azaz legyen & és &y slirliségfiiggvénye f(x) =1, ha0 <z <1,és f(x) =1
egyébként. Szamitsuk ki &1 + & strliségfliggvényét.



