A szeptember 26-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

El6szor felidéztiink néhany fontos tényt valdszintliségi valtozdk fliggetlenségével
kapcsolatban:

1. Tétel. Ha &q,...,&, figgetlen valdsziniségi valtozok, akkor szorzatuk vdrhato értéke
megeqyezik az egyes vdltozok vdrhato értékének szorzatdaval. Azaz, képletben kifejezve

E& &&= E& ESy -+ - EE,

Valéjaban némi megszoritast kell tenniink a fenti tételben. Tegyiik fel, hogy F|¢4| < oo
minden 1 < s < n esetén. Ez a feltétel biztositja, hogy nem lép fel konvergencia
(értelmezési) probléma az 1. tételben.

2. Tétel. Ha &, ...,&, figgetlen valdszinidségi valtozok, gi(x), ..., gn(x) (mérhetd)
fiigguények, akkor azm = g(&1), ..., 1 = g(&n) valdszinidségi vdltozok is figgetlenek.

Kissé altalanosabban: Legyenek

517 e ;éllaéll—l—l e ;§l1+l2 e ,€l1+...+lk_1+1, ... 7£ll+"'+lk

fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, ahol lq, ..., 1l pozitiv egész szamok. Ha gs(x1,...,x1,),
1 < s <k (mérhetd) az R I, dimenzids Euklidesi téren értelmezett fiiggvények, akkor
azNs = gs(&._14+1,--,&1.), 1 <s <k, (lo =0) valdsziniiségi vdltozdk figgetlenek.

Kovetkezmény: Ha &,...,&, figgetlen valdszintségi valtozdk, és gi(x),...,gn(x)
(mérhetd) fiiggvények a szdmegyenesen, akkor

Egi(&1) -+ gn(&n) = Eg1(&1) -+ Egn(&n)-

k valoszintliségi valtozdk

Valéban, a 2. tétel eredménye alapjn az ns, = g(&s), 1 < s
s < valoszinliségi valtozdkra

fiiggetlenek, és a 2. tételt alkalmazva az ng, 1 <
megkapjuk a Kovetkezmény allitasat.

<
k

Adva egy A esemény (azaz halmaz) egy (€2, A, P) valészinliségi mez6n, vezessiik be
ennek az A halmaznak y 4 = xa(w) indikator fiiggvényét a

1, hhweA

XA:XA(w):{o haw ¢ A

képlet segitségével.

Allitas: Legyenek adva valamilyen A, ..., A, események egy (Q, A, P) valésziniségi
mezon. Az Aq,..., A, események akkor és csak akkor figgetlenek, ha ezek xa,,...,XA,
indikdtor fliggvényei fiiggetlen valdsziniségi vdltozok.
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Tétel. Legyen adva eqy F(x) = P({ < x) eloszdsfigguényl & valdsziniségi vdltozd,
g(x) egy valds értéki figgvény. Ekkor a g(&) valdsziniségi valtozd Eg(&) varhatd értéke
kiszdmithato az

Eg(¢) = /g(x)F(da:) = /g(:l;)f(:c) dx  ha &-nek létezik f(x) sidriségfiggvénye.

képlet segitségével. Ha a & valosziniségi vdltozo diszkrét eloszlasi, azaz létezik legfeljebb

megszdmldalhaté sok x1, xo, ... pont igy, hogy > P({ = xx) =1, akkor
k=1
Eg(&) =) g(xr)P(§ = ax).
k=1

Szamoljuk ki a fenti képlet segitségével néhany fontos eloszlas momentumait. A

1 —x2/2.
V2T

standard normalis eloszlas az az eloszlas, melynek stiriiségfiiggvénye f(x) = e

E definicié helyességéhez tudnuk kell, hogy

Tétel.

<1 2
Py =1
€ Xz .
/_oo V2

Emlékeztetoiil, ennek oka, ha I = ffooo /2 dx, akkor

1
V2T
A T

27 [ee) e’}
1
:/ / e dr dy :/ re "2 dr = [e_rz/Q] =1.
0 0o 2m 0

1. Lassuk be, hogy egy standard normalis eloszlas £ valdszintliségi valtozé szérasnégy-
zete 1.
Bizonyitds: E§ = 0, mert £ strliségfiiggvénye paros. Ezenkivil parcidlis integra-
—z2/2

lassal kapjuk f(x) =x és ¢'(z) = xe

V2r

& 1 2 x 2 > > 1 2
E2:/ —— e /Qda::{— e ” /2] +/ ——e "2 dr =1,
: —oo V21 V2T oo —oo V21

valasztassal, hogy

Hazi feladat:

Ha ¢ standard normalis eloszlast valészintiségi valtozé, akkor EE2F =1-3- .- (2k —

1).



Definicé. Azt mondjuk, hogy eqy & valdsziniséqgi vdltozo exponencidlis eloszldsiu A
paraméterrel, X > 0, ha eloszldsfiggvénye, F(z) = P(¢ < z) = 1 —e, ha v >
0, és F(x) = P < z) = 0, ha x < 0. Ezzel ekvivalens jellemzés: Egy A\ >
0 paraméterd exponencidlis eloszldsi valdsziniségi valtozé F(x) eloszlasfiggvényének
létezik f(x) siiriiségfiigguénye, és az f(x) = Ae ™%, hax >0, f(x) =0, ha x <0 alaki.

2. Szamoljuk ki egy A\ paraméterii £ exponencidlis eloszlasi valdszintliségi véltozo var-
hato értékét és szérasnégyzetét.

Megoldas: Parcidlis integralassal kapjuk, hogy

° 00 > 1
E¢ = / zhe M dr = [—xe_m] +/ e Mdr = =,
0 0 A

0
E2_ > 2)\ —)\wd o 2 —Ax]>® 002 —Amd . 2
& = e x—[:zse }0 + ze x—ﬁ.
0 0
. 2 1 1
Ezertvar§:E§2_(E§)2:F_F:F'

Foglalkozzunk azzal a kérdéssel, hogyan lehet kiszamolni valdszintiségi vektorok
fiiggvényének az eloszlasat. Kiilonosen fontos szamunkra az az eset, amikor a valészinti-
ségi vektorok komponensei fiiggetlenek, ezen beliil az a specialis kérdés, amikor fiiggetlen
valészintiségi valtozok Osszegének az eloszlas vagy striségfliiggvényét vizsgaljuk. Ez
vezet a konvolucié fogalménak a bevezetéséhez. FEl6szor vezessiik be a legfontosabb
fogalmakat és eredményeket. Altaldban nem a valdszinfiségi véltozokat, hanem azok
eloszlasat ismerjik. Ezért fontos az (esetleg tobbdimenzids) eloszlasfiiggvények defi-
niciéjanak megadasa, illetve azok az eredmények, melyek leirjdk, hogy egy megadott
fiiggvény mikor tekintheto eloszlasfliggvénynek.

El6szor megbeszéljiik az eloszlasfiggvény tulajdonsagait. Adva egy & valdszintiségi
véaltozo, akkor ennek eloszldsa az F(r) = P(§ < x), —o0 < x < 00, fiiggvény. Ez teljesiti
az alabbi tulajdonsagokat.

Ha F(z) eloszlasfiiggvény, akkor
(i) F(x) monoton névekvé fliggvény
(ii) mli)moO F(z) =0, xll_)l’I;o F(z) =1,
(ili) F(x) minden —oo < x < oo szamra balrdl folytonos, és létezik jobboldali
hatarértéke (mert monoton novekvd fiiggvény), azaz tl}aICIl . F(t) = F(x), és
létezik a tllg . F(t) hatarérték is.

lim -val azt jeloljiik, hogy olyan ¢,, szamsorozatot tekintiink, melyre egyrészt

t—x—0

t, — x, masrészt t, < x minden n indexre. Hasonléan lim -val azt jeloljiik,

t—x+
hogy olyan t, szdmsorozatot tekintiink, melyre egyrészt t,, — =, masrészt
t, > x minden n indexre.

Ha f(z) slirtiségfiiggvény, akkor f(x) > 0 minden x szdmra, és ffooo f(z)dz = 1.
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Valéban, ha F(x) egy & valésziniiségi véltozé eloszlasfiiggvénye, akkor F(x) =
P < z) < P < y) = F(y) az * < y esetben, mert {w: {(w) < z} C
{w: &(w) < y}. Tovébba, tlimOF(t) = tlimOP(f <t) =P < x) = F(x)

a valdsziniiség (o-additivitds miatt teljesiilé) mult gyakorlaton megbeszélt tulaj-
donsdga miatt. (A jobboldali hatarérték létezik az eloszlasfiiggvény monotonitasa
miatt.) Ugyancsak ezen tulajdonsdg miatt mgmoo F(z) = wli)moo P <z) =0,
lim F(z) = lim P <z)=1 lim F(z)=1,

T—00 T—00 T—00

Mivel egy f(x) sliriségfiiggvény egy fenti tulajdonsagokkal rendelkez6 eloszlasfiigg-
vény derivéltja (amelyik azt a plusz feltételt is teljesiti, hogy el6all mint egy f(-)

fliggvény integralja, ezért mint azt nem nehéz belatni, egy stirtiségfiiggvény teljesiti
a fenti feltételeket.

Megjegyzés: Be lehet bizonyitani, hogy egy a fenti tulajdonsagokkal rendelkezé F'(x)
illetve f(x) fliggvényhez létezik olyan (2, A, P) valdszintiségi mez6, és azon egy & vald-
szinliségi valtozo, melynek ez az F(x) fliggvény az eloszlasfiiggvénye, illetve ez az f(z)
fliggvény a striségfiiggvénye.

Az eloszlasfiiggvény azért rendkiviil fontos fogalma a valészintiségszamitasnak, mert
altalaban nem tudjuk, hogy melyek azok a véletlen koriilmények, melyek meghatarozzak
egy valdszintliségi valtozé értékét, csak azt hogy milyen valdszintiséggel vesz fel kiilonbozé
értékeket. Ahhoz, hogy ezeket a valdszinliségeket meg tudjuk hatarozni ismerniink
kell az eloszlasfiiggvényt. Ugyancsak fontos fogalom az eloszlasfiiggvény tobbdimenzios
valtozata, amely megadja tobb valdszinliségi valtozé egylittes eloszlasat.

Tobbdimenzids eloszlasfiiggvény definiciéja. Legyen adva k valds értéki &1, . .., &k
valdszinidségi valtozo egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Ezek eloszldsfiggvénye az

F(xla"'axk):P(gl<x17"'7§k<xk)7

k vdltozos fligguény, ahol —oo < x; < oo minden 1 < j < k indexre.

Azt mondjuk, hogy eqy F(x1,...,x) eloszlasfiggvénynek létezik f(xq,...,xy) si-
ruségfiggvénye, ha

Xq T
F(:L‘l,...,a:k):/ / flug, ... ug)duy ... dug

minden —oo < x; < 00, 1 < j <k szdmra.

A valésziniiségszamitdas problémai arrdl szélnak, hogy ha adva van valészintiségi
valtozok egy sorozata, melynek ismerjik az egyiittes eloszlasat mondhatunk ezekrol,
ezek kiilonbozé fiiggvényei milyen valészintiséggel jelennek meg. Részletesebb targyalas
és bizonyitas nélkiil megadjuk a tébbdimenzids eloszlasfiiggvény tulajdonsagait. Csak
annyit jegyeziink meg, hogy a kissé bonyolultabb (iv) tulajdonsdg azt fejezi ki az
eloszlasfiiggvény segitségével, hogy annak valdszintisége, hogy olyan ({1, ..., &) valdszi-
niiségi valtozdk, melyek eloszlasa az (£1,...,&) eloszlasfiiggvény, nem negativ valdszi-
niiséggel esik egy K téglatestbe, azaz P(a; < §; < b;, minden 1 < j < k indexre) > 0.
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Tétel. Az aldbbi (i)—(iv) tulajdonsdgokkal rendelkezd F(x1,. .., xk) flgguényhez létezik
k valészintiségi vdltozo, melyeknek ez az eloszlasfligguénye, azaz az F(uy,...,ux) figg-
vény akkor és csak akkor eloszldasfiigguény, ha teljesiti a kovetkezo négy tulajdonsdgot.

(i) F(uq,...,ur) minden valtozdjanak balrdl folytonos figgvénye.
(1) u]hl)noo F(uy,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szamra
(iii) lim F(uy,...,ux) =0.
Uj——00

valamely 1<j<k szdmrra
Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1)
- X [ak, b) téglatestre a

pK) = pp(K) = Y (D)X Pluy, )
u;= a; vagy b;
j=1,....k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szdmdt az uy, ..., uy sorozatban.
Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.
Kovetkezmény. Egy k vdltozds f(x1,...,xy) akkor és csak akkor siriségfigguénye egy
alkalmas (&1, - .., &) valoszintségi vektornak, ha teljesiti az f(xq,...,zr) > 0 minden
(z1,...,2x) € R¥ pontban, és
o0 oo
/ / f(a;l,,a:k)dxld.rkzl
—oo —00
Adva egy F(x1,...,x)) eloszlasu (&1, ..., &) valdsziniiségi vektor, akkor annak valdszi-

niisége, hogy ez a véletlen vektor beleesik egy B C R* (mérhetd) halmazban

P((&1,...,&) € B) :/BF(dxl,..., dzy).
Ha az F(z1,...,xy) eloszlasfliggvénynek 1étezik f(xq,...,zy) siriségfiiggvénye, akkor
P((&,...,&) eB) = /Bf(xl,...,a:k)d:cl o dzy.
Specidlisan, ha £ és n két fiiggetlen valdsziniiségi valtozé F(z) és G(y) eloszlasfiige-
vénnyel, (f(z) és g(y) stirliségfiiggvénnyel) akkor a (£, ) vektornak az eloszlasfiiggvénye

F(x)G(y), (striiségfiiggvénye pedig f(z)g(y)). Ezért a fentiek alapjan a & + n Osszeg
eloszlasfiiggvénye

P(E+n<z)= / / F(du)G(dv) és ha létezik siirtiségfiiggvény
(U7U)7u+v<m
= // f(u)g(v)dudv minden x € R szémra.
('U/,’U),’LL—I—’U<Q;
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Ennek alapjan meg tudjuk érteni, hogy fliggetlen valdszintiségi valtozok osszegének
strliségfiiggvényét hogyan lehet kiszamitani az eredeti valészintliségi valtozok stirtiség-
fliggvényei konvoluciéjanak a segitségével. Ha £ és n két fliggetlen valdszintiségi valtozo

d
f-) és g(+) stirliségfiiggvénnyel, akkor a {+n Osszeg stirliségfliggvénye h(x) = — P(E4+n <

dz
x) a kovetkezé médon szédmolhaté ki:

o) = - P(e+n <)== /{ o S duy
— [ | r@sto-ayan] ao = [ sgte - du

A fenti szamoldsok els6 azonossagaban egy integrdltranszformaciot alkalmaztunk v =
u + v, u = u helyettesitéssel (majd késébb @ és v helyett ismét u és v valtozot
frtunk.) Felhaszndltuk, hogy e transzformécié sordn az {(u,v): u+v < x} tartomany a
{(a,0): v < &, —o00 < 4 < oo} tartomanyba megy at, és a fenti (linedris) transzformacié

d €T
Jakobidnja azonosan 1. Az utols6 azonossagban a o / H(v)dv = H(x) azonossagot
z — 00

alkalmaztuk H(v) = [7_ f(u)g(v — u) du vélasztéssal.

3. Legyenek & és & fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae™™® ha = > 0, és f(z) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki &1 4 &5 stirtiségfiiggvényét. Altaldnosabban, legyenek &1, ... &, fiigget-
len exponencidlis eloszlasu valdszintliségi valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk
ki & + - - + &, striségfliiggvényét.

Ki kell szémolnunk az f x f(x) illetve f*---x f(x) konvolucidkat a fenti f(z)
—_—

m—szer
stirliségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha = < 0, a konvoluciét meghatirozé in-
tegralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy  —y < 0. Innen
a konvoluciot definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az < 0 esetben
fy)f(z —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(x —y) > 0 inte-
grandus csak 0 < y < z esetén nem nulla. Innen a & + & valdsziniliségi valtozo
stirtiségfiiggvénye fo(x) = f x f(z) x < O-ra fo(z) =0, és

fola) = f + f(z) = / F) f () dy = /0 Ae M AED) gy

= / Ne A dy = AN2ze ™, hax > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrlségfiiggvényét, akkor
—_—

m—Sszer
fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn.(z) =
™ m—1
ﬁe_)‘x, ha z > 0. Ezen allitas bizonyitasahoz elég beldtni teljes indukciéval
m —1)!



azt, hogy fm—1* f(x) = fm(z) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

> T m—2
fm—1 % f(z) = /_ fn—1(y)f(z —y)dy = /0 )\m—lh)\e—/\ye—/\(m—y) dy

x m—2 m,.m—1
m_—Ax Y —>\CE)\ T
=A A ——dy = —— , h > 0.
° /O m—on =% m_npr M=

Ki tudjuk szdmolni tetszoleges fiiggetlen egész értéki valdszinliségi valtozok Ossze-
gének az eloszlasat az adott valdszintiségi valtozok eloszlasanak a segitségével. E sza-
molas megfogalmazasananak érdekében vezették be diszkrét eloszlasok konvoluciéjanak
a fogalmat.

Diszkrét eloszlasok konvoluciéjanak a definiciéja. Legyen P = p(k) és Q = q(k),
k=0,+1,42,..., két eloszlds az egész szamokon, azaz teljesiiljenek a p(k) > 0, q(k) >

0, k=0,£1,£2,..., > pk) =1, > q(k) =1 feltételek. Ekkor e két eloszlds
k=—oc0 k=—oc0
konvolucioja a
PxQk)= > p(iak—j), k=0+1,42, ..
j=—00

eloszlas.

Tétel. Ha & és n két diszkrét egész értékeket felvevd fuggetlen valoszinidségi valtozo P
és Q eloszldssal akkor &+ n eloszldsa a P x Q eloszlds.



