A szeptember 19-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

El6szor a kovetkezo kérdést vizsgaltuk: (Ez az el6z6 gyakorlatban szerepld egyik
feladat vizsgalatdnak folytatasa volt.)

1. Legyen egy urnaban 30 piros és 70 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golydt visszatevés
nélkil. Az el6zé gyakorlaton kiszamoltuk a kihtzott piros golydk szaméanak varhaté
értékét. Most szamoljuk ki ennek szordsnégyzetét is.

20
A & = ) & Osszeg szérasnégyzetét kell kiszdmolnunk, ahol &; = 1, ha a j-ik
j=1
htzéas eredménye piros, §; = 0 ha a j-ik hizas eredménye fehér, 7 = 1,2,...,20. En-

nek kiszamitasa bonyolultabb mint az el6zé gyakorlaton tekintett feladatokban, mert
a most tekintett §; valészinliségi valtozok nem fiiggetlenek. Ezért meg kell értentink,
hogyan kell kiszamitani valdszintiségi valtozok Osszegének a szérasnégyzetét az dltalanos
esetben.

Tétel. Ha &, ...,&, valosziniségi vailtozok ugyanazon a valosziniségi mezén, akkor

G| =D Varg+2 Y (B¢é — BEGES).
j=1

j=1 1<j<k<n

— Z\/arﬁj + Z (E&&k — E&EE).
=1

1<j,k<n, j#k

Megjegyzés: Ha £ és n két valdsziniiségi véltozd, akkor ezek kovariancidja Cov (€ n) =
E[(§ — E&)(n — En)] = E{n — E{En. A kovariancia egy természetes mérése annak,
hogy két valésziniiségi valtozo milyen mértékben fligg 0ssze. Ez a mennyiség szerepelt
az Osszeg szorasnégyzetének kifejezésében. Ha & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok,
akkor Cov (§,n) = 0.

A Teétel bizonyitdsa.
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— (B&)?) + Z (E&iér — BEEE).

J:l 1<j<k<n
és E€; — (E¢;)* = Varg;.

Alkalmazva ezt a tetelt és az el6z6 gyakorlat eredményeit kapjuk, hogy F¢; = E§ 1=
2, Varg; = Var&y = 2 — ot = o, BE&, — BB = EG & — EGESG =225 — 5 =
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— 5., ha j # k, és E¢;&), — B¢ EE, = E&i& — EEEE minden 1 < j < k <20
5

szamra. Innen a 10 dobasban kihizott piros golydk szamanak varhaté értéke 10- 2 =4
és szorasnégyzete 10 - % —-90 - %}5 = 1—52 (1 — 1—11) = %.
Hazi feladat.

Egy urndban husz piros és harminc fehér golyé van. Kihtuzunk egymas utan 10
golydt tgy, hogy amikor kihtizunk egy golyét akkor azt visszadobjuk és vele egytitt
bedobunk az urndba egy vele azonos szini goly6t. Mi a kihuzott piros golydk
szamanak a varhato értéke és szérasnégyzete?

Segitség: Lassuk be, hogy annak valdszintisége, hogy a j-ik hizasban piros golyét
htuzunk megegyezik annak valésziniiségével, hogy az elsé huzasban piros golyét
hizunk. Annak valdszintisége, hogy az i-ik és j-ik hiizasban piros goly6t hizunk,
i # j, megegyezik annak valdszinliségével, hogy az els¢ és masodik huzésban piros
goly6t huzunk.

1. Egy szabalyos dobodkockat feldobunk végtelen sokszor egymas utan. Mi annak a
valészintisége, hogy a harmadik 6-os dobéas az n-ik dobasban kovetkezik be, n =
3,4,5,---7

Megoldas: Ez az esemény akkor kovetkezik be, ha az els6 n — 1 dobasban pontosan
két hatost dobunk, és az n-ik dobts eredménye is hatos. Ennek valdészintisége,

n—1\ (5\" " (1)’

2 6 6/)
Ezt a feladatot nem annyira onmaga miatt targyaltuk, (ez egyébként példa a negativ
binomidlis eloszlas megjelenésére), hanem azért, hogy megtargyaljuk, hogyan lehet egy
szabdalyos dobdkocka végtelen sok egymas utani dobasanak a valdsziniiségi modelljét

megadni. Ez remélhet6leg érthetébbé teszi miért kell a valdszintiségi mez6 fogalmaban
néhany elso latasra tiulkomplikalt fogalmat bevezetni.

Természetes az elemi eseményeket a végtelen w = (ji, jo2,. .. ) sorozatokként defini-
alni, ahol mindegyik j,, n =1,2,..., szdm az 1, 2,...,6 értékek valamelyikét veszi fel.
A biztos 2 esemény az Osszes alabb tekintett sorozatokbdl allé halmaz. Természetes
lenne eseményeknek az ) halmaz részhalmazait tekinteni. Utédna meg kell adni az
eseményeknek a valdszintiségét. Es itt jelennek meg a nehézségek. Ugyanis egyrészt
minden w elemi esemény valdszinlisége nulla, masrészt €2 kontinum sok elemi eseménybdl
all. Hogyan kell definidlni a valészintiséget gy, hogy az tiikrozze azt, hogy egy szabalyos
dobdkocka egymadstol fiiggetlen dobasait irja le?

Legyen annak a valdsziniisége, hogy az els6 n koordindtan el6irt értéki ji,...,Jn

szadmok, (azaz azon végtelen sorozatokbdl all6 halmaz, melynek jelei a jq, .. ., j, szdmok-
n

kal kezd6dnek) 6 A valészintiséget ugy szeretnénk definidlni, hogy ezek a feltételek

teljestiljenek. Mivel a valésziniiség o-additiv ez sok egyéb esemény valdsziniiségét is
meghatarozza. Példaul hogyan hatirozza meg annak valdszintiségét, hogy az otodik
dobéas eredménye nagyobb mint a harmadik dobdasé? Altaldben értelme van bizonyos
események altal meghatarozott legsziikebb c-algebrardl beszélni. Halmazok egy A
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[e e}
rendszerét o-algebranak nevezziik, ha A, € A esetében, n = 1,2,..., |J A, € A,

n=1
O\ A4, € A n=1,2,.... Be lehet latni, hogy az el6bbi ji, ..., j, szdmokkal kezd6dé
sorozatok halmazat, n = 1,2,..., tartalmazé o-algebrdak kozott van egy legsziikebb

o-algebra, azaz egy olyan o-algebra, amelyik része egy tetszoleges ezeket a halma-
zokat tartalmazé o-algebranak. Ennek az allitasnak a bizonyitasa viszonylag egyszerii.
Lényegesen nehezebben, de szintén bizonyithatd allitas az, hogy ezen a legsziikebb
o-algebran megadhato egyértelmiien egy olyan o-additiv halmazfiiggvény, amelyiknek
értéke a mar megadott halmazokon az eloirt értékkel egyezik meg. Ennek alapjan az
elobbi halmazokat tartalmazoé legsziikebb o-algebrat tekintjik az A o-algebranak, az
A € A halmazok P valdszintiségét pedig a kovetkezé mddon definidljuk. Tekintjiik
az els6 n koordinatdjaban eloirt ji, ..., J, értéket felvevo sorozatokbdl all6 halmazokat
tartamazdé legsziitkebb A a—relxlgebrét, egy ji,---,Jn jegyekkel kezd6dd sorozatokbdl allo

halmaz valészintisége 6) (ahol n a rogzitett értékii jegyek szama), és tekintjiik azt

az egyértelmiien meghatarozott P o-additiv halmazfiiggvényt az A o-algebran, melynek
értéke az elébb definialt halmazokon a mér definialt értékkel egyenld. Egy A € A halmaz
valészintisége ennek a P o-additiv halmazfliiggvénynek az A halmazon felvett értékével
egyenlo.

Felmeriil az a kérdés, hogy természetes-e a fenti definicié. Miért nem definidltuk
példaul minden lehetséges halmaz valdszintiségét? A valasz erre a kérdésre az, hogy ez
nem lehetséges gy, hogy megorizziik a valészinliség o-additiv tulajdonsagat. Masrészt
valéjaban nem vesztiink azzal, hogy csak a fenti o-aalgebra halmazaira definidltuk a
valoszintiséget. Ugyanis, amikor egy halmaz valdszintiségét kérdezziik, akkor azt a hal-
mazt valamilyen definiciéval le kell {rni. Viszont az Osszes definidlhaté halmaz része a
fenti o-algebranak.

Megjegyezziik, hogy a fent targyalt probléma &ltalanos. Mihelyt nem véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sok kiilob6z6 értéket felvevo valdszintliségi valtozoval dolgo-
zunk, hasonlé kérdések meriilnek fel. fgy példaul akkor, ha az egységintervallumon olyan
valészintiségi mértéket akarunk definidlni, mely szerint egy intervallum mértéke mege-
gyezik ennek az intervallumnak a hosszaval. Vagy az egységnégyzeten olyan mértéket,
melyben egy téglalap mértéke megegyezik annak a teriiletével. (Lebesgue mérték defi-
nicidja.)

A fuggetlenségrol szolo legfontosabb fogalmak és eredmények.

Elézetes megjegyzés: A szovegben AB-vel és nem AN B-vel jelolom a metszetet A + B-
vel és nem A U B-vel az uniét. Mint értesiiltem rola, az az eléadason az A N B illetve
A U B jelolést hasznaljak. Mivel az irodalomban mind a két jelolés gyakran el6fordul,
helyes, ha mind a két jelolésmdédhoz hozzaszoknak.

Mint arrdl szé volt eseményeknek egy (€2, A, P) valészintiségi mezé (mérhetd) hal-
mazait nevezzikk. Egy A és B esemény (halmaz) akkor és csak akkor fliggetlen, ha
P(AB) = P)A)P(B). Altalanosabban:

Események fliggetlenségének definiciéja: Az Ay,..., A, események akkor (telje-
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sen) figgetlenek, ha az {1,...,n} indezhalmaz minden {j1,...,5k} C {1,...,n} rész-
halmazdra
P<Aj1 e 'Ajk> = P(Aj1) e P(Ajk)

Események végtelen Ay, Ao, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szamra az Ay, ..., A, események figgetlenek.

Néhany fontos tény a fiiggetlenséggel kapcsolatban:
1. Adva egy A esemény vezessiik be az A¢ jelolést, ahol ¢ = 41, ¢ = 1 estében A' = A,

e = —1 esetében A7l = O\ A az A halmaz komplementere. (Gyakran hasznéljak az
O\ A= A jelolést is.) Ha Ay,..., A, fliggetlen események, akkor az A7',..., A5
események az ¢, = +1, k = 1,...,n tetszbleges értékei esetén fiiggetlenek.

2. Ha Ay, As, A3, ..., A, fuiggetlen események, akkor A, + As, Az, ..., A, is fliggetlen
események.

3. Igaz az el6z6 allitas alabbi altalanositasa is: Legyenek Aq, ..., Ak, Apy1, ..., An
fliggetlen események. Ha a B esemény egy az Aq, ..., A események segitségével

metszettel, unidéval és komplementerképzéssel kifejezheté halmaz, akkor a B, A1,
..., A, halmazok fiiggetlenek egymastol. Pontosabban megfogalmazva: Definidl-
juk tetszoleges js = 0 vagy js =1, s =1,..., k szdmokra a

B(j1,-- k) = AV 4T

halmazt. (Ugyanazt a jelolést haszndljuk mint az 1. megjegyzésben.) Ha B =

U B(j1,-..-,jk), ahol C az &sszes lehetséges k hosszisigi 0—1 sorozatbdl
(]177]k)€c
allé6 halmaz tetszoleges részhalmaza, akkor a B, Agi1, ..., A, események fiigget-

lenek.

4. Lassunk példat arra, hogy példaul k = 3 esetében egy A, B és C halmaz esetében
a P(ABC) = P(A)P(B)P(C) feltétel teljesiilése nem elegend6 az A, B és C
események fiiggetlenségéhez. Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A ={1,2,3}, B ={1,2,4},

C = {2.3.4). P({1}) = P(2}) = PU3}) = P{aD = 5= PUSH = 1- ==

1 1
Bidkor ABC = {2}, P(ABC) = =, P(4) = P(B) = P(C) = —=, P(4B) =
P({2,3}) = —=—. Ezért P(ABC) = P(A)P(B)P(C), de P(AB) # P(A)P(B).

3v3

Az 1. allitas bizonyitasdnak vdzlata: Belatjuk, hogy ha A és B fliggetlen események,
akkor az A és B események fiiggetleneck. Ekkor P(AB) = P(A\ B) = P(A) —
P(AB), mert AB C A. Innen P(AB) = P(A) — P(A)P(B), mert A és B fiiggetlen
események. Ezért P(AB) = P(A)[1 — P(B)] = P(A)P(B). Innen, illetve a fiiggetlenség
definiciéjabdl kovetkezik, hogy ha Aq,... A, események fliggetlenek, 1 < j < n, akkor
az A1,...,Aj_14A;,Aji1,..., A, események is fiiggetlenek. Valéban, tekintsiink valami-
lyen A;,, ... A,  eseményeket, melyekre teljesiil a {j1,...,js} C {1,...,n}\{j} feltétel,
és vezessitk be az A = A, --- A, B = A; eseményeket. Ekkor P(AB) = P(A)P(B),
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mert a fliggetlenség definicidja alapjan mind a két oldal a P(A;)P(Ay,)--- P(A;,) kife-
jezéssel egyenld. Ezért az elobbiek alapjan, P(AB) = P(A)P(B). Tovébba,
),

P(Aj, ---Aj) = P(Aj,) - P(Aj,

ezért

P(AA;, -+ Aj,) = P(AB) = P(A)P(B) = P(4;)P(4;,) - P(4;,),
ésaz Aq,... ,Aj_lf_lj, Ajii,..., A, események is fliggetlenek. Innen indukciéval kévet-
kezik, hogy az Ay, ..., A, események koziil valamely A;, , ... A;, eseményeket kicserélve

ezek komplementerével az igy kapott események fiiggetlenek maradnak.

Ugyancsak fontos fogalom valdszintliségi valtozok fiiggetlensége. Idézziik fel el6szor
a valdsziniiségi véaltozé fogalmét. Legyen adva egy (2,.A, P) valdszintiségi mezd. Azt
mondjuk, hogy £ = £(w), w € €, valdszinliségi valtozé ezen a téren, ha & = {(w) ezen a
téren definialt (mérhetd) valds értékii fiiggvény. (Az, hogy a £ fiiggvény mérhet azt je-
lenti, hogy a szdmegyenes tetszoleges Borel mérheté B halmazara az {w: {(w) € B} hal-
maz mérhet$ halmaza az (2, A, P) térnek, azaz eleme az A o-algebranak. Ez technikai
jellegii feltétel. Bar a részletek kidolgozasa bizonyos mértékelméleti ismereteket igényel,
a mérhetoség kovetelése nem jelent igazi megszoritast. Ugyanis minden definidlhato
fiiggvény, tehat olyan fliggvény mely gyakorlatban el6fordul, mérhetd.)

Valo6szintiségi valtozok fiiggetlenségének definicigja: A &1,...,&, valdsziniségi
vdltozok akkor és csak akkor (teljesen) fiiggetlenek, ha a szdmegyenes tetszéleges Borel
mérhetd By, ..., B, halmazaira

P(& € B1,& € B, ..., & € By) = P(& € B1)P(& € Ba) -+ P(&, € By).

Azt mondjuk, hogy valdsziniiségi vailtozok, 1,2, ... végtelen sorozata fliggetlen, ha
a &1,&, ..., &, valosziniiségi valtozok fiiggetlenek tetszoleges n = 1,2,... szamra.

Néhany fontos tény valdszinliségi valtozok fiiggetlenségével kapcsolatban:

Ahhoz, hogy fliggetlen valdszintiségi valtozokrdl beszélhessiink sziikségiink van an-
nak ellenérzésére, hogy a tekintett valdsziniiségi valtozok valoban fliggetlenek-e. Ha
a definiciét hasznaljuk, akkor nehézséget okozhat az, hogy minden Borel mérheté By,
k = 1,...,n halmazt tekinteniink kell. Be lehet latni, hogy valéjaban elég bizonyos
specidlis Borel mérheté halmazokat tekinteni, ha a fiiggetlenséget akarjuk ellenérizni.

1. Tétel. A &y, ..., &, valdszinidségi vdltozok akkor és csak akkor (teljesen) fiiggetlenek,
ha tetszoleges x1, ..., x, valos szamokra

P& < w18 <@z, 60 <n) = P& <21)P(§ < @2) - P(€n < n).
Ugyanezt a tényt kifejezhetjik az eloszldsfiigguények nyelvén is. Jelolje
F(zy,...,2n) = P& < 21,...,&n <), —o0o<zp<o00, k=1,...,n
a &1, ..., &, waldsziniségi vdltozok egyiittes eloszldsfiggvényét. A &, ..., &, va-
loszindiségi vdltozok akkor és csak akkor figgetlenek, ha azok F(x1,...,x,) egyittes
eloszldsfiggvénye F(x1,...,x,) = Fi(x1) -+ F(z,) alaki. Ebben az eseetben Fy(x) =
P& <x), k=1,....n, a & valdsziniiségi vdltozo eloszldsfigguénye a fenti faktorizd-
citoban.



