A szeptember 12-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

El6szor a kovetkezo kérdést vizsgdltuk:

Legyen egy urnaban 70 piros és 30 fehér goly6. Huzzuk ki a golydkat visszatevés
nélkiil.

a.) Mi a valésziniisége annak, hogy az els6 kihizott golyé szine piros, a mésodiké pedig
fehér?

b.) Mi a valdsziniisége annak, hogy a 13. kihuzott golyé szine piros, a 29. kihtzott
goly6 szine pedig fehér?

Szamunkra a feladat b.) része volt érdekes. Megtargyaltuk, hogy az a.) és b.)
kérdésre ugyanaz a vélasz. Fzen allitas bizonyitasa és megértése érdekében megfogal-
maztuk a feladatot formélisan egy (€2, .4, P) valészinliségi mez6 bevezetésével.

A kovetkez6 modellt definidltuk: Tekintsiikk az 6sszes w = (F, P, F,F,...) szaz
hosszusagi 30 F' (fehér) és 70 P (piros) jelbdl allé sorozatot. Legyen ) az Osszes
ilyen w sorozatdl 4ll6 halmaz, A a (mérhet8) halmazok rendszere (o-algebraja) € Osszes
részhalmaza, azaz minden lehetséges fent definidlt w (elemi eseményekbdl) &1l6 halmaz.

Legyen minden w elemi esemény valdszintisége ﬁ. Egy A halmaz valészintisége pedig
az A halmaz altal tartalmazott elemi eseménygﬁ valoszintiségének Osszege. Ebben a
modellben az a.) feladat valésziniisége azon A esemény valésziniisége, mely azokat az w
sorozatokat tartalmazza, melyek els6 eleme P masodik eleme pedig F. A b.) feladatban
annak a B eseménynek a valészinliségét vizsgaljuk, melyek olyan w sorozatokat tekint,
melyek 13. jele P 29. jele pedig F. Belattuk természetes megfeleltetéssel, hogy P(A) =
P(B).

Valéjaban a fenti targyalas nem teljesen kielégité. Latnunk kell ugyanis, hogy nincs
jelent6sége annak, hogy a minket érdekl6 valdszintiségeket milyen a feltételeket kielégito
modellben tekintjiik. Ezért érdemes a fenti gondolatmenetet igy modositani, hogy az
érvelés ne fiiggjon attol, hogy milyen modellt tekintiink.

Legyen adva egy (2,4, P) valészinliségi mezd, mely tartalmazza az Gsszes olyan
eseményt, hogy egy hiizdssorozat eredménye valamilyen (F, P, F, F\ .. .) szaz hosszusagu
30 F (fehér) és 70 P (piros) jelbdl all6 sorozat. (Nem tessziik fel, hogy ezek az események

elemi események.) Minden ilyen esemény valészintisége legyen W. Vegyiik észre,
hogy ilyen moédon a valdszintiségi mez6 egy particidjat kapjuk. (Dis3zojunkt eseményeket
definidltunk, melyek Osszvalészintisége 1.) Definidljuk a kovetkezd &;, 1 < j < 100,
valoszintiségi véltozokat: &; = 1, ha a j-ik huzds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik
hizés eredménye fehér. (Azaz, ha az el6bb definidlt particié olyan sorozatot tartalmaz,
melynek j-ik jele P illetve F.) Ekkor a minket érdekld kérdés a P(&; = 1,& = 0) (a.)
feladat), illetve a P(£13 = 1,&29 = 0) valésziniiség (b.) feladat) kiszdmitasa.
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Be lehet latni, hogy a fenti jelolésekkel

P& =¢1,62 =€2,..,8100 = €100) = P(§r(1) = €1,6r(2) = €2, - - - Ex(100) = €100),

ahol (7(1),...7(100)) az (1,...,100) szdmok tetszéleges permutécidja, €5, 1 < j < 100
vagy nullla vagy egy. Ez az azonossig lehet6vé teszi annak bizonyitasat, hogy az a) és
b) feladatban szerepl6 valészintiségek megegyeznek.

Hazi feladat

Ha a &1,&2,...,&,) egész értékil valdszintiségi valtozok teljesitik a

P& =k, & =ka,...,6n =kn) = P(&r) = k1,8r2) = k25, §x(n) = kn),

azonossagot az 1,2, ..., n szdmok tetsz6leges (7(1), ... m(n)) permutécidjara és min-
den kq,...,k, egész szamra, akkor

P& =k)=P& =Fk), P& =Fk,& =k)=P(& =ki,& =ko)
mainden 1 <i,5 < n és ky és ko egész szamra.
Tovabbi a gyakorlaton targyalt feladatok:

1.) Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymds utdn. Szamitsuk ki a fej-
dobéasok szamanak varhaté értékét és szorasnégyzetét.

2.) Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utan. Tekintsiik a dobédsok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az osszegnek

a.) Vérhaté értékét,

b.) Szérasnégyzetét.

Idézziik fel el6szor a varhato érték és széraanégyzet definiciéjat és néhany fontos
veliik kapcsolatos eredményt.

Varhatoé érték és szorasnégyzet definiciéja. Legyen £ diszkrét éréki valdsziniségi

vdltozo, mely megszamldlhatd sok xi,xs,... értéket vesz fel, P(§ = xg) = pi, k =
o]

1,2,..., akkor a & valészindiségi vdltozo vdrhato értéke EE = Y prpxy, szorasnégyzete
k=1

pedig Var & = E(§ — EE)? = B¢ — (E¢)*.
Tétel. F(af +b) = aE¢ + b, Var (af + b) = a?Var & minden valds a és b szdmra.
Tétel. Ha & diszkrét értékid valosziniiségi vdltozo, P(§ = x) = pk, k= 1,2,..., f(x)

valamilyen fiigguény, akkor Ef(&) = > prf(xk).
k=1

Tétel. Ha &1,...,&, valdszintségi valtozok ugyanazon a valosziniségi mezon, akkor

B+ +&)=E& + -+ En.



Megjegyzés; Ez az eredmény tetszoleges valdszintiségi valtozokra igaz. Nem koveteltiik
meg példaul azt, hogy az 0sszeadandok fiiggetlenek legyenek.

Tétel. Ha &y, ..., &, figgetlen valdszinidségi valtozok, akkor Var (§1+4---+&,) = Var & +
-+ 4 Varg,.

Az 1. és 2. feladat jobb megértése érdekében definidljunk egy valdszinliségi mezét
és rajta valdszintiségi valtozokat, melyek segitségével ezt a feladatot precizen meg lehet
fogalmazni.

1. A feladat megolddsa: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége,

100
hogy k fejdobas kovetkezik be, 0 < k& < 100, pr = ( )2_100. Ezért a dobasok

k
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szaméanak varhato értéke FE = > k I 2 , ahol ¢ jeldli a fejdobasok szamat

k=0
1007100
megadé valészintiségi valtozét. Tovabbd EE2 = Z k2 ( "

pedig Varé = E¢? — (E£)2 Ezeket az osszegeket kb'zvetleniil kiszémithatjuk.
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Var¢ = BE? — (BE€2%) = 25.
Valdjaban a vizsgalt varhato értéket és szérasnégyzetet egyszetibben is kiszamithat-

juk. Vezessiik be a &; valészlntliségi valtozdkat, §; = 1, ha a j-ik dobds eredménye

fej & =0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobédsok szama
100 100 100
§= Zf]:Ef— ZESJ,VarS— ZVarﬁ'] Mivel Efj—% §j :% Var§; = %7

1< j § 100, ezert Ef = 5 100 = 50, Var & = 4 -100 = 25.

A masodik feladat hasonléan targyalhaté. Ekkor annak valdszintiségét, hogy a
dobasok iisszegének értéke egy adott szam rendkiviil faradsagos lenne kiszamolni. Vi-
szont a masodik moddszer egyszeriien alkalmazhaté ebben az esetben is. Legyenek
M, - moo figgetlen valészinfiségi véltozok, melyekre P(n; = k) = &, 1 < j < 100,

100 100
1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhaté érték és szérasnégyzet £ > n; = > Enj,
j=1 j=1
100 100
Var )  n; = > Varn;. (A mésodik reldcié felhasznélja a tekintett valdszintiségi vélto-
j=1 j=1

76k fﬁggetlenségét ) Enj = $(14+2+344+4546) = 3.5, En? = $(144+9+16+25+36) =

9 Varn; = 33, B¢ = 350, Var{ = 2200,



Hazi feladat

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk szazszor egymas utan. Tekintsiik a fej-
dobasok szamnak a harmadik hatvanyat, és szamitsuk ki annak varhato értékét.

3.) Legyen egy urnaban 70 piros és 30 fehér golyé. Huzzuk ki a golydkat visszatevés
nélkiil. Szamitsuk ki az els6é 10 huzasban kihizott piros golyok szaméanak

a.) Varhaté értékét,
b.) Szérasnégyzetét. (Ez utébbi feladatot a kovetkez6 gyakorlaton targyaltuk.)

Az els6 két feladathoz hasonléan targyalhaté a harmadik feladat. Ekkor megfelel
20 20

modellben a vizsgélt feladat az E ) &; és Var ) ¢, kiszamitasa, ahol {; = 1, ha a
j=1 j=1

20
j-ik hizés eredménye piros, £; = 0, ha a j-ik hizds eredménye fehér. Ekkor E )" &; =
i=1
20
> E¢;. A szérasnégyzet kiszamitdsa kissé bonyolultabb, mert a tekintett valoszintiségi
j=1
valtozék nem fliggetlenek. Ezért meg kell érteniink, hogyan kell kiszamitani valészinii-
ségi valtozok Osszegének a szérasnégyzetét az altalanos esetben.



