Az oktéber 3-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Allitas. Egy k wvdltozés f(x1,...,x) akkor és csak akkor siriségfiggvénye egy al-

kalmas (&1, ...,&k) valdszinidségi vektornak, ha teljesiti az f(z1,...,x2,) > 0 minden
(z1,...,2) € RF pontban, és
(o @) [ee]
/ / flxy, ... ,xk)dey ... drg, = 1.
Adva egy F(x1,...,x) eloszlasi (&1, ..., &) valdsziniiségi vektor, akkor annak valészi-

niisége, hogy ez a véletlen vektor beleesik egy B C R* (mérhetd) halmazban

P((gl,,fk) GB) :/];F(dxl,..., dl'k)

Kissé altalanosabban, ha g(x1,...,zy) k-valtozos fiiggvény, akkor
Eg(&, ..., &) = /g(a;l, cooxp)F(dey, .., dxy).

Ha az F(z1,...,z)) eloszlasfiggvénynek létezik f(zq,...,xzp) siriségfiggvénye,
akkor

P((&,-.-,&) €B) = / flzy,...,xx) dxy ... dxg,
B
és
Eg(&,...,&) = /g(xl, consxk) f(zr, .. mg) da, ., dTg.
Specidlisan, ha £ és n két fliggetlen valészintiségi valtozd F(x) és G(y) eloszlasfiigg-
vénnyel, (f(z) és g(y) stirliségfiiggvénnyel) akkor a (£, n) vektornak az eloszlasfliggvénye

F(x)G(y), (stirliségfiiggvénye pedig f(z)g(y)). Ezért a fentiek alapjan a £ + n Osszeg
eloszlasfiiggvénye

P+n<z)= // F(du)G(dv) és ha létezik stirliségfiiggvény
(u,v),utv<z

= // f(u)g(v)dudv minden = € R szamra.
(u,v),utv<z

Ennek alapjan meg tudjuk érteni, hogy fliggetlen valdszintiségi valtozok Gsszegének
strtiségfiiggvényét hogyan lehet kiszamitani az eredeti valdszinliségi valtozok stiriiség-
fiiggvényei konvolucidéjanak a segitségével. Ha £ és n két fliggetlen valdszintiségi valtozd

1



d

f(-) és g(+) stirtiségfiiggvénnyel, akkor a £ +n Osszeg stirliségfliggvénye h(x) = d—P(f +
x

n < x) a kovetkez& médon szamolhaté ki:

d d
h(z) = %P(S +n<zx)= . //{(uw): oo f(uw)g(v) dudv

[ @t -wa] ao= [ sggte - do

A fenti szamoldsok els6 azonossagaban egy integrdltranszformaciot alkalmaztunk v =

u + v, 4 = u helyettesitéssel (majd kés6bb @ és v helyett ismét u és v valtozot

frtunk.) Felhasznéltuk, hogy e transzformécié sordn az {(u,v): u+v < x} tartomany a

{(a,0): v <z, —00 < u < o0} tartomanyba megy at, és a fenti (linedris) transzformacié

Jakobidnja azonosan 1. Az utols6 azonossagban a o H(v)dv = H(x) azonossagot
—00

alkalmaztuk H (v f f(u)g(v — u) du valasztéssal.

1. Legyenek fl és & fuggetlen exponencialis eloszladsi valdszintiségi valtozok, azaz
legyen sfirfiségfiiggvényiik f(z) = e ™™ ha = > 0, és f(x) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki &1 + &, stirtiségfiiggvényét. Altalénosabban, legyenek &4, ... &, fligget-
len exponencidlis eloszlasu valészintliségi valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk
ki & + - - + &, striségfliiggvényét.

Ki kell szdmolnunk az f * f(z) illetve f«---% f(x) konvolucidkat a fenti f(x)
—_—
m—szer
stirtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha z < 0, a konvoluciét meghatirozé in-
tegralban szerepl6 f(y)f(x —y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x — y < 0. Innen
a konvoluciot definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az < 0 esetben
fy)f(z —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(x —y) > 0 inte-
grandus csak 0 < y < z esetén nem nulla. Innen a & + & valdszintliségi valtozéd
stirtiségfiiggvénye fo(x) = f * f(z) x < O-ra fo(z) =0, és

fola) = f + f(2) = / F) f () dy = / AeMANED) gy

= / Ne M dy = AN2ze ™, haz>0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrliségfiiggvényét, akkor
—_——

m—Sszer

fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn(x) =
)\mxm—l
— e
(m —1)!
azt, hogy fm—1* f(x) = fm(z) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

—A ha 2 > 0. Ezen 4llitds bizonyitdsihoz elég belatni teljes indukciéval

x 2
o1 s f(a / ot () (@ — ) dy = / A WS VRS EI



2.

Legyen & és n két fiiggetlen standard normélis eloszlast valdszinliségi valtozé.

Szamitsuk ki a = hanyados eloszléas és stirliségfiiggvényét.

Megoldas. Az eloszlasfiggvény

1
F(z)="P (§ < w) = // — e~ /2 gy dy
n v<xru 27
1 o0
2

1 1
re™" /2 dr dy = 3 + —arctanz,
s

2m S~ @<arctan x /0

dF(z) 1
de w1+ 22)

a slirliségfliggvény pedig f(x) =

Masodik megoldds. A (&,n) vektor stirliségfiiggvénye %6_(3624_1/2)/ 2 ami forgatésin-
varians fiiggvény. Innen kOvetkeik, hogy annak valdszintisége, hogy a (&,7) vektor

egy origobdl kiindulé a szogl szogtartomanyba esik, 9 Ezért
7r

P (§ < .r) =P ((5, n) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 77) szégtartoményban)
n

12( ¢ +7T) L p—
= — arctanx — | = = — arctan r.
21 2 2 0w

Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normélis eloszlast valészinliségi valtozok.
Lassuk be, hogy &2 + n? exponencialis eloszldst valészintiségi valtozoé.

Megoldds: P(£2 < z) = ®(vz) — ®(—/x). Irjuk fel €2 stirfiségfiiggvényét és
konvoliicié segitségével a kivant stirtiségfiiggvényt. A &2 valdszintiségi valtozé sii-

rfiségfiiggvénye g(x) = —=e~%/2, és €2 4 n? siirliségfiiggvénye
T

1 —x/2

1
1
—x/2 .
e ———dv=—e
/o Vol —o)r 2

e—u/2€—(m—u)/2 du =

f(fﬂ):/omﬁ

1
Megjeqyzés: Az x paramétertol fiiggo / dv integralt meghatarozza az
0

1
Vol —o)r

a tény, hogy a végeredményként kapott fiiggvény stirtiségfiiggvény. De ki is tudjuk
szamolni ezt az integralt. Hogyan? Vagytiik észre, hogy

1 1
Vol —o)w B /i — (v — %)2

Ha ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé akkor o€ +m egy m varhato
értékili és o-négyzet szérasnégyztii normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozé. Legyen
11 €s o két fliggetlen normalis eloszlasi vadszintiségi valtozé m; illetve mo varhato
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értékkel, of és 03 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy 11 +n2 m1 +ms varhaté értéki
és 02 + o3 szérasnégyzetii normalis eloszlasi valésziniiségi valtozo.

Megoldas: Egy & valdszintiségi valtozo akkor és csak akkor normalis eloszlasu, ha
—(z—m)? /202
e

stirtiségfiiggvénye . Ezért, n1 + ne stirtiségfiiggvénye

uyea

oo 20109

/OO 1 5 1 n 1 n mq n T — Mo
exps —u” | =5 + == u| —
oo 2TO102 P 207 202 o? o2

_ mi _(x—mz)Q}du

202 203
_/°° 1 ox {_0%—1—0’% (u_m10§+(x—m2)a%>2
oo 2TO109 P 20203 0%+ o3
(m103 + (x —m2)oi)®  mi  (z—ma)’
2 202 2 T 5,2 2 du
20705(01 + 03) 207 203
B 1 (mio2 + (x —m2)o?)?2  m?2 (v —mo)?
= 5 5 6XP 2 2/ 2 2 ~ 5.2 2
2n(o7 + 03 20{05(0f + 03) 207 2073

L omone)

2(0f +03)

Hazi feladat:

Legyen & és n két figgetlen A\ paramétert exponencidlis eloszldsi wvaldsziniiségi
valtozo. Szamoljuk ki € — n sirdségfigguényét.



