Az oktéber 17-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Feltételes eloszlasok

A feltételes valoszintliség és feltételes varhatd érték nulla valdszintiségi feltételek
mellett is definidljdk, de az igy definidlt fogalmak a valdsziniiségszamitas legnehezebb
fogalmai kozé tartoznak. Ahhoz, hogy e fogalmakat jobban megértsiik, probaljuk el6szor
megérteni azt, hogy milyen szemléletes képet akarunk ennek a definiciénak a segitségével
megfogalmazni. Ennek érdekében tekintsiik a kovetkezo példat.

Van tiz darab lampank, ezek élettartama egymdstdl fiiggetlen, (exponencialis el-
oszlassal és) 25 éra varhaté értékkel. Egy foglalatba betessziik az elsé lampét, hogy
bevilagitson egy termet. Ha a lampa kiégett azonnal kicseréljiik a kovetkez6 lampara.
Elso kérdés: Mit varunk varunk, mennyi ideig elegendo a tiz lampa egylittesen a terem
bevilagitasahoz? A természetes valasz az, hogy ez a tiz lampa egyiittes élettartamanak a
varhato értéke, azaz 10x25=250 6ra. A masodik kérdés a kévetkez6: Megfigyeljiik, hogy
melyik idépontban cseréljiik ki a masodik lampat. Mit varunk ennek az informacionak
az ismeretében a tiz lampa egylittes élettartamara? Ha ez a csere 48 ora 22 perc miilva
torténik meg, akkor a természetes becslés a 10 lampa egyiittes élettartamara 48 ora 22
perc plusz 8 x 25 dra, azaz 248 ora 22 perc. Ha ez a csere 51 éra 19 perc mulva torténik,
akkor hasonléan azt varjuk, hogy ez az idétartam 251 éra 19 perc.

A fenti példa nem 6nmaga miatt érdekes szamunkra, hanem azért, mert ramutat
arra, hogy természetes felvetni a kovetkezd kérdést. Adva egy esemény vagy egy valdszi-
niségi valtozo, akkor érdekelhet minket ennek az eseménynek a valdszintisége vagy va-
l16szintiségi valtozonak varhato értéke. Elofordulhat, hogy més eseményekenek bekovet-
kezését vagy be nem kovetkezését méas valdszintiségi valtozok felvett értékét meg tudjuk
figyelni, és ezen plusz informacié ismeretében akarjuk megbecsiilni a minket érdeklo
esemény valoszintiségét vagy valdsziniiségi valtozé varhatd értékét. Ekkor természetes
olyan becslést adni, amelyik ezeket a plusz informaciokat is figyelembe veszi. Az el6z6
paragrafusban is ilyen kérdést fogalmaztunk meg. Ott meg akartuk becsiilni tiz valo-
szinlségi valtozo Osszegének a varhato értékét azon feltétel mellett, hogy az els6 két
valtozd Osszegének az értéke ismert. Ennek a kérdésnek a természetes altaldnositasa
vezet a feltételes valdszintiség és feltételes varhato érték fogalmahoz.

Az el6z6 példa azt sugallja, hogy egy A halmaz feltételes valdszintiségét feltéve bi-
zonyos &1, . .., & valdszintliségi valtozdk értékét igy érdemes definidlni, mint a &;1,..., &
val6szintliségi valtozok alkalmas (Borel) mérhet6 fiiggvényét, azaz P(A|y = x1,..., & =
r1) = fa(x1,...,7%), ahol fa(wy,...,x;) Borel mérhetd fiiggvény az R* k-dimenzids
euklideszi térben, és azt méri mennyire valészinii az A esemény feltéve, hogy &1 =
T1,...,& = x. Ezt a valdszintiséget implicit moédon tudjuk definidlni. Azt varjuk,
hogy

P (&1, &) € [z1, 21 +day] X - X [Tg, 71 + dag] N A)
=P((&,...,&) € [r1,21 +dzq] X -+ X [x), T + dag]) fa(xe, ... xp).

Ez az azonossag azonban semmitmondd, mert az azonossag mindkét oldala nulla. Vi-
szont ez egy tartalmas allitassa valik, ha ezt az azonossagot kiintegraljuk. Ez azt su-
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gallja, hogy teljesiilnie kell a

P(AN{(&,...,&) € B})

= / falze, ... ,xp)P (& € [z, 21 +dz1], ..., & € 2,z + dg))
(z1,...,x1)EB

:/ fa@r,.... o) F(dey,..., day) (+)
(z1,...,75)EB

azonossdgnak, ahol B az RF k-dimenzids tér tetszéleges (Borel) mérhetd halmaza,
F(xy,...,xk) pedig a k-dimenzids (&1, ...,&k) valdszintiségi véltozd eloszlasfiiggvénye.
Az analizis egyik fontos eredményébdl, a Radon-Nikodym tételbol kovetkezik, hogy
létezik olyan fa(-,-,-) fliggvény mely teljesiti a (x) azonossidgot minden mérheté B
halmazra, és ezek az azonossagok lényegében egyértelmiien meghatarozzak ezt az fa
feltételes valdszinliség fiiggvényt. Annak érdekében, hogy megértsiik a lényegében
egyértelmiien kitétel értelmét jegyezziik meg, hogy ha egy fa fiiggvény teljesiti a (x)
azonossagok rendszerét, akkor megvaltoztatva ezt az f fliggvényt egy a (&1,...,&k)
valoszinliségi valtozok F' eloszlasa dltal meghatarozott mérték szerint null mértéki hal-
mazon, akkor olyan 1j fiiggvényt kapunk, mely szintén teljesiti a fenti egyenletrendsz-
ert. Az, hogy a (%) azonossdgot minden B halmazra teljesité fa fliggvény lényegében
egyértelmiien meg van hatdrozva azt jelenti, hogy ha két f4 és fa fiiggvény teljesiti
a (%) azonossdgot a k-dimenzidés euklideszi tér minden B Borel mérhet6 halmazara,
akkor fa(z1,...,7x) = fa(z1,...,2x) a (&1,...,&) véletlen vektor F eloszldsa szerint
meghatarozott mérték szerint majdnem minden (x1,...,x) pontban.

Hasonl6 gondolatmenet segitségével kapjuk meg egy n valészintiségi valtozé, E|n| <
00, gp(T1,...,2) = EM& = z1,...,& = xy) feltételes varhaté érték definicidjat
feltéve a &1 = 1, ..., & = oy feltételeket. Ezt az

En()I ({w: (&1(w), .-, &(w)) € A}) =/ n(w) dP(w)

{w: (&1(w),....¢k(w))EA} (**)
:/gn(xl,...,xk)F(dxla"'7dxk)
A

reldciok definidljak, ahol I(B) jeldli egy B C 2 halmaz indikétor fliggvényét, A a
k-dimenziés R* euklideszi tér tetszéleges Borel mérhetd részhalmaza, F(x1,..., ;) a
(&1,...,&k) véletlen vektor eloszlasfiiggvénye. Azt, hogy ilyen g, (z1,...,xy) fliggvény
valéban létezik, és ez a g, fliggvény az F'(z1,...,xy) eloszlasfiiggvény altal meghatéaro-
zott mérték szerint egy valdszinliséggel meg van hatarozva szintén a Radon-Nikodym
tétel segitségével lathatjuk be.

Miel6tt megtargyalnank a fent emlitett Radon—Nikodym tételt, megfogalmazzuk a
feltételes valészinliség és varhato érték fogalmat némileg dltalanosabb esetben. El6for-
dulhat ugyanis, hogy az el6zetes informacioéink, melyek alapjan egy halmaz valészinii-
ségére vagy egy valdsziniiségi valtozd értékére becslést akarunk adni nem tomoritheto
véges sok valdsziniiségi valtozd megfigyelt értékébe. Ahhoz, hogy a feltételes valészinii-
ség és feltételes varhatoé érték fogalmat természetes médon meg tudjuk fogalmazni ebben
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az altalanosabb esetben is, el6szor azt kell tisztdaznunk, hogy mit jelent az dltalanos
esetben az, hogy bizonyos megfigyelt események fliggvényéként akarunk valamit meg-
becsiilni.

Ha meg tudunk figyelni megszamlalhaté sok eseményt, akkor meg tudjuk figyelni
ezek unigjat, metszetét, illetve mindegyik esemény komplementerét. Ez azt jelenti,
hogy a megfigyelheté események o-algebrat alkotnak. Ezért az altalanos kérdés ugy
fogalmazhaté meg, hogy adva egy (2, A, P) valésziniiségi mezén egy F C A o-algebra
és egy A esemény vagy egy n valésziniiségi véltoz6, melyre E|n| < oo, akkor definidljuk
a P(A|F)(w) feltételes valoszintiséget illetve E(n|F)(w) feltételes varhaté értéket feltéve
a F o-algebrat. Az, hogy a F o algebra ismeretében akarjuk megbecsiilni az A hal-
maz valdszintiségét illetve n valdsziniiségi véltozd értékét a P(A|F)(w) és E(n|F)(w)
feltételes valdszintiség definicidjaban azt jelenti, hogy

i.) A P(A|F)(w) feltételes valésziniiség F mérhet6 fiiggvény.
i"). Az E(n|F)(w) feltételes varhaté érték F mérhetd fliggvény.

Az F o-algebra szerinti feltételes valoszintiség és feltételes varhaté érték definicidjat
a (x) képlethez vezet$ érveléshez hasonléan a kovetkezé6 mdédon prébaljuk definidlni a
P(A|F)(w) feltételes valdészintiséget és E(n|F)(w) feltételes varhaté értéket.

ii.) P(ANB) = / P(A|F)(w) dP(w) minden F mérhet6 B halmazra.
B
ii.”) / n(w) dP(w) = / E(n|F)(w)dP(w) minden F mérheté B halmazra.
B B

A feltételes valoszintiség és feltételes varhato érték definicidja. Legyen adva egy
(Q, A, P) valdsziniségi mezének eqy F C A rész-o-algebrdja. Legyen tovabbd adva egy
A € A esemény vagy egy n(w), Eln(w)| < oo valdsziniiségi viltozd ezen a valdszinidségi
mezén. Az A esemény P(A|F)(w) feltételes valdsziniisége feltéve a F o-algebrdt olyan
valdszinidségi valtozo mely teljesiti az i.) és ii.) tulajdonsdgokat. Az n(w) valdsziniségi
vdltozé E(n|F)(w) feltételes varhato értéke feltéve a F o-algebrdt olyan valdsziniségi
vdltozo, mely teljesiti az i.") és ii'.) tulajdonsdgokat.

Tisztdzni kell, hogy a fenti definici6 tényleg meghatarozza a P(A|F)(w) feltételes
valdészintiséget és FE(&|F)(w) feltételes varhat6 értéket. Ez az aldbb megfogalmazandd
Radon-Nikodym tétel kovetkezménye. Ezenkiviil meg kivanjuk érteni az altalanos eset-
ben defininialt P(A|F) illetve E(n|F) feltételes valdszintiség és feltételes varhaté érték
kapcsolatat az elézéleg specidlis esetben definialt P(A|{1 = x1,...,& = xk) és E(n|& =
x1,...,& = xy) kifejezésekkel.

Annak érdekében, hogy a Radon—Nikodym tételt megfogalmazhassuk elébb be kell
vezetni a kovetkezo definiciot.

Definicié: Egy el6jeles mérték abszolut folytonossaga egy mérték szerint.

Legyen p véges (o-additiv) mérték és v véges (o-additiv) eldjeles mérték egy Q2 téren
értelmezett F o-algebrdn. Azt mondjuk, hogy a v eldjeles mérték abszolut folytonos a

3



mérték szerint, ha minden olyan C' € F halmazra, melyre u(C) =0, a v(C) = 0 reldcio
18 teljestil.

Radon—Nikodym tétel. Legyen adva egy ) tér, rajta eqy F o-algebra, tovdbbd ezen
a F o-algebrdn egy p (véges) mérték és v (véges) eldjeles mérték. Tegyiik fel, hogy
a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mértékre nézve. Akkor létezik olyan az €
téren definidlt valds értékd F mérhetd f(w) fugguény, melyre [|f(w)]du(w) < oo, és
Jo f(w) dp(w) < oo minden C € F halmazra. Tovdbbd ez az f(w) fiiggvény egyértelmi
a kévetkezd értelemben. Ha két fi1(w) és fa(w) F mérhetd figguény teljesiti a fenti
reldaciot minden C € F halmazra, akkor fi(w) = fa(w) a p mérték szerint majdnem
minden w €  pontban.

Megjegyzés: A Radon—Nikodym tétel tipikus existencia tétel. Az altalanos esetben nem
ad mdédszert arra, hogyan lehet a keresett f(w) Radon—Nikodym derivéltat effektive
kiszamolni. Ez a probléma a feltételes eloszlas és feltételes varhato érték fogalméaban
is megjelenik, és ez teszi a feltételes varhato érték fogalmat nehézzé és népszertitlenné.
Szerencsére a legfontosabb statisztikai problémakban, ahol ez el6keriil effektiv médon
tudunk vele szamolni.

Jegyezzilk meg, hogy az a kitétel, hogy a Radon—Nikodym tételben meghatarozott
f(w) fiiggvény csak p majdnem mindeniitt van meghatarozva természetes. Ha egy
f(w) fiiggvény teljesiti a Radon—Nikodym tételt, és a p mérték szerint null mértékii
halmazon megvaltoztatjuk ezt a fiiggvényt, akkor ez a megvéltoztatott fliggvény is
teljesiti a Radon—Nikodym tételben megkovetelt tulajdonsagokat.

A Radon—Nikodym tételbol egyszeriien kovetkezik a feltételes varhato érték 1étezé-
se. Val6ban, ha adva van egy (92, A, P) val6sziniiségi mez6, azon egy F C A o-algebra
valamint egy £(w) valdszintiségi véaltozo, melyre E|¢| < oo, akkor alkalmazzuk a Radon—
Nikodym tételt a kovetkez6 valasztassal: Legyen a p mérték a P valdszintiségi mérték,
pontosabban annak megszoritasa az F o-algebrara, és definidljuk a v eldjeles mértéket
az F o-algebran a kovetkezd formula segitségével: v(F) = [, n(w)dP(w) minden F € F
halmazra. Ekkor a Radon—Nikodym tételt alkalmazhatjuk a p mértékre és a v eldjeles
mértékre, mert a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mérték szerint. E tétel szerint
létezik olyan f(w) F mérhetd figgvény, melyre v(F) = [, f(w)p(dw) minden F € F
halmazra. Ez pedig azt jelenti, hogy a Radon-Nikodym tétel segitségével konstrualt
f(w) fiiggvény az E(n|F)(w) feltételes varhaté érték.

A gy(z1,...,21) = EM|& = 21, ..., & = xy) feltételes varhato értéket hasonléan
definidlhatjuk csak ekkor mas p mértékkel és v el6jeles mértékkel dolgozunk. Ekkor mind
a p mértéket mind a v el8jeles mértéket az R* k-dimenziés euklideszi tér Borel mérhetd
halmazain definialjuk. A p mérték a (&1,...,&x) véletlen vektor eloszlasa az RF tér B €
B Borel mérhetd részhalmazain, azaz u(B) = P((&1,...,&) € B), B € B, és v(B) =
f{w: (1) in(@)ep) N(w) dP(w) minden B € B halmazra. A Radon-Nikodym tétel
alapjan létezik olyan g, (z1,...,x;) Borel mérhet6 fiiggvény a k-dimenzids euklideszi
téren, melyre v(B) = [5 gy(21,...,x)pu(dzy,. .., dry). Ekkor be lehet ldtni, hogy ez
a gy, figgvény a g,(z1,...,25) = E(|&1 = z1,...,& = z) feltételes varhaté érték.

A feltételes valésziniiség fogalmaval nem kell kiilon foglalkoznunk, mert a feltételes
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valészintliség és feltételes varhaté érték definicigjabdl kovetkezik, hogy tetszoleges mér-
het6 A halmazra és annak [ 4(w) indikator fiiggvényére P(A|F)(w) = E(1z(w)|F)(w) és
PAIG (@) = @1, &) = 2) = E(xa(@)[&1(@) = @1,...,&x(w) = a4). A tovbbi
akban egyrészt meg kivanjuk targyalni az E(n|F)(w) és E(n|é1(w) = 21, ..., &k(w) = zk)
feltételes varhaté értékek kozotti kapesolatot abban az esetben, ha F = o(&1,...,&k), a
&1, ..., & valoszintiségi valtozok altal generdlt o-algebra, azaz az a legsziikebb o-algebra,
melyben az 6sszes £1(w), ..., &k (w) valdsziniiségi valtozé mérhetd fiiggvény. Ezenkiviil
felsoroljuk a feltételes varhaté érték legfontosabb tulajdonsagait, és azt, hogy hogyan
lehet szamolni a feltételes varhaté értékkel. Ez azért is fontos, mivel a feltételes varhaté
értéket csak implicit médon (a Radon—Nikodym tétel segitségével) tudjuk definidlni. Ez
a f6 oka annak, hogy csak nehezebben tudunk a feltételes varhaté érték segitségével
szamolni.

Az elsé kérdés megértéséhez sziikségiink van a kdvetkez6 (nem trividlis) mértékel-
méleti eredményre.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd, azon &1 (w), . .., &k (w) valdszindsé-
gi vdltozok. Jeldlje F a &1 (w), ..., Ek(w) valdsziniiségi vdltozok dltal generdlt o-algebrdt.
Egy n valoszinidségi vdltozo akkor és csak akkor mérhetd erre az F o-algebrdra, ha létezik
a k-dimenzids R* euklideszi térben olyan Borel mérhetd f(x1,...,xx) fiigguény, melyre

77(“)) = f(&l(w)a SR 7£k(w))

(Megjegyezziik, hogy a tételben tekintett f(z1,...,xx) Borel mérhetd fliggvény
nincs egyértelmiien meghatarozva.)

Legyen F egy &1(w),...,&k(w) valdszintiségi valtozok &ltal generdlt o-algebra, és
n(w), Eln| < oo tetszéleges valdsziniliségi véaltoz6. Ekkor az E(n|F)(w) F mérhetd
valoszintiségi véaltozo az el6z6 tétel alapjan felithaté E(n(w)|F) = gn(&1(w), ..., &k (w))
alakban, ahol g, (z1,...,2) k-véltozés Borel mérhet6 fiiggvény. Azt allitjuk, hogy
ekkor E(n|&1(w) = z1,...,&k(w) = x) = gy(z1,...,2%). Ehhez azt kell ellendrizni
integraltranszformécié segitségével, hogy a ii’.) relaciébol kovetkezik a (xx) relacié, ha
a ii’.) reldciéban B = {w: ({1(w),...,&k(w)) € A} halmazt vélasztunk. Hasonléan
be lehet latni, hogy ha E(n|{i(w) = x1,...,&(w) = zx) = gy(z1,...,25), akkor
EmF)(w) = gy(&1(w),...,&(w)). Ehhez, azt kell észrevenni, hogy az el6bb kimon-
dott tétel alapjan egy B € F halmazra létezik olyan A Borel mérhetd halmaz az R*
k-dimenzids téren, melyre B = {w: (&1(w),...,&(w)) € A}. Ezutdn be lehet latni az
integraltranszformécié segitségével, hogy a (%) relaciébdl kovetkezik a ii’.) relaciobol.

Felsoroljuk a feltételes varhato érték legfontosabb tulajdonsagait. Ezek bizonyita-
sat, ami viszonylag egyszerl elhagyjuk. Ez valésziniileg szerepelt az eléadason. Rogzit-
sink egy (2,4, P) valdsziniiségi mez6t. Az alabbi tulajdonsdgokban szerepl6 valészi-
niiségi valtozok ezen a valdszintiségi mezon vannak értelmezve.

1. Ha ) |ag|E|&k| < 00, F C A tetszOleges o-algebra, akkor
k=1

E (Z ar€k
k=1

f) (w) = ZakE(EkU:) (w) majdnem minden w € € pontban.
k=1
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2. Ha E|¢| < o0, G C F C A tetszOleges o-algebrak, akkor E (E(&|F)|G) (w) =
E(€|G)(w) majdnem minden w € Q pontban. Specidlisan E (E¢|F) = E€.

3. Ha & olyan val6szintiségi véltozo, melyre P(a < & < b) = 1 alkalmas —oo < a <
b < oo szamokkal, F C A o-algebra, akkor a < E({|F)(w) < b majdnem minden
w € ) pontban.

4. E(§|A)(w) = &(w). Ha A jeldli a trividlis o-algebrat, amelyik csak az 2 és () {ires
halmazbdl &ll, akkor E(¢]|Ap)(w) = EE.

5. Ha FE|{] < 0o, F C A, a £ valészinliségi valtozé fliggetlen az F o-algebratdl, azaz
ha tetszéleges F' € F és a szdmegyenesen 1év6 Borel mérheté B C R! halmazokra,
P{w: {(w) € B}NF)=P({w: {(w) € B})P(F), akkor E(¢|F)(w) = E.

6. Ha E¢? < oo, En? < 0o, F C A, a £ valdszinfiségi véltozé F o-algebrara mérhetd
valdsziniiségi valtozd, azaz tetszbleges a szdmegyenesen 1évé Borel mérheté B C R!
halmazra, {w: {(w) € B} € F, akkor E(¢n|F)(w) = &(w)E(n|F)(w) majdnem
minden w € 2 pontban.

A fenti allitasok egyik érdekes kovetkezménye a kovetkezo tulajdonsdg. Tekintsiink
egy £ valdszintiségi valtozét, melyre FE2 < oo. Ekkor a

{(w) = E(¢F)(w) + (£(w) — E(E]F)(w))

felbontas olyan, hogy az 6sszegben szereplé két valdszintiségi valtozd egymasra meroleges
az (2, A, P) téren négyzetesen integralhaté fliggvények (Hilbert) terében, azaz

E(&]F)(w) (€(w) = E(E]|F)(w)) = 0.

Ebbdl a ténybél, illetve a Hilbert terek néhany (egyszerii) alapvet6 tulajdonsiga segit-
ségével lathatd, hogy
7. B[6w) ~ BEF) )" = inf E(§(w) = n(w))*.

n F mérhet6

A hetedik pontban megfogalmazott tulajdonsag fontos mind a valészinliségszami-
tésban mind a statisztikéban. Ugy lehet interpretalni, hogy az E(£|F)(w) feltételes
varhatd érték a & valdszinliségi valtozd legjobb kozelitése F mérhetd valdszintiségi
véltozéval (az Lo(€2, A, P) térben).

x % x Ez a rész egyelére elhagyhato. * * x

A kovetkezo tételnek a bizonyitasat is elhagyjuk. Ennek a bizonyitasa nehezebb,
mint a fent felsorolt tulajdonsagok bizonyitdsa. Ez az eredmény néhany finomabb
vizsgalatban nagyon hasznos.

Tétel a feltételes reguldris eloszlas 1étezésérél. Legyen (&1 (w), ...,k (w)) egy k-
dimenzids valdsziniségi vektor egy (2, A, P) wvaldsziniségi mezén, F C A o-algebra.
Jelolje B a Borel o-algebrdt az R k-dimenzids euklideszi téren. A (&1(w),. .., & (w))
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véletlen vektornak létezik az F o-algebra szerinti requldris feltételes eloszldsa, azaz meg
lehet adni egy olyan F(B,w), F(B,w): B x Q — R, fiigguényt, melyre

i.) F(B,-) minden B € B halmazra F mérhetd valdsziniségi vdltozo.

ii.) F(-,w) minden w € Q pontra valdsziniségi mérték az R¥ k-dimenzids euklideszi
tér B o-algebrdjin, azaz F(R* w) =1, 0 < F(B,w) < 1 minden B € B halmazra,

F ( U Bk,w) > F(By,w) minden diszjunkt B, € B, k =1,2,..., halmazokbdl
k=1 =

=
allo rendszerre.
iii.) F(B,w) = P((&1(w),...,&k(w)) € B|F) (w) minden B € B halmazra. Ez azt je-
lenti, hogy az F(B,w) fligguény tekinthetd mint a csak majdnem minden w € ) pontban
meghatdrozott P ((&1(w), ..., & (w)) € B|F) (w) feltételes valdszinidség egyik verzidja.

Megjegyezziik, hogy az el6z0 tétel bizonyitasa nem trivialis, nem elegend6 pusztan
a feltételes valdsziniiség definicidjat kihasznalni, hanem a bizonyitasban fontos szerepe
van az euklideszi tér szép topoldgiai tulajdonsagainak is. A f6 probléma az, hogy bar a
feltételes varhaté érték 1.) pontban megfogalmazott tulajdonsaga alapjén aii.) pontban
megkovetelt o-additivitas érvényes rogzitett diszjunkt B,, € B, n = 1,2, ..., halmazokra
majdnem minden w € Q pontban ahhoz, hogy a ii.) pontban megfogalmazott allitdst
beldssuk sziikségiink van kontinum sok ilyen feltételt biztositani (majdnem) minden
w € Q pontban. Ez viszont sokkal erésebb allitds mint az 1.) pontban megfogalmazott
tulajdonsag.

Egy véletlen vektor fiiggvényének a varhato értékét ki lehet szamolni mint en-
nek a fiiggvénynek a véletlen vektor eloszldsa szerinti integralt. A regularis feltételes
eloszlasrol szolo tétel azért hasznos, mert lehetévé teszi ennek az eredménynek a ter-
mészetes altalanositasat a feltételes varhatd érték kiszamiitasardl. Ez a tartalma a
kovetkezo tételnek, melyet itt nem bizonyitunk, bar a bizonyitas, amelyik standard
modon elvégezheté nem tul nehéz. Ebben az eredményben nagyon fontos az, hogy a
reguléris feltételes eloszlas minden w € ) pont esetén mérték, ezért minden w €
pontban definidlhatunk az F'(-,w) regularis eloszlds szerinti Lebesgue integrélokat.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) o-algebra, azon eqgy F C A o-algebra, eqy & =

(&1,...,&k) k-dimenzids és n = (n1,...,m) l-dimenzids véletlen véletlen vektor. Legyen
tovdbbd az (ny,...,n,) véletlen vektor F mérhetd, és jelslje F(B,w), B C R* Borel
mérhetd figgvény, w € Q a (&1,...,&k) véletlen vektor reguldris feltételes eloszldsa

feltéve az F o-algebrdt. Legyen h(x1,...,Zk,Y1,...,Y1) egy k+1 vdltozés Borel mérhetd

fu.ggvén:% melyre E|h(€17 s 7§ka My - ,77l)| <oo. Az E (h(€17 s agkvnla s anl)|f> (w)
feltételes varhato értéket ki lehet szamitani a kovetkezo képlet segitségével:

E(h(€1;"'7€k;n17"'777l)|f) (W)
= {/h(a:l,...,azk,yl,...,yl)F(dxl,...,dxk,w)

y1=n1(w),.,y1=m1(w)



A matematikai statisztikdban bizonyos vizsgalatokban sziikség van feltételes elosz-
lasokkal val6 szamoldsra. Az itt felmeriil6 kérdések azonban egyszertibbek. Olyan tipusu
kérdések meriilnek fel, melyekben adott egy (&1, ...,E&k, Ekt1,-- -, Ekt1) Véletlen vektor,
melynek 1étezik f(x1,...,zr4;) slrliségfiiggvénye, és ki akarjuk szdmitani a

(617 cee a€k7€k+17 cee a€k+l)

véletlen vektor egy h(&1,..., &k, Ekt1s - - -, Epyr) Tliggvényének feltételes varhatd értékét
a &kt1 = Thtly--- &k = x4 feltételek mellett. Ez azért egyszerlibb az el6zoleg
vizsgalt kérdéseknél, mert ebben az esetben a felmeriil6 feltételes eloszlasokat explicit
médon kiszdmithatjuk. Azt allitjuk, hogy ebben az esetben a (&1,...,&) feltételes

strtiségfiiggvénye feltéve a {py1 = Tpy1, - -, Eprr = T4y feltételeket
f:l?l ooy Ly a1y o s L]
f(xl,...,xk|xk+1,...,xk+l): ( ’ ’ ’ b . +)
9(Thr1, -5 Thtt)
ahol
g(mk-i-l? <. >xk+l) = /f(xla co s Ty 415 - - - 7«73k—|—l) dxla oo dajka
azaz a (§k41,- - -, k11) véletlen vektor siiriségfiiggvénye. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges

Borel mérheté A C R* halmazra
P({w: (&1(w),...,&(w)) € AHékt1(w) = g1, - -+ i (W) = Tpyr)

:/ flzy, . x|y, .oy Tpgr) doy - .. dxg.
A

Illetve a (%) formula alapjén azt kell ellenérizni, hogy minden A ¢ R¥ és B € R! Borel
mérheto halmazparra

P{w: (&i(w),... & (w)) € A N{w: (Ekt+1(w), ..., &ki(w)) € BY)

:/ /f(fL‘l,...,$k|l’k+1,...,l’k+l)dl'1... d:l’:k g($k+1,---,$k+1)d$k+1---d$k+l-

B La
Ez az azonossag viszont érvényes, mert

/ |:/ f(:l,‘l,...,:L‘k|£L‘k+1,...,:L‘k+l)dl'1... d:L‘k g(xk+1,...,xk+l)dxk+1... dﬂfk_H
B A

= / f(xl, Ce ,mk,xk+1,...,xk+1)d@“1 ce dl’k dxk+1 . d:L‘k_H
AxB

= P({w: (ﬁl(w), . ,fk(w)) € A} N {w: (§k+1(w),.. . ,§k+l(w)) S B})

Be lehet latni, hogy egy h(z1,..., %k, Trt1, ..., Tryr) fliggvényre

h(€17 cee 7€k7£k+17 cee 7£k+l)|€k+1 = Tk41y- - - 7€k+l - xk—i—l)

= /h(l‘l, ey Ty Tt 1y - - ,:Ek_H)f(xl’ oo Tl Doty - - - ,xk—’—l) dxy ... dxy.
g(xk-i-l? SRR} xk-l-l)

Ennek a formulanak a bizonyitasat, mely ugy torténhet, hogy azt elébb a legegy-
szertibb alaku h fiiggvényekre majd alkalmas hataratmenettel altaldanos fiiggvényekre
bizonyitjuk, elhagyjuk. A fent targyalt formuldk segitségével be lehet bizonyitani néhany
érdekes formulat a feltételes eloszlasokra, ezt azonban idéhiany miatt nem tesszik.




