Az oktéber 10-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Ki tudjuk szamolni tetszoleges fliggetlen egész értékid valoszinliségi valtozok Gssze-
gének az eloszladsat az adott valdszinliségi valtozok eloszlasdanak a segitségével. E sza-
moléas megfogalmazasananak érdekében vezették be diszkrét eloszlasok konvoluciéjanak
a fogalmat.

Diszkrét eloszlasok konvolucidjanak a definiciéja. Legyen P = p(k) és Q = q(k),
k=0,+£1,+2,..., két eloszlds az egész szamokon, azaz teljesiljenek a p(k) >0, q(k) >

0, k =0,£1,£2,..., > pk) =1, > q(k) =1 feltételek. Ekkor e két eloszlds
k=—o0 k=—o0
konvolucidja a
PxQk)= > p(ak—7), k=0+1,%2,. ..
j=—00

eloszlas.

Tétel. Ha £ és n két diszkrét egész értékeket felvevd fiiggetlen valdsziniiségi valtozo P
és Q eloszldssal akkor &+ n eloszldsa a P x Q eloszlds.

1. Ha & és n két fliggetlen, A illetve p paraméterii Poisson eloszlasu valdszintliségi
valtozé, akkor & +n A + p paraméterit Poisson eloszlast valdszintiségi valtozoé.
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2. Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szamu golyo6t, ahol
¢ Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozéo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobasok eredményei egymastol és a & valdszintiségi valtozétdl fliggetlenek. Tegytlik
fel tovabba, hogy minden egyes dobasnal a goly6 az j-ik urnaba p; > 0 valdszinii-

k
séggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6 golydk szamaét.
j=1
Ekkor az n;, j = 1,..., k valésziniiségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszlasu

Ap; paraméterrel, j =1,... k.



Megoldds:
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tetszoleges [1 > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen addédik az allitas.

Poisson mez6 konstrukcidgja.

Poisson mezd definicidja. Legyen adva egy (X, A,pu) mértéktér. Azt mondjuk,
hogy az & (w),&2(w), -, kijelolt pontok rendszere Poisson mezd az (X, A) mértéktéren
w szamldalomértékkel, ha véges p mértéki. A halmazba eqy valosziniséggel véges sok
kijelolt pont esik, és a pontok eloszldisa Poisson eloszldsiu u(A) paraméterrel, tovdibbd
diszjunkt véges mértéki Ay € A, ..., Ax € A halmazokba esé pontok szama fiiggetlen
valosziniségi valtozok.

Megjegyzés: Az is lehetséges, hogy a kijelolt pontok szama véges, és az is hogy végtelen.
Egy pontot tobbsziiros multiplicitassal is ki lehet jelolni.

3.

Mutassuk meg, a 2. feladat eredményének segitségével, hogy ha (X, .A) mérhetd
tér, u véges mérték a A o-algebran, azaz u(X) < oo, akkor 1étezik az (X, .A) téren
p szamlalomértéki Poisson mezo.

Megoldds: Vialasszunk ki véletlen szamu pontot u(X) paraméteri Poisson elosz-
lassal, ezeket pedig dobjuk le az (X,.A) térre egymdstol és a pontok szamatol

A
fliggetleniil gy, hogy egy pont % valészintiséggel essen egy A C X mérhetd
1
halmazba. Az el6z6 feladat eredménye alapjan ez Poisson folyamat.

Ha (X, A) mérhetd tér, u rajta o-véges mérték, azaz léteznek olyan (diszjunkt)

oo

B, By ..., mérhet6 halmazok, melyekre |J B, = X, és u(B,) < oo, akkor 1étezik
n=1

az (X, A) téren p szdmldlémértékii Poisson mezd.

oo
Indoklds: Legyenek Bi, Bs ..., diszjunkt, mérheté halmazok, melyekre |J B, =
n=1
X, és u(Bp) < oo, n = 1,2,.... Konstrudljunk az (X, A4, ) tér megszoritdsain
minde mindegyik B, halmazra Poisson mez6t p szamlalomértékkel egymdstol fig-
getleniil. Ezek egyesitése teljesiti a kivant tulajdonsdgokat.

Minden x > 0-ra

(l _ i) p(z) <1—®(z) < %90(1‘),

z x3

ahol ®(z) és p(z) a standard normadlis eloszlés és stirliségfiiggvény.

2



Megoldas: Parcialis integrélassal kapjuk, hogy hogy
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ahonnan kovetkezik az allitds.

A sztochasztikus €s eloszldsban valo konvergencia kozotti kapcsolat.

Targyaljuk a sztochasztikus és eloszlasban val6 konvergencia kapcsolatat. Egyszeri
példa mutatja, hogy lehetséges az, hogy &,, n = 1,2,..., sorozat eloszlasban konvergal,
de sztochasztikusan nem. Ha &1,&s, ..., fliggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok sorozata, nem elfajulo eloszlassal, akkor ezen valdszinliségi valtozok eloszlasban
konvergalnak, de sztochasztikusan nem. Belatjuk, hogy ha valdszintiségi valtozok soro-
zata sztochasztikusan konvergal, akkor eloszlasban is konvergal.

Tegyiik fel, hogy valdszintiségi valtozok &,, n = 1,2,..., sorozata sztochasztiku-
san konvergdl egy £ valdszintiségi véltozéhoz, és jelolje F'(u) a & valdszintliségi véaltozo
eloszlasat. Legyen x pont az F(-) fiiggvény folytonossagi pontja. Ekkor tetszéleges
€ > 0 szdmra létezik olyan § = d(¢) > 0 szdm, melyre F/(z) — § < F(z —§) < F(x) <
F(zx +96) < F(z) + §, és ng = ng(e,d) kiiszébindex, melyre P(|§, — & > ) < 5, ha
n > ng. Ekkor P(§, <) < P <x+0)+P(|§n —&| >0) < F(z+6)+ 5 < F(z) +e.
Hasonl6an mutathaté meg, hogy P(§, > x) < P({ > 2 —6) + 5 < 1— F(x) — ¢, azaz
P&, < z) > F(x) —e. Mivel ezek az éllitasok minden € > 0 és n > ng szamra igazak
valamilyen n = ng(e) kiiszobindex-szel, innen kovetkezik az allités.

Bar az eloszlasban valé konvergenciabdl nem kovetkezik a sztochasztikus konver-
gencia, igaz a kovetkez6 gyengébb allitas: Ha a &,, n = 1,2, ..., valésziniiségi valtozok
eloszlasban konvergalnak az a pontba koncentralt eloszlashoz valamilyen —oo < a <
oo szammal, azaz konvergdlnak ahhoz az F(u) = F,(u) eloszldsfliiggvényhez, melyre
F(u) =0, hau < a, és F(u) = 1, ha u > a, akkor a &,, n = 1,2,..., val6sziniiségi
valtozok sztochasztikusan konvergédlnak a (w) = a valdsziniiségi valtozohoz. Valdban,
ekkor P(|¢, —al <e) = Fola+e)—Fola—e+0) =14+ (F,(a+¢)— Fla+e¢)) —
(Fp(a —e+0) — F(a —e+0)), ahol F,(u), n = 1,2,..., a &, valészinliségi viltozd
eloszlasfiiggvénye, G(u + 0) = 1>1{)n OG(u + €) egy G(u) eloszlasfiiggvényre, és

e: e>0,e—
F(u) = F,(u) az el6bb definialt eloszlasfiiggvény. Ekkor lim (F,(a+¢)—F(a+¢€)) =0,
és lim (Fj,(a—e+0)— F(a—e+0)) =0 az eloszldsban valé konvergencia miatt, ezért
n—oo
lim P(|¢, — a| <€), azaz teljesiil a sztochasztikus konvergencia is.
n—oo
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Miért csak a hatdreloszlds folytonossdgi pontjaiban kéveteltik meg a konvergencidt az
eloszlasban vald konvergencia definiciojaban?

Amikor eloszlasfiiggvényeket vizsgalunk, akkor sokszor érdemes az eloszlasfiiggvény
helyett az altaluk meghatarozott valésziniiségi mértéket tekinteni. Azaz, adva valami-
lyen F'(-) eloszlasfiiggvény, definidljuk azt a p = pp valdszinliségi mértéket a szdm-
egyenesen, melyre u([a,b)) = F(b) — F(a). A mértékelmélet eredményeibdl kovetkezik,
hogy létezik ilyen valdszinliségi mérték, és azt egyértelmiien meghatarozza az F el-
oszlasfiiggvény. Ezt a valdszinliségi mértéket szemléletesen gy képzelhetjiik el, mint
egy tomegeloszlast a szdmegyenesen, melyre a teljes szdmegyenes tomege (silya) 1,
és a szamegyenes egy részhalmazanak a valdszinlisége megegyezik a halmaz sulyaval.
Az, hogy F,, eloszlasfiiggvények sorozata konvergal valamely F' eloszlashoz valéjaban
azt jelenti, hogy az altaluk meghatarozott pp tomegeloszlasok konvergalnak a up
tomegeloszlashoz.

Tekintsiik a kovetkezo6 egyszerii példat: Legyen a,, olyan monoton néveked6 szamso-

rozat, melyre lim a, = a valamely —oco < a < oo szdmra. Legyen pu,, az a valoészinliségi
n—oo

mérték, mely az a,, pontba van koncentralva, n = 1,2,..., azaz u,(B) =1, ha a,, € B,
és pun(B) = 0, ha a, ¢ B a szadmegyenes tetszOleges mérhet6 részhalmazara. Ha-
sonlbéan, legyen p az a pontba koncentralt mérték. Természetes azt varni, hogy ha
alkalmasan definidltuk az eloszlasban val6 konvergencia fogalméat, akkor a u,, eloszlasok
konvergdlnak a p mértékhez. A p, mérték altal meghatdrozott eloszlasfiiggvény, azaz
egy olyan &, valdszinliségi valtozénak az eloszlasfiiggvénye, melyre P(§,, = a,) = 1,
az az I, (-) eloszlasfiiggvény, melyre Fj,(u) = 0, ha u < a,, és F,,(u) = 1, ha u > a,.
Hasonléan, a p mérték dltal meghatérozott eloszlasfliggvény az az F(-) fiiggvény, melyre
F(u) =0,hau < a,és F(u) =1, hau > a. Konnyi ellendrizni, hogy nh_r)réo F,(u) = F(u)
minden u # a szdmra ebben a példaban, de ez a relacié az u = a szamra nem teljesiil.
Tehat a p,, mértékek eloszlasban konvergalnak ebben a példdban, de ehhez sziikséges
volt az eloszlasban valé konvergencia definicidjaban azt a megszoritast tenni, hogy csak
hatareloszlasfiiggvény folytonossdgi pontjaiban koveteljiik meg a konvergenciat.

x
Ad(z) = / \/%6_1‘2/ 2 du normalis eloszlasfiiggvény minden pontban folytonos,
_ T

ezért a centrdlis Oﬁatéreloszléstétel alkalmazésaban nincs jelentésége annak, hogy az
eloszlasban val6 konvergencia csak az eloszlasfiiggvény folytonossagi pontjaiban kovete-
liink meg konvergenciat. Viszont olyan hatareloszlastételben, melyben a hatéareloszlas-
nak van szakadési pontja (példaul a Poisson eloszlds vagy barmely diszkrét eloszlds ilyen)
ez a megszoritas lényeges. Kimondunk bizonyitas nélkiil egy eredményt, mely ekvivalens
feltételt ad arra, hogy eloszlasfiiggvények egy sorozata eloszlasban konvergdljon egy
hatareloszlashoz. Ennek az eredménynek fontos szerepe van a karakterisztikus fliggvény
modszer alkalmazéasaban is.

Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszlasfiigguények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egqy F'(u) eloszldsfiigguvényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) fiiggvényre

lim [ g(u) dF, (u) = / g(u) dF (u).

n—oo
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Eloszldsban valo konvergencia és hatdreloszldstételek.

Vegyiik észre, hogy mivel az f;(x) = e''*, —0c0 < t < 00, fiiggvények folytonosak és
korlatosak, ezért az eloszlasfiiggvényeknek a fenti Tétel-ben kimondott jellemzése alap-
jan eloszlasok konvergenciajabdl kovetkezik, hogy nh—{%o [ e F,(dr) = [e"™F(dx),
minden —oo < t < oo szamra, ha az F), eloszlasfliggvények eloszlasban konvergalnak
az I eloszlasfiiggvényhez. Felmeriil a kérdés: Igaz-e ennek az allitasnak a megforditasa
is, azaz, ha tudjuk, hogy a ¢,(t) = e'*F,(dz) — ¢(t) = [ F(dz), ha n —
oo relacié teljesiil egy Fi,(+), n = 1,2,..., eloszlasfiiggvénysorozatra valamint egy F
eloszlasfiiggvényre, akkor kovetkezik-e ebbdl az, hogy az Fj, eloszlasfiiggvények elosz-
lasban konvergalnak az F' eloszlasfliggvényhez? Az el6z6 formuldban bevezetett p(t) =
[ €' F(dx) fiiggvényt nevezziik az F eloszlds karakterisztikus fliggvényének.

A valdsziniiségszamitas egyik alapvetd fontossagu eredménye szerint a vélasz erre
a kérdésre igenls. Jegyezziitk meg, hogy ezen allitdsnak a bizonyitdsdhoz sziikséges
egy olyan jellegli eredmény, mely azt mondja ki, hogy az e(t) = e“® trigonometrikus
fliggvények az Osszes folytonos és korlatos fiiggvényekbol all6 halmaznak elég nagy
részhalmaza. Ugyanis, ha Jlngofeithn(dx) = [ F(dr) minden —co < t < oo

P P
szamra, akkor teljesiil a lim /Z cpe™ F, (dx) = /Z cre* ™ F(dz) relacié minden
R k=1
véges linedris kombindciéra is, s6t bizonyos limeszeléssel eljutunk tovabbi olyan g(-)
fiiggvényekhez, melyekre nhﬁngo [ g9(x)F,(dz) = [g(x)F(dz). De eljutunk-e igy min-
den folytonos és korlatos fiiggvényhez. A valdsziniiségszamitas egyik mély eredménye
szerint igen. (Egy lehetséges eredmény, melyet felhasznalhatunk a bizonyitdsban Weier-
strass masodik approximécios tétele, mely szerint minden 27 szerint periodikus folytonos
fliggvény tetszoleges pontossaggal egyenletesen kozelithetd trigonometrikus polinomok-
kal.) Valgjaban a valésziniiségszamitas el6bb jelzett klasszikus eredménye egy még
tartalmasabb &llitas. Ugyanis a részletesebb vizsgalatokban gyakran talalkozunk a
kovetkezd kérdéssel: Tudjuk, hogy a ¢, (t) = [ €' F(dx) karakterisztikus fliggvények
konvergalnak valamely ¢(t) fliggvényhez, de nem tudjuk ab ovo, hogy a ¢(t) fliggvény
eloallithaté-e, mint egy alkalmas eloszlasfliiggvény karakterisztikus fiiggvénye. Az alabb
megfogalmazott fundamentdlis jelentdségi eredmény az ilyen esetek vizsgéalatat is lehe-
tové teszi.

Eloszlasok konvergenciajarodl sz6l6 alaptétel. Legyen &, n =1,2,..., F, eloszldsi
valdszintiségi vdltozdk sorozata ¢, (t) = Ee'n = [ F,(dz) karakterisztikus figg-
vénnyel. Ha a @, (t) figguények minden —oo < t < oo szdmra konvergdlnak egy ¢(t)
fliggvényhez, mely az origéban folytonos figgvény, akkor ez a @(t) limeszfiggvény is
karakterisztikus fligguény, azaz létezik olyan (egyértelmiien meghatdrozott) F(x) elosz-
ldsfiiggvény, melyre p(t) = [ € F(dz). Tovdbbd, az F, eloszldsfigguények eloszldsban
konvergdlnak ehhez az F eloszlasfigguényhez.

Megforditva, ha F,, eloszlasok, n = 1,2,..., sorozata eloszldsban konvergdl eqy F
eloszldshoz, akkor minden —oo < t < oo szdmra a ¢, (t) = [ € F,(dx) karakterisztikus
fiiggvények konvergdlnak a p(t) = [ e F(dx) karakterisztikus figguényhez, ha t — oc.
Tovabbd ez a konvergencia egyenletes minden véges intervallumban.

5



Taldn érdemes lett volna ennek az eredménynek a megfogalmazasa elott kimondani a
kovetkezo tételt.

Tétel. Egy F eloszldsfigguényt meghatdroz annak ¢(t) = [ €"“F(dx) karakterisztikus
figguénye.

A kovetkezo allitas bizonyitasa hazi feladat.

Hazi feladat:
Egy F(z) eloszlasfiiggvény ¢(t) = [ e* dF(x) karakterisztikus fliggvénye, —oo <
t < oo, folytonos, s6t egyenletesen folytonos fiiggvény a szamegyenesen.

Lassunk példat arra, hogy lehetséges az, hogy F,,, n = 1,2, ..., eloszlasfliggvények
sorozatanak a karakterisztikus fiiggvényei egy az origéban nem folytonos fiiggvényhez
konvergalnak. Ebben az esetben az F;, eloszlasfiiggvények nem konvergalnak eloszldsban
egy eloszlasfliggvényhez. Ez a példa megmutatja, hogy a fent kimondott tételben az a
megkotés, hogy a ¢, (-) karakterisztikus fiiggvények () hatarfliggvénye az origdban
folytonos fliggvény, nem elhagyhato feltétel.

Legyen az F,(+) eloszlasfiiggvény a [—n, n] intervallumben egyenletes eloszlés, azaz

1

legyen a stirtiségfiiggvénye f,(x) = 5 és fn(x) =0, ha |z| > n. Ekkor ezek az F,,, n =
n

1,2,..., eloszlasfiiggvények eloszlasban nem konvergalnak egy hatareloszlashoz, mert

az altaluk meghatarozott tomegeloszlas “kifolyik a végtelenben.” A karakterisztikus

' n eita: eitn _ e—itn
fliggvények a @, (t) = [ F,(dr) = / dr = ——— fuggvények, t # 0,
" f " —n 2N 2int

on(0)=1,n=1,2,.... Ezért lim ¢,(t) =0,hat+#0,é lim ¢,(0)=1.

A karakterisztikus fiiggvény maésik folytonos tulajdonsdga, mely hasznossa teszi
hatareloszlastételek vizsgalataban az, hogy fliggetlen valészintiségi valtozdk Gsszegének
a karakterisztikus fiiggvénye megegyezik az egyes valdszintiségi valtozok karakterisztikus
fliggvényeinek szorzataval. Képletben kifejezve: Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen valdszi-
niségi valtozok. Ekkor

Eeit(§1+---+§n) — F (eitﬁl eit& . eitén) — Eeitﬁl Eeit& o Fettén

Tovébba, ha egy ¢ valészintiségi véltozé karakterisztikus fiiggvénye a o(t) = FEeiX
fiiggvény, akkor az AX + B karakterisztikus fiiggvénye a

Z/}(t) — Eeit(AX—i—B) — eitBEei(At)§ — eithp(At).

E két képlet felhasznalasaval kifejezhetjik fliggetlen valészinliségi valtozok normalizalt
részletosszegeinek karakterisztikus fliggvényét az egyes valdszintiségi valtozdk karak-
terisztikus fiiggvényeinek segitségével. Egy ilyen formula valamint az Alaptételnek
nevezett eredmény lehetové teszi azt, hogy fliggetlen valdszintiiségi valtozdk normalizalt
részletosszegeire szolo hatareloszlastételeket bizonyitsunk.



