A november 7-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Feladatok:
1. Legyenek &1, ..., &, fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk egyenletes
eloszlassal valamilyen [¢,¢ + 1] intervallumban, és legyen & < & < --- < &

a beldliikk készitett rendezett minta. Orizziik meg csak a &7, és & valészintiségi
véltozokat, és ha £ = x, & = y akkor készitsiink el egy az [z, y| intervallumban
n —2 fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozok altal meghatarozott n3 <
15 < -+ < np_1 rendezett mintat. Lassuk be az oktéber 31-i gyakorlat harmadik
feladatanak segitségével, hogy a &7 < n3 < --- < nf_; <& valdszinliségi valtozok
szintén egy rendezett mintét alkotnak az [a, b] intervallumban.

Megjegyzés: Az nj valésziniiségi véltozok konstrukciéjahoz nem volt sziikségiink az
[a, b] intervallum végpontjainak az ismeretére. A matematikai statisztikdban ez a
tulajdonsag valamint a feladat allitasa felel meg annak a ténynek, hogy amennyiben
az [a,b] intervallum végpontjait akarjuk becsiilni az £ < & < --- < & rendezett
minta segitségével, akkor a £] és £ ad meg minden értékes informéciot, ezt fejezik
ki ugy, hogy &7 és £ elégséges statisztikat ad.

Megoldds: Elég azt belatni, hogy tetszéleges (mérhetd) A € R? és B € R" 2
halmazra

P((&,&) €A (&, &) € B) =P ((&.&) € A, (03, mj—1) € B)
Viszont a feltételes valdszintiség definicidja alapjan

P((&1,&) €A (&,....6,4) € B)
:/P((g’“"g:—l) € Bl§Y = 2,6, =y) f(x,y) d dy,

ahol f(-,-) a (&5,&;) vektor siiriiségfliggvénye. Masrészt

P((ST:&;) € A7 (7757'-"”:1—1) S B) = /Pm,y (77;,---777;;—1) € B) f(x,y)da:dy,

ahol Py, ((n3,...,m5_;) € B) annak a valészinfisége, hogy n — 2 az [z,y] inter-
vallumban egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozé altal meghatarozott rendezett
minta beleesik a B halmazba. Viszont az idézett feladat eredménye szerint

Poy (03, 151) € B) = P((&,---.&-1) € BIET = 2.6, =),

és innen kovetkezik a feladat allitasa.

2. Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok egyenletes
eloszldssal valamilyen [¢,9 + 1] intervallumban, és legyen &7 < & < --- < &F
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* * 1
a beldliik készitett rendezett minta. Mutassuk meg, hogy E% = v+ 3
* * 1
2 2(n+1)(n+2)
Megoldas: A £ —19 — % és UV + % — &' valészintiségi valtozok eloszlésa, ezért varhaté

* * 1
értéke megegyezik. Ezért E% =9+ 7 A szérasnégyzet kiszamolasakor

feltehetjiik, hogy ¥ = —%. Ekkor a (£f,&) vektor siirtiségfiiggvénye, f(z,y) =
n(n—1)(y—z)"2, ha —1 <z <y <1, f(z,y) =0 egyébként, és a Var % =

2

Alkalmazzuk a v = x + y, u = y — x (linedris transzformaciét ennek az integralnak
a kiszamitasanal. A transzformdacié Jacobianja 2, és az (u,v) sikon a kévetkezd
integralt kell kiszamitani.

Var 751 +& = / 771(71 + )v2u"*2 dudv = / 771(71 + )u”*Q / v2dv ) du
2 B 8 0 8 u—1

n(n—1) 1 ., 3
_ N\ ) n—=2(1 _
B /0 u" (1 —u)” du,

2
/ <x + ?J) f(z,y) dz dy integralt kell kiszdmolnunk.

ahol a B halmaz az (0,1), (0,—1) és (1,0) csicsok altal meghatdrozott haromszog.
Innen

&g nn—1) 3 )
n+1 n+2

1 3 3 1
Var == =" [n—l_n+ }

_n(n—1) 3 3
T2 <(n—1)(n+2) a n(n+1))

~nn+1)-(n-1)(n+2) 1
4(n+1)(n+2) S 2(n+1)(n+2)
Hazi feladat
Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok egyenletes
eloszldssal valamilyen [¢,9 + 1] intervallumban, és legyen &7 < & < --- < £ a

beldliik készitett rendezett minta. Szamitsuk ki & varhato értékét és szorasnégy-
zetét.

A centrdlis hatdreloszldstétel tdargyaldsa.

Meg lehet adnia az elégséges sot alkalmas megfogalmazasban sziikséges és elégséges

feltételét annak, hogy a centrélis hatareloszlastétel teljesiiljon. Ez a kovetkezo eredmény:

Centralis hatareloszlastétel. Legyen &, k = 1,2,..., figgetlen valosziniiségi vdl-

n

tozok sorozata, melyre B¢, = 0, ai = Eé% <oo, k=1,2,..., ésaz s2 = 5 a,%,
k=1
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s = oo feltételt. Ha ezenkivil a &,, n =1,2,...,

n=1,2,..., sorozat teljesitt a lim s
sorozat teljesiti a kovetkezd ugynevezett Lindeberg feltételt, mely azt koveteli meg, hogy
minden € > 0 szamra teljesiljon a

Tim " BEI({j6] > es.)) =0.

" k=1

z .z S L s’ s, 7
reldcio, akkor az = sorozat, ahol S, = > & eloszldsban konvergdl a standard normdlis
Sn k=1
eloszlasfiggvényhez n — oo esetén.

Igaz a fenti allitas megforditasa is: Ha a fenti jeloléseket hasznalva a &, E&, = 0,

E& = gi, k =1,2,..., fiiggetlen valésziniiségi valtozékbdl all6 sorozatra s2 — oo,

o S,
sup —5 — 0, ha n — o0, és az — sorozat eloszlasban konvergal a standard normalis
eloszlasfiiggvényhez n — oo esetén, akkor ez a sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.
Jegyezziik meg, hogy ebben a megforditasban nem csak azt koveteltiik meg, hogy a
hatareloszlastétel normalis legyen, hanem azt is, hogy a “helyes szordssal” rendelkezzen.
2
o
A sup —£ — 0, ha n — oo, feltétel megkovetelése természetes. Egyrészt, ez azt fejezi
1<k<n Sp
ki szemléletesen, hogy az egyes Osszeadanddk hatasa elhanyagolhatd, azaz a centralis
hatareloszlastétel sok kis eredmény Osszhatasaként all el6, masrészt e feltételnek tel-
jestiilnie kell, mert kovetkezménye a Lindeberg feltételnek. Valéban, tetszéleges € > 0 és

1 < k <n szamokra

or _ EG _ B(GI(&k| < esn) | B(EI(Ek > esn)

2 2 2 2
s sz sz sz

1 n
<&+ 5 Y EGI{|ék]| > esn}) < 267,
S k=1
ha n > ng(e).
Két természetes kérdés:

a.) Tudunk-e példat adni arra, hogy a centralis hatareloszlastétel nem teljesiil, és mi
van az ilyen példak hatterében?

b.) Milyen egyszeriien ellendrizhetd, hasznos feltételeket tudunk adni arra, hogy a Lin-
deberg feltétel, ezért a centrdlis hatareloszlastétel teljestiljon?

a.) Legyenek &, k = 1,2,..., fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk, P({r = k) = P(& =

—k) = o5 P, =0 =1- = Ekkor E¢, = 0, B2 = 1, s2 = n. Viszont

a Borel-Cantelli lemma alapjan, mivel >  P({x # 0) < oo egy valdszintliséggel
k=1

csak véges sok k indexre teljesiil az, hogy &i(w) # 0, ezért sup |S,(w)| < oo,

1<n<oo



Sp(w)

és — 0 egy valdszintiiséggel. Lehet rafinaltabb példdkat is konstrualni.
Sn
(Példdul tekinthetjiik fliggetlen ny, k = 1,2,..., valésziniiségi valtozdk sorozatit,
melyekre 1o = &k, és az o1, kK = 1,2, ... valdszinliségi valtozék minden egyéb
valészintiségi valtozotol fiiggetlen standard normadlis eloszlasi valdszintiségi valto-
n
zok. Ekkor a — > & véletlen sszegek eloszlasban tartanak egy nulla varhato
N k=1
értéku, és %, azaz a vartnal kisebb szérasnégyzetii normalis valdszintiségi valtozo-
hoz.) De minden ellenpélda hatterében az van, hogy bizonyos valésziniiségi valtozok
kis valészintiséggel rendkiviil nagy értékeket vesznek fel. Ezek a rendkiviili értékek
csak nagyon kis mértékben befolydsoljak a normalizalt 6sszeg eloszlasat, de nagyon
befolyasoljak az Osszeg szorasnégyzetét.

b.) A kovetkezd célunk az, hogy a Lindeberg feltételre, tehat a centralis hatarelosz-
lastételre jol ellendrizhetd és elég altalanos feltételt adjunk. Ennek érdekéban a
kovetkezo allitast fogjuk felidézni.

Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen valdsziniiségi valtozok sorozata, melyre E¢,, = 0,

n
02 = F& <oo,mn=1,2,..., nli_)ngo s2 = 00, ahol s2 = > 02. Ez a sorozat teljesiti a
k=

1
Lindeberg feltételt, ha a kovetkezo tulajdonsagok egyike teljesiil.

a.) E|&|>T < oo, minden k = 1,2,... szémra valamilyen o > 0 konstanssal, és
n 2/(2+a)
(£ Blar)
lim —~F=1 5 = 0. Specidlisan, ez a feltétel teljesiil akkor, ha E&Z >
n—oo S
K valamilyen K n> 0 szammal minden k£ = 1,2,... indexre, és ezenkiviil érvényes

az B lim k=2 B|&p|?te = 0 reldcid.

b.) A fiiggetlen &,, n = 1,2,..., valésziniiségi valtozok egyforma eloszlasiak. (Tehat
fliggetlen egyforma eloszlasu valdsziiségi valtozok sorozata is teljesiti a Lindeberg
feltételt, ezért a rajuk vonatkozd centrdlis hatareloszlastétel specidlis esete a cent-
ralis hatédreloszldstétel Lindeberg feltételbdl kovetkezd alakjénak.)

3. Tekintsiink egy szabdlyos pénzdarab 10 000 egymas uténi (fiiggetlen) feldobasabdl
szarmazé fej-iras sorozatot. Adjunk becslést a Chebishev egyenlétlenség segitsé-
gével annak valdszinliségére, hogy a fej-dobasok szaménak eltérése a vart 5000
szamtol legalabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre a
valészintiségekre a centralis hatareloszlastétel?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, < j < 10 000 valésziniiségi véltozokat, melyekre
& = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye iras.

Ekkor &;, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valdszinliségi véltozok, E§; = %, Varé; = %,

10000 10000
ésaP || > (§—FEE) >100) és P[] > (§ — EE)| > 200 | valészintiségekre kell
j=1 J=1
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10000 - §

1
becslét adnunk. A Chebishev egyenlGtlenség az elsé valdszintiségre a 1002 — 1 a
tsodik valésziniisé di 10000’%—1“"}3 16st adj

mésodik valdszinliségre pedig a — -5 = - felsd becslést adja.

10000

21 (& — E¢))

A centralis hatdreloszléstétel szerint P | <= >u | ~1—®(u). Innen
1/10000 - £

kapjuk, hogy az els6 valészintiség kiszdmitdsahoz az v = +£2%- = +2 értékeket kell

1.100
tekinteni, és a vizsgélt valdsziniiség kozelitleg (1 — ®(2)) + ®(—2) = 2(1 — ®(2)) ~
2(1—10.97720) = 0.0456. A masodik val6sziniiség hasonl6éan koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0,
(az els6 4 tizedesjegy 0).

4. Szémoljuk ki egy (1,p) paraméterii £ negativ binomidlis eloszlast valdszintiségi
valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét. (Azaz P(& = k) = (1 —p)p*~L, k =
1,2,...).

Ha & (1,p) paraméter(i negativ binomiélis eloszlast valésziniiségi véltozo, akkor

E¢=) k(1-pp*t  EC=) K@1-pp!
k=1 k=1

Ezen Osszegek egyik lehetséges kiszamolasa: ki—%o ok = T ha |z| < 1. Két
egymés uténi derivaldssal kapjuk, hogy S kak—1 — ﬁ és S h(k—1)ak—2 =
2 o k-1 1 T 2, k—1 s 22—21 o
e i L L P P
Lt = (1 —lp)2 IE 3pp)3’ ¢ BE= 1%19’ HE =g ip T 3pp)2' bt

_ g2 2 _ b
Var{ = E¢* — (E¢) -2
5. Vegyiink egy olyan pénzdarabot, mely % valoszinliséggel esik a fej és % valdszini-
séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdszintisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680
1830 kiizé esik? Adjunk erre a valészintiségre jo kozelité becslést.

Az elvégzett dobasok szama negativ binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd n =
1200 p = % paraméterekkel, és egy ilyen valésziniliségi valtozonak ki lehet szamolni
a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket milyen valészintiséggel vesz fel.
Elvileg, ez lehet6séget ad a kivant valdszintiség kiszamitasara egy bonyolult 6sszeg
kiszamitasénak a segitségével. Ennél hasznosabb becslést tudunk kapni a kovetkezo
érvelés segitségével, mely a kivant valdsziniiséget j6 pontossiaggal kiszamitja a
centralis hatareloszlastétel segitségével.
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Jelolje &5, 2 < j <1200 a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobdsok szamat (a j-ik
fejdobast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szdmitjuk bele e dobasok kozé), és

legyen & az elsé fejdobasig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobédsok szdama. Ekkor a

1
§; valoszintiségi valtozok fliggetlenek, negativ binomidlis eloszldsiak n =1, p = 3

paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1+ - -+&1200 < 1830) valésziniiség érdekel.

3
Megmutattuk a 4. feladatban), hogy E¢; = =5 Varé; = _P __2

1—p (1-p)3? 4
Ezért a centrélis hatareloszlastétel alapjan n = & + - - 4 &1200 jeloléssel minket
n — 1200E¢
aP|—4<-——m——=
v/ 1200Var &;
n — 1200E&;

v 1200Var &

< 1) valészintiség érdekel. A centralis hatareloszlastétel

alapjsn P (—4 < < 1) ~® (1) + D(4) — 1 ~ B(1).

Hadzi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastdl fiiggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelitoé becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az 0sszeg 420 és 720 kozé esik.
Segitség: Vezessiik be a {; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2 §; = 4, ha a j-ik
dobés eredménye 4, £; = 6, ha a j-ik dobas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobés
2700
eredménye 1, 3 vagy 5, 1 < j < 2700. Ekkor minket a P | 420 < ) & < 720
j=1
valészinliség érdekel. Szamitsuk ki a &§; valdsziniiségi valtozok varhaté értékét és
szorasnégyzetét, és alkalmazzuk a centralis hatareloszlastételt.

. Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasu A = 0 paraméterrel.

(A lampék élettartamanak exponencidlis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 ora.

Jelolje &; a j-ik lJampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(&1+---+&100 > 1150)
valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az Gsszegben fiiggetlen exponencidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozok szerepelnek A = 1—10 paraméterrel. Vezessiik be az
n=2~& + -+ &ioo jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE¢ = % = 1000, Varn = % =

1
10000 (m = 100 és A = — valasztdssal). Ezért a centrélis hatéreloszldstétel sze-
n—FEn  n—1000
VVarn 100
VéltOZé, és P(& + -+ 5100 > 1150) =P (

rint jo kozelitéssel standard normélis eloszlast valdszintiségi

n—FEn

v/ Varn

> 1.5) ~1—®(15).



