A december 5-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Rowvid 6sszefoglalo

El6szor megbeszéltitk a november 28.-i dolgozat feladatainak a megoldasat.
1. Legyen &; = 1, ha a j-ik hizds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik htizds eredménye

10 10
fehér, 1 < j < 10. Ekkor minket az FE <Z §j> Var <Z §j> mennyiségek
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érdekelnek. Tovabbd, B¢; = BE = 2,1 < j < 10, BE? = B¢, = -, Varg; =
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2. Ezt a feladatot részletesen targyaltuk a november 21-i gyakorlaton.

3. Ha & f(x) slirtiségfiiggvénnyel rendelkezd valdszintiségi valtozé h(x) valés értékii
(mérhetd) fiiggvény, akkor Eh(£) = [ h(z)f(z)dz. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy
ha ¢ standard normalis eloszlasi valészintiségi valtozé, akkor
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4. Vezessiik be a kovetkezd £, 1 < j < 1200, valdszinfiségi véaltozokat: &; = 2, ha
a j-ik dobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobas eredménye 4, §; = 6, ha a
Jj-ik dobds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobas eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor
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a P (2280 <3 &< 2500) valoszintliséget kell j6l megbecsiilniink. Vegytik észre,
j=1
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hogy E¢; = 6(2 +4+46)=2, Var§; = 6(4 +16+36) —4 = 3 Innen a centralis



hatareloszlastétel alapjan
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~ ®(1.25) — ®(—1.5) = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

A harmadik feladat megoldasdahoz hasonléan lehet targyalni a kovetkezo kérdést.
Ennek fontos szerepe van a centralis hatareloszlastétel bizonyitasaban.

1. Szémitsuk ki egy standard normaélis eloszlast valészintiségi valtozé EHE, —oo < t <
oo, karakterisztikus fliggvényét. (Itt i = /—1.)

Megoldds: A harmadik feladat megoldasdhoz hasonléan
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A feladat megoldasdhoz elég belatni, hogy /
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igaz, de a bizonyitdshoz sziikség van a komplex fliggvénytan néhény alapveté (nem
trividlis) eredményére.

Az f(z) = % fliggvény analitikus az egész komplex szamsikon. Ezért a komplex
szamsik minden zart gorbéjére fv f(z)dz = 0. Vélasszuk a kovetkezd ~; gorbéket.
Vegyiik elészor a [—T,T| vizszintes szakaszt (pozitiv irdnyban), majd menjiink
tovabb a [T, T + it] fiiggoleges szakaszon. Folytassuk az utunkat a [T+ it, —T + it]
vizszintes szakaszon, majd zarjuk be a kort a [—1'+1it, =T szakaszon. Vegyiik észre
ezen kiviil, hogy z = z + iy esetben |e?| = e®|e¥| = €%, ahonnan e* — 0, ha Rez —
—o00. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy 3th f(z)dz =0, tovabba t — oo hatardtmenet

esetén a fiiggdleges szakaszokon vett integralokra || (LT £ T-+it] f(z)dz = 0, ahonnan
/OO-Ht 6—3:2/2 p [e%¢) e—m2/2 .
r = .
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A centralis hatareloszlastetelt a kovetkez6 moédon is felirhatjuk: Legyen &1,&o, ...,
n

fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi véltozok sorozata, S, = > &, n

n —nM
E¢ = M, Varé = o2, Ekkor lim P (S% < x) = &, (x), ahol ®,(z) egy
n—oo n

nulla varhato értékli o< szérasnégyzetii normalis eloszlasu valdszintiségi valtozéd el-
oszlasfliggvénye. Annak érdekében, hogy a centrélis hatareloszlastétel tobb-dimenzios

2

2



valtozatat megfogalmazzuk sziikség van a varhato érték és szordsnégyzet tobb-dimenzids
valtozatanak megértésére.

Legyen &£* = (5‘ Y 3 (”))* n dimenzids valészintliségi vektor valamely (€2, .A, P)
val6szintiségi mezén. (A tovabbiakban vektoron oszlopvektort fogunk érteni, ezt jeloli a
* jel. A vektor és matrix miiveleteket ennek megfelelden fogjuk felirni.) Ennek varhaté
értékét mint az n-dimenzios EE* = (Ef(l), e ,Ef(”))* vektort fogjuk definidlni. A
szorasnégyzet n-dimenzios altalanositasa pedig a kovetkezd n x n-es méretli igynevezett

kovariancia-matrix. Legyen £* = (f(l),--- 75("))* n dimenziés valdszintiségi vektor
valamely (92, A, P) val6sziniiségi mezén. E véletlen vektor kovariancia-matrixa az az
n X n-es matrix, melynek i-ik sordnak j-ik oszlopanban a o;; = Cov (f(l),f(”) =

E(g(i) —Ef("'))E(g(j) _Eg(j)) = FEWel) — BeOEG) 1 < 4k < n, szdm &ll.
A tovabbiakban fontos lesz megérteni, milyen matrixok léphetnek fel mint alkalmas
véletlen vektor kovariancia-matrixai. Ennek érdekében fel kell eleveniteni bizonyos
linedris algebrai ismereteket.

Legyen adva egy £* = (5 O 4 (”))* n dimenzids valésziniiségi vektor valamely
(Q, A, P) valészintiségi mezén, és legyen n* = (n'V), ... ,77("))* =AM, ... 75("))* m
dimenzids vektor, ahol A n x m méretli (véletlentél nem fiigg$) matrix. Ekkor az n*
matrix varhaté értéke En* = AEE*, és n* kovariancia-matrixa pedig az AY A* matrix.

Hézi feladat:

Ha &* = (€W, ()" n dimenzi6s valészintiségi vektor M* varhaté értékkel és

Y kovariancia-matrix-szal, n* = (77(1), . ,fr)(”))* =A (,5(1), e ,5(”))*, ahol Anxm

méretil (véletlentél nem fliggd) matrix, akkor n* varhat6 értéke AM, kovariancia-

matrixa pedig AXA*.

Adva egy & = (ﬁ(l), e ,5("))* véletlen vektor 3 n x n méretii kovariancia matrixa
bevezethetjiik az n-dimenziiés téren az xXy* bilinearis fiiggvényt és xXax* kvadratikus
format, ahol x = (x1,...,2,), y = (y1,-..,Yn) az n-dimenziés tér tetszbleges vektorai.
E definiciénak a kovetkezd szemléletes tartalma van: Rogzitett z = (x1,...,x,), és
y = (Y1,...,yn) n-dimenziés vektorokra vezessiik be az n = z;60) + ... 4 2,6 és
n =D 4 - + 4, véletlen vektorokat. Ekkor Varn = zXz*, Cov (1,() = 2Xy*.
Specidlisan, xXz* > 0 az n-dimenziés tér minden x vektorara. Nyilvan teljestil a 0 =
o),; Osszefliggés is.

Az alabbi tényeket a linedris algebra nyelvén a kovetkezoképp mondjék el. Az n-
dimenzids tér n-dimenzids Fuklideszi tér, azaz olyan n-dimenziés linearis tér, melyben
létezik skalarszorzas, (ha z = (z1,...,2,), ésy = (y1,. .., Yn) az n-dimenzios tér elemei,

n
akkor (z,y) = > xryr. Ez a skaldrszorzat lehet6vé teszi, hogy definidljuk egy vektor
k=1

(z,y)

hosszat (|x]? = (z,z)) és két nem zéré vektor szogét (cos(z,y) = 2T |) a természetes
Ty

modon.

Ezeket a fogalmakat be lehet vezetni tetszéleges (absztrakt) Fuklideszi térben,
és ezt érdemes megtenni. Ugyancsak definidlhatjuk Euklideszi terekben a bilinearis
fliggvény és kvadratikus forma fogalmat. Ezt tessziik az alabbiakban.
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Tekintsiink egy X (véges dimenzids) Euklides-i teret, azaz X linedris tér, melyen
létezik skalarszorzat. Az, hogy X linearis tér azt jelenti, hogy ha x € X, y € X
X-beli elemek (melyeket az irodalomban vektornak neveznek) és o, (8 valds szdmok,
akkor ax + By € X is teljesiilnek, tovabba teljesiilnek bizonyos algebrai azonossagok:
(x+y=y+z, 2+ (y+2)=(x+y)+ 2 létezik 0 € X, (null elem), melyre z + 0 = z,
minden z pontnak létezik —z inverze, melyre x + (—z) = 0, (o + 8)zr = ax + fx,
(a(Bx) = (af)x, 0z = 0, azaz, ha egy vektort beszorzunk a nulla szimmal akkor a nulla
vektort kapjuk.) Valamely x1,..., 2, € X vektorokat linedrisan fiiggetlennek nevezziik,

k

ha a ) a;z; = 0 csak trividlis médon lehetséges, azaz csak akkor, ha minden o; € R
j=1
egyiitthatéra a; = 0. Azt mondjuk, hogy az zi,...,z; vektorok generdtorrendszert

k
alkotnak, ha minden y € X el6éllithaté y = > agzy alakban. Ha 1, ...,z vektorok
=1
egyszerre alkotnak generatorrendszert és fﬁggjetlen rendszert, akkor ezt bazisnak hivjak.
Az &ltalanos eredmények szerint egyrészt minden vektor egyértelmiien kifejezhetoek,
mint egy bazis elemeinek linearis linearis kombinacidja. Egy linearis térnek kiillonb6z6
bézisai adhatok meg, de ezek elemszama minden bézisra ugyanaz. Ezt a szamot nevezik
a linearis tér dimenzidjanak.
A linearis algebra egyik fontos fogalma a linedris transzformacié fogalma. Egy
A: X — X leképezést a linearis transzformacionak neveziink, ha miden z € X, y € X
vektorra « és [ (komplex) szamokra (ax + fy)A = a(zA) + B(yA). (Az irodalom-
ban nem egységes a jeldlésrendszer, van ahol zA-t és van ahol Az-et irnak.) Két
linearis transzformécié szorzatan a transzformaciok egymas utani alkalmazasat értjik.
Ha rogzitiink egy bazist egy k-dimenziés linearis térben, akkor minden = € X vek-
tort természetes modon azonosithatunk egy szam-k-assal, ha a vektort felirjuk, mint a
bazisbeli elemek (egyértelmii) linedris kombindci6jat, és a vektort azonositjuk az ebben
a reprezentaciéban szerepl6 egyiitthatékkal. Ugyancsak természetes, (tanult) médon
azonosithatunk egy linedris transzformaciét egy matrix-szal.

De valéjaban szamunkra bizonyos extra-tulajdonsagokkal rendelkezé linearis terek
lesznek az érdekesek. Ugynevezett Euklidesi terekrél szél6 fogalmakra és eredményekre
lesz sziikségiink, azaz olyan linearis terekkel foglalkozunk, melyekben be van vezetve
egy skaldrszorzat, azaz minden x € X és y € X vektorokra létezik (x,y) skalarszorzat,
mely egy valos (illetve altaldnosabb esetekben komplex) szam, és teljesiti a kovetkezd
feltételeket: (x,z) > 0, s6t (z,z) > 0, ha x # 0, (axy + Pxa,y) = a(z1,y) + B(x2,y),
(x,y) = (y,x), ahol Z a z komplex szdm konjugaltjit jeloli. Ez a skaldszorzat azért
olyan fontos a szdmunkra, mert ez teszi lehetove, hogy beszélhessiink egy x € X vek-
tor |z| hosszardl, melyet az |z|? = (z,z) formula definidl, valamint két = és y vektor
sz0gérol, (specidlisan merdlegességérél) melyet a cos(x és y dltal bezart szog) = (z,y)

 zlly]
formula definidl. Tovabba definidlhatjuk az ugynevezett A(x,y) bilinedris formakat az

X x X téren. A(z,y) bilinedris forma, ha A(ayx + asze,y) = a1 A(z1,y) + asA(z2,y),
és A(x,any1 + asya) = a1 A(z,y1) + asA(xa,y2). Be lehet latni, hogy egy Euklides-i
térben egy természetes kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés létezik a linedaris transz-
formacidk és a bilinearis formak kozott. Nevezetesen, minden A linearis transzformacié
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segitségével definidlhaté egy (zA,y) bilinedris forma, és tetszéleges bilinedris forma
egyértelmiien ilyen formaban irhaté. Ez a kovetkezoképp lehetséges: Igaz az, hogy egy
Euklides-i térben létezik eq, ..., e, ortonormalt bazis. (Azaz létezik olyan vektorokbdl
allé bazis, mely egymasra merdleges egy hosszisagu vektorokbdl all. Ilyen bazis tobb
is létezik. Bar nem lenne kotelezd, de Euklidesi terekben gyakorlatilag mindig orto-
gondlis bézis segitségével szamolnak.) Egy ilyen béazisban az A(x,y) bilinedris format
megadd (zA,y) kifejezésben szereplé A linedris transzformacié métrixa az a matrix,
melynek p-ik sordnak g-ik helyén &ll6 elem az a(p,q) = A(ep,eq) szam. Egy ilyen ko-
ordindtarendszerben, ha x = (z1,...,2x) € X, y = (y1,...,yx) € X, akkor az A(zx,y)

ko k
bilinearis format a A(z,y) = zAy* = > > a(p, ¢)x,y, képlet adja meg, ahol y* az y
p=1q=1
vektorbdl készitett oszlopvektor.

Ha A lineéris transzformacié egy Euklidesi térben, akkor definidlhatjuk, annak
transzpondltjat az (zA,y) = (z,yA*) formuldval. Ha a linedris transzformacié matrixét
egy ortonormalt bazisban irjuk fel, akkor annak transzponaltjat atlora vald tiikrozéssel
és a matrix (komplex értékii) elemeinek a konjugéldsaval kapjuk meg. Egy A linedris
transzformaciét onadjungaltnak neveziink, ha A = A*, unitérnek, ha UU* = I, ahol I
az identitas matrix. Egy unitér matrixra az is érvényes, hogy U*U = [. Egy unitér
matrix szog és tavolsagtartd, ezért ortonrmalt bazist ortonormalt bazisba visz. Egy
A o6nadjungdlt méatrixra (zA,z) valés szdm minden x € X szdmra, mert (zA,z) =
(x,zA) = (zA,x). Azt mondjuk, hogy egy 6nadjungilt matrix pozitiv szemidefinit,
ha (zA,z) > 0 minden z € X szdmra, pozitiv definit, ha (zA,z) > 0 minden z # 0
vektorra. Nem nehéz belatni, hogy ha A Onadjungalt méatrix, akkor ezt a matrixot
illetve az altala definidlt (xA,y) bilinedris fliggvényt meghatdrozza ennek megszoritasa
az x = y pontokra, azaz az (xA, ) fliggvény, (kvadratikus alak).

Mi azt a specidlis esetet tekintettiik, amikor vettiik az n-dimenziés teret mint Fu-
klideszi teret, és rajta egy & = (5(1), . ,f(”))* véletlen vektor altal meghatarozott
Y kovariancia-matrixot. Ez természetes mdédon definial egy kvadratikus format, mely
pozitiv definit. Felmeriil a kérdés, hogy minden szimmetrikus pozitiv definit matrix
eloall-e mint egy alkalmas véletlen vektor kovariancia-matrixa. Belatjuk, hogy a valasz
erre a kérdésre igenld, s6t a kovetkezo tartalmasabb allitas is érvényes.

Legyen &* = (5(1), e ,f(”))* véletlen vektor az egyszerliség kedvéért tegyiik fel,
hogy ez a vektor nulla varhaté értékli. Tegyiik fel tovabbd, hogy ezen vekrot elemei
korreldlatlanok, azaz legyen FE£WER) = 0, és legyen Ef(j)2 = 1l minden 1 < j < k
szamra. Ekkor a £* = (5 S ("))* vektor kovariancia-matrixa az identitds matrix.
Legyen A tetszoOleges n x n-es matrix. Ekkor az n* = A£* matrix covariancia-matrixa
az AA* matrix. Azt allitjuk, hogy tetszéleges szimmetrikus pozitiv (szemi)-definit 3

matrixhoz megadhaté olyan A matrix, melyre az n* = A{* matrix covariancia-matrixa
az .

Ez az allitas kovetkezik a kovetkezd (nem trividlis) linedris algebrai eredménybol.

Lemma. Tetszdleges A k X k-as mdtrixra a D = AA* mdtrix k X k-as szimmetrikus
pozitiv szemidefinit mdtriz. Megforditva, tetszoleges D k X k-as pozitiv szemidefinit
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mdtrizhoz létezik olyan A k X k-as mdtrix, melyre D = AA*. S6t létezik olyan k X k-as
onadjungadlt pozitiv szemidefinit A mdtriz, melyre D = AA = AA*.

Megjegyzés: A D matrix fenti el6allitasa nem egyértelmi, azaz a D = AA* egyenlet nem
hatérozza meg egyértelmtien az A métrixot. Valoban, ha D = A*A, U unitér matrix és
A= AU, akkor AA* = AU(AU)* = AU «xU*A* = AA* = D.

Ez az eredmény fontos tobb-dimenzids normalis eloszlasok definicidéjaban és vizsga-
latdban.

Tobbb-dimenziés standard normalis eloszlas definiciéja. Legyenek &4, ...,&,
fuiggetlen standard normdlis eloszldstu valosziniiségi valtozok. Akkor a belolik képzett
(&1,...,&n)* n-dimenzids véletlen vektor n-dimenzios standard normdlis eloszldsi vé-
letlen vektor. FEgy n-dimenzios véletlen vektor akkor és csak akkor standard normdlis
eloszlasiu véletlen vektor, ha eloszldsa megegyezik eqy ilyen vektor eloszldsdval.

TG6bbb-dimenziés normadlis eloszlas definiciéja. Legyen & = (&1,...,&,)* n-di-
menzios standard normadlis eloszldsu véletlen vektor, A n X n-es mdtriz. Akkor az n* =
My eeosmn)® = A&, ..., &) = AE* vektor n-dimenzids normdlis eloszldsi vektor.
Egy n dimenzios véletlen vektor akkor és csak akkor standard normdalis eloszlasiu, ha
létezik olyan A n X n-es mdtrix, hogy a fenti modon definidlt n* = A" vektor eloszldsa
megegyezik az 0 eloszldasdval.

A fenti definicié azért nem teljesen kielégitd, mert ennek alapjan nehezen ellenérizhetd,
hogy egy konkrét eloszlas normalis-e vagy sem. Ezért kivanatos olyan ekvivalens de-
finiciét adni, mely kozvetlenebb moédon jellemzi a normalis eloszlasokat. Egy véletlen
n* = (n1,...,mn)" vektor eloszlasfiiggvénye helyett kényelmesebb annak

O(t1,...,ty) = Eeitim++tnnn)

karakterisztikus fliggvényével dolgozni. A valdszinliségszamitas klasszikus eredményei
alapjan az eloszlasfiiggvény és karakterisztikus fiiggvény kolcsonosen meghatarozzak
egymast.

Legyen &* = (&1,...,&,)" n-dimenzids standard normalis eloszlasi véletlen vek-
. n .
tor. Ennek karakterisztikus fiiggvénye @(t1,...,t,) = Belth&t+tnln) — [T Eetrér =
k=1

N2

- 2 k:z—:1 K
[T e /% = exp{ — _2 = e~ ®N/2 ahol t = (t1,...,t,), és (-,-) skaldrszorzatot

k=1

jelol. Ha n* = (m,...,nn) = A* normélis eloszlast véletlen vektor, ahol A = (a; ),
1 < j,k < n, n x n-es matrix, akkor ennek o(ty,...,t,) = Ee!timt-+tnnn) Jarak-

terisztikus fiiggvénye kiszamithatd, felhaszndlva, hogy t1m1 + -+ + tun, = (t,n*) =
(t, AE*) = tAE*. Tnnen @(t,...,t,) = Belthmtttnm) — o=(tALA)/2 — o—tAAT"/2
Ennek az azonossdgnak mélyrehaté kovetkezményei vannak. (Vegyiik észre, hogy AA*
az n* véletlen vektor kovariancia-fiiggvénye.)



