A szeptember 5-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

1. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a valdszinii-
sége, hogy egy fej és egy iras dobds lesz?

Hazi feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk kétszer egymas utan. Mi a valdszinlisége
annak, hogy a dobasok 0sszege 97 Annak, hogy a dobasok 0sszege 107

2. Kitoltiink egy lottdszelvényt. Mi annak a valdszinlisége, hogy 5-6s talalatot értink
el?
Megoldds: Gondoljuk, meg, hany kiilonb6z6 eredménye lehet a hiizasoknak. Az
els6 szamot 90 féleképpen hizhatjuk, a masodikat 89 féleképp, a harmadikat 88 a
negyediket 87 az otodiket 86 féleképpen. Felirva egymés utan ezeket a szamokat
Osszesen 90-89-88-87-86 kiilonboz6 sorozat lehetséges. Ugyanakkor két hiizassoro-
zatot nem kiilonboztetiink meg, ha ugyanazok a szamok jelennek meg benniik csak
mas sorrendben. frjuk fel egy huzassorozat szdmait névekvé sorrendben. Hany
kiilonb6z6 mddon jelenhet meg ugyanaz a novekvd szamsorozat? A legnagyobb
szam 5 helyen, a masodik legnagyobb szam ezutan 4, a harmadik legnagyobb
szam ezutan 3, a negyedik legnagyobb szam ezutan két kiilonbo6zo helyen szere-
pelhet, a legkisebb szam helye pedig végil egyértelmii. fgy Osszesen 1-2-3-4-
5 = 120 kiilonb6z6 médon jelenhet meg ugyanaz az eredmény. Osszesen tehat
90-89-88-87-86

120
egyforma valdszinti, annak valésziniisége, hogy egy adott (nagysig szerint rendezett
120

90-89-88-87-86"
n-(n—1)---(n—k+1)
1-2---k

kiilonb6z6 htizassorozat lehetséges. Mivel minden hizassorozat

szamsorozat) jelenik meg

3. Egy n elemli halmaznak (Z) = kiilonbozo részhalmaza

van, k < n.

Megoldas: Feltehetjiik, hogy a tekintett halmaz az 1,2, ..., n szamokbdl all. Ebbol
n-(n—1)---(n—k+1) kiilénb6z6 médon valaszthatunk ki egymdas utdn k szamot.
Viszont mivel két valasztas, melyben ugyanazokat a szamokat valasztottuk ki
egymas utan mas sorrendben ugyanazt a halmazt adja, ezért minden halmazt
1-2--.k féle médon valasztottunk. Innen addédik az eredmény.

4. Az 1,2,...,n szamokat n! =1-2---n mddon lehet sorrendbe rakni.

5. Binomialis tétel:
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Magyardzat: Végezzik el az (a + b)™ = (a+0b)---(a+ b) szorzdsokat. Ez olyan
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n hosszisagu szorzatokbdl &llé 6sszeg lesz, mely a és b szamokbdl fog allni. Hény

olyan tag szerepel, mely k a és n — k b jegyet tartalmaz? A fenti kombinatorikai

meggondolasok alapjan lathatd, hogy Z .

Targyaltuk a binomialis tétel egy altalanositasat is. Ennek érdekében bevezettiik

a kovetkezo definiciot: Ha k pozitiv egész szam, n pedig tetszdleges valos szdm akkor
(n o n-(n—1)---(n—k+1)

L= T o % . Fontos, hogy ez a definicié nemcsak egész n szamokra

van definidlva. Ki akarjuk szamolni az (14 )" fiiggvény Taylor sorat tetszoleges (valés)
n szamra.

Hazi feladat:
Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = (1 + z)" figgvény Taylor sora az

(1+2)" = i (Z)xk

k=0
hatvanysor tetszoleges valos n szam esetén.

Be lehet latni, hogy || < 1 esetén az (1 + x)™ fiiggvény egyenl$ a hatvanysordval.
n
Megjegyeztiik, hogy abban az esetben, ha n pozitiv egész szam, k > n, akkor (k:) = 0.

Ezért, ha n pozitiv egész szam, akkor az (1+ x)" fliggvény Taylor sora véges sok taghdl
all, és ez az 0sszeg megegyezik azzal az Osszeggel, melyet a binomialis tétel sugall.

6. Egy urnaban golyok vannak, melyek tartalmazzak az 1,...,n szamokat. Kihtdzunk
egymas utan k golyot. Hany kiilonboz6 hiizaseredmény lehetséges. Ha kiilonbséget
tesziink két huzéassorozat kozott, melyekben ugyanazokat a szamokat huztuk ki,
de maés sorrendben, akkor n(n —1)---(n — k + 1) lehetéség van, ha nem tesziink

e , n . , , , eqee , . clee 1 e
kiilonbséget, akkor —. Ha visszatevéssel hiizunk és kiilonbséget tesziink kiilonb6z6

sorrendben kihizott ugyanazokat a szdmokat (ugyanolyan multiplicitdssal) tartal-
maz6 hiizassorozatok kozott, akkor a lehetséges hiizasok szdma n”.

Az az eset, amikor visszatevéssel huzunk, de nem szamit a kiilonb6z6é kihizott
szamok sorrendje nehezebb, de egy ravasz észervétel segitségével megoldhaté. Ez a
kovetkezo feladat targya.

7. Egy urnaban golyok vannak, melyek tartalmazzak az 1,...,n szamokat. Kihtizunk
egymas utan visszatevéssel k golyot. A kihtzott golydkat nagysdg szerint sorba
rakjuk. Hany kiillonb6z6 huzaseredmény lehetséges?

—k+1
Vélasz: i + . Ugyanis tekintsiink egy kapott huzassorozatot. Az els6

szamhoz adjunk 0-t a méasodikhoz 1-et, a harmadikhoz 2-t, ... a k-ikhoz k — 1-et.
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Ilyen moédon egy szigorian novekvé k hosszisagu sorozatot kapok melyek elemei

az 1,2,...,n+ k — 1 szamok valamelyikét veszik fel. S6t ilyen médon kolesonosen

egyértelmii megfeleltetést adunk a lehetséges kihizott sorozatok és az 1,2,...,n+

k — 1 halmaz k elemi részhalmazai kozott. Innen kovetkezik, hogy az adott tipusu
n+k—1

)

. Mi annak a valdszintisége, hogy lottohizas eredményeként legaldbb négyes taldlatot
ériink el?

sorozatok szama <

Megoldds: Hény olyan kitoltése van a lottdszelvénynek, mely mely (pontosan) 4
talalatot biztosit? Az 5 j6 szambdl 4-et 5 féleképpen, a rosszat 85 féleképpen
valaszthatom, ezek mind kiilonb6z6 sorozatok, igy 5 - 85 féleképp lehet pontosan

90
4 taldlatom, és 1 féleképpen 5 taldlatom. Az Osszes lehetdség 5 ) és minden
5-8+1

sorozat egyforma valészint. Ezért a keresett valdsziniiség



