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1.

Egy didk a feltett kérdésre (hdrom lehet6ség koziil kell kivalasztani a megfelel6t)
1
p valoszintiséggel tudja a helyes valaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez —

valoszinliséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valdszintisége annak, hogy
tudja a vélaszt feltéve, hogy helyes valaszt adott?

Jelolje A azt az eseményt, hogy tudja a helyes valaszt, B azt az eseményt, hogy

helyes valaszt ad. A P(A|B) feltételes valészintliség értékére vagyunk kivancsiak. Ekkor
_ 1 - 1
P(A)=P(ANB)=p, P(B)=P(ANB)+ P(ANB) = P(A)+ §P(A) =p+ §(1 —p).

Innen P(A|B) =

2.

P

p+3(1-p)
Egy ¢ valdsziniiségi valtozé eloszldsa (n, p) paraméterii negativ binomiélis eloszlés,
k—1
ha pozitiv egész értékeket vesz fel, és P({ = k) = ) pF="(1—p)™. Tekintsiink

egy pénzdarabot, mely p valdsziniiséggel esik a fej oldalra és 1 — p valdszinliséggel
az iras oldalra. Dobjuk fel egymas utdn végtelen sokszor, és tekintsiik azt a &
valoszinliségi valtozot, mely azt adja meg, hogy hanyadik dobasra jelent meg az n-
ik fras. Lassuk be, hogy ¢ eloszlasa negativ binomidlis eloszlas (n,p) paraméterrel.

A zsebiinkben van 30 kulcs, melyek koziil az egyik nyit egy zarat. Egymdés utan
kiprobaljuk véletlenszertien kiprobélva ezeket a kulcsokat. Mi a valdszinlisége an-
nak, hogy a 20. kisérletre sikeriil kinyitni a zarat? Mi annak a valészinlisége, hogy
a 20. kisérletben sikeriil kinyitni a zarat feltéve, hogy az elsé 19 kisérletben ez nem
sikeriilt?

Megoldds: Jeldlje A; azt az eseményt, hogy pont a j-ik huzasra sikeriil kihtzni a
j6 kulcsot, B; = A1 U---UA; azt az eseményt, hogy az els6 j kihuzott kulcs egyike
J
310‘
Annak valdszinlisége, hogy a 20. hizdsban hizzuk ki a jé kulcsot F(Agg) = 30"

1
a j6 kulcs. Ezeknek az eseményeknek a valdszintisége, P(A;) = 30 és P(Bj) =

Annak feltételes valdszintisége, hogy a 20. hizasban hizzuk ki a jé kulcsot feltéve,

_ P(AyNB
hogy az els§ 19 dobédsban nem sikeriilt azt kihizni, P(Agy|B1g) = % =
19

F(Azo) L 1 3 Z 4 A . R 5
T P(Byy) — SOQ =17 (A fenti szamoldsban A jeloli egy A halmaz komple-

] ~ 30
menterét. )

Feldobunk egy dobdkockat, majd utana annyi dobdkockat, amennyi az els6 dobas
eredménye volt. Mi a valdszinlisége annak, hogy a masodik dobassorozatban lesz
hatos? Mi annak a feltételes valdszintisége, hogy az els6 dobds eredménye hatos,
ha a masodik dobéssorozatban nem volt hatos?



Megoldas: Tekintstiink azokat az eseményeket, melyek leirjdk a lehetséges dobds-
sorozatok eredményét, és adjuk meg ezek valdszinliségét. Annak valdszintisége,
hogy az els6 dobas eredménye ¢, majd ezt kovetden egy i hosszisagu 1 és 6 kozotti

i+1
szamokat tartalmazo6 dobéassorozatot kapunk (6) . Annak valészintlisége, hogy

1 (5)'
az els6 dobas eredménye i, és az utolsé ¢ dobas egyike sem hatos, 5 <—) . Annak

valoszinlisége, hogy a masodik dobéssorozatban van hatos

(08 (-0))

Annak valészinlisége, hogy az elsé dobas hatos, utana pedig van hatos dobds

6
1 5
— (1 — (—) ) Ezért a keresett feltételes valdszintiség
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5.) Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a masodik 0.02 a harmadik 0.03 val6szi-
niséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik osszekeverik. Egy
gyartott csavar 0.5 valészinliséggel késziilt az els6 0.3 valdszinliséggel a masodik és
0.2 valdszintliséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart, megnézziik,

és azt talaljuk, hogy hibas. Milyen valészinliséggel késziilt a csavar eme feltételek
mellett az els6 gépen?

Megoldas: JIolje A1, Ao illetve Ag azt az eseményt, hogy a csavar az elsd, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A;|B) feltételes valészintiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;) = 0.5, P(As) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovdbbd P(B|A;) = 0.01, P(B|As) = 0.02, és PB(B|A3) = 0.03.
Ekkor

_P(BNnAy) _ P(A:|B)P(A;)

P(BlA) = —5 Y =
(A1) P(BNAy)+ P(BnNAsz)+ P(Bn A;)
_ P(A{|B)P(A1)
P(A:|B)P(Ay) + P(A3| B)P(A2) + P(A3]B)P(As)
B 0.01-0.5
©0.01-0.5+40.02-0.3+0.03-0.2°

Események fiiggetlenségének definicidja: Az Aq,..., A, események akkor (telje-
sen) fiiggetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {j1,...,5x} C {1,...,n} rész-
halmazdra

P(A;, N---NAj ) = P(A4;) - P(Aj,).
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Események végtelen Ay, As,... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszéleges

pozitiv n egész szamra az Ay, ..., A, események figgetlenek.
Események fiiggetlenségének definicidja: Az Aq,..., A, események akkor pdron-

ként fiiggetlenek, ha minden 1 <i < j <n szamra P(A; N A;) = P(A4;)P(A;).

6.

Lassunk példat arra, hogy példaul k = 3 esetében egy A, B és C halmaz esetében
a P(ABC) = P(A)P(B)P(C) feltétel teljesiilése nem elegend6 az A, B és C
események fiiggetlenségéhez. Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A={1,2,3}, B= {1,2,4},

C =1{2,3,4}, P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = 375 P{5}) = “34

Ekkor ABC = {2}, P(ABC) = (A) = P(B) = P(C) = P(AB) =

P({2,3}) = ﬁ

Lassunk példat harom olyan A B és C' eseményt, melyek paronként fliggetlenek,
de nem fiiggetlenek.

1 1
53 Ve
Ezért P(ABC) = P(A)P(B)P(C), de P(AB) # P(A)P(B).

Egy lehetséges megoldas: Dobjunk le egy pontot az egységnégyzetre egyenletes
eloszldssal. Legyen A = [0,3] x [0,1], B =1[0,1] x [0,1] és C = [0,3] x [0,1] U
[1 1} [1 11>< [ 1] Ekkor P(A) P(B) = P(C) = 3 1 P(ANB)=P(ANC) =

P(BNC) = 3, és P(AHBOC’) 7- (Itt egy X C [0,1] x [0, 1] esemény azt jelenti,
hogy a ledobott pont az X halmazba esik.)

A kovetkezo feladat allitasat gyakran hivjak teleszkop szabalynak.

8.)

P(ByN---NBy)=P(By|BsN N By_1NBy)P(Ba|BsN -+~ N By_1NBy)
- P(Bn_1|By)P(By),

ha P(ByN---NBy,) > 0.

Egy urnaban z zold és s sarga goly6 van. Egymas utan kihizunk négy golyot ugy,
hogy minden hizéas utan a golydt visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szinii golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
htzassorozatnak?

Megoldas: Kiszamoltuk annak valdszinliséségét, hogy az els6 huzas eredménye
Z=(z06ld), annak feltételes valosziniiségét, hogy a masodik hizas Z, feltéve, hogy az
els6 huzas Z, annak a feltételes valésziniiségét, hogy a harmadik hiizas eredménye
Z feltéve, hogy elétte Z,7Z és annak feltételes valdsziniiségét, hogy a negyedik

hizéas eredménye S feltéve, hogy elétte Z, Z, Z huzéas volt. Ez a valdszintiiség, il-

6
letve feltételes valdszintiségek : , : , : , S . A keresett
z+s z+s+2 62+s+4 Z2+s+6
z z s+

245 z2+s5+2 z4+s+4 2+s5+6

valoszintliség
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10. Két kiilonboz6 fardl leszednek 10 almat, és beteszik két kiilonboz6 (megkiilonboz-

1
tethetetlen dobozba.) Ez egyik fardl szedett almak 12 masik farol szedett almék

1
pedig — valdszintiséggel férgesek. Kivesziink az egyik dobozbdl két almat és mind

a ketto férges. KEzek utan kivesziink a mésik dobozbdl egy almat. Mi annak a
valészintlisége, hogy ez az alma mar nem férges?

Jelolje A1 azt az eseményt, hogy az elsé almafardl leszedett almakat tartalmazd
ladat és Ay azt az eseményt, hogy az masodik almafardl leszedett almakat tartal-
mazé ladat valasztottuk az els6 kisérletre. Jelolje B azt az eseményt, hogy e ladabdl
kivalasztott két alma férges. Szamitsuk ki a P(A1|B) és P(As|B) feltételes valdszint-
ségeket.

P(A1 N B)

1 1 1 1 1.1

—.— . P(A3;NB) ==-—, ezért P(A;|B) = 2 16 . Hasonléan, P(As|B) =

T (A ) 5 1Oo,ezer (A1|B) %‘1—1(5+%‘ﬁ asonléan, P(Az|B)
11

15 : @ - Jelolje C azt az eseményt, hogy a mdsik laddbdl veletlentil kivalasztott

)
2716 " 2 100
alma nem férges. Ekkor minket a P(C|B) feltételes valészintiség érdekel.

Viszont P(C|A; N B) = P(C|A;) = % P(C|Ay 1 B) = P(C|4s) = Z P(C|B) =
P(CNALB)+ P(CnNAyB) = P(C|Ay1 N B)P(A1|B) + P(C|A2 N B)P(A2|B). Ezért
1 1 1

9 = . = 3 E . S
P(BIC) = = . 2 16 2 2 ° 100 '
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11. Egy urnédban 20 piros és 80 fehér goly6 van. Visszatevés nélkol kihizzuk a golyokat.
Mi annak a valésziniisége, hogy az elsé golyé piros? Annak, hogy az 6t6dik kihizott
goly6 piros? Annak, hogy az els6 és masodik kihuzott golyé piros? Annak, hogy a
masodik és 6todik kihuzott golyd piros?




