A szeptember 19-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

1. Egy szabdlyos dobdkockat sokszor feldobunk egymas utan. Mi annak a valdszinii-
sége, hogy a 3. hatos dobés a 20. vagy az egyik késobbi dobasban jelenik meg?

Megoldas: Fz azt jelenti, hogy az els6 19 dobasban nulla, egy vagy két hatos jelenik
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Masik megoldds: Fz azt jelenti, hogy a harmadik hatos dobas eredménye a 20, 21,
22 vagy valamelyik kés6bbi dobds eredménye. (Tudni kell, hogy egy valészintiséggel
el6bb-ut6bb megjelenik a harmadik fej-dobds.) Ennek valészintisége
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Annak érdekében, hogy megértsiik az els6 megoldas jogossigat lassuk be, hogy

2. Annak, hogy egy szabalyos dobdkocka végtelen sok egymas utani feldobédsa soran
nem jelenik meg harom hatos nulla a valészintisége.

Megoldas: Az allitas ekvivalens azzal, hogy annak valdszintisége, hogy bekovetkezik
legalab harom hatos dobéas 1. Ez utébbi esemény valdszintisége viszont nagyobb
mint az, hogy (akarhogyan is rogzitiink egy n egész szdmot) annak valészintisége,
hogy az els6 n dobas koziil legalabb egy hatos, az n + 1-ik és 2n-ik dobas kozotti
dobasok koziil legalabb az egyik hatos és a 2n + 1-ik éa 3n-ik dobas kozotti dobasok
5 n\ 3
kozil legalabb az egyik hatos. Ennek valdszintisége viszont (1 — 6) > . Ezért
a vizsgalt valésziniiség ennél a szamnal nagyobbnak kell lenni tetszéleges n-re, ami
csak ugy lehetséges, hogy ez a valdszintiség 1.

Roviden beszéltiink arrél, hogy hogyan lehet megmutatni azt, hogy az els6 fe-
ladat két megoldasiaban a latszélag teljesen kiilonboz6 megoldas megegyezik. Megje-
gyeztiik, hogy a mésodik Osszegben szerepld végtelen Osszeg Osszegezhetd a (1 + x)* =
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fenti azonossag minden valés a szamra érvényes, tekintheté tigy mint az altalanositott
binomidlis tétel, és az (1 + x)* fiiggvény Taylor sorfejtésébdl kovetkezik.) Azt kell
észrevenni, hogy
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3. Egy téban 3000 hal van. Véletleniil kihalasnak bel6le 1000 darabot, és ezekre piros
pottyot festenek és visszaengedik 6ket. Ezutan ismét kifognak véletlentil 1000 halat.
Mi annak a valészinlisége, hogy a kifogott halak kozott 100 megfestett van?
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Megoldas: :
egoldds 3000
1000
Megjegyzés: A gyakorlatban el6fordulé kérdés ennek forditottja. Elvégezziik a fenti
kisérletet, Osszeszamlaljuk a megfestett halakat, és ebbdl prébalunk koévetkeztetni

a téban levo halak szamara. Hogyan érdemes ezt csindlni? Ez a késobbiek témaja
lesz.

4. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges pozitiv egész n, m és k szamokra, melyekre k < n,
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Megoldas: Szamitsuk ki két kiillonb6z6 médon azt, hogy az 1,2,...,n szamok koziil
hanyféleképp tudok kivalasztani k szamot. Az egyik kiszamitds legyen az, hogy
azt nézem, hogy az 1,...,m szamok koziil hanféleképp tudok kivalasztani r-et az
m + 1,...,n szdmok kozik k — r-et, és azutan tekintjik az osszes 1 < r < k
lehetdséget.

A harmadik feladat kapcsén felmertil a kovetkez6 kérdés. Valéjaban, nem tudjuk,
hogy hany hal van a téban. De végezhetiink két fogast, az els6 fogasban kifogott
halakat megjeloljuk, és meg akarjuk allapitani mennyi hal lehet Gsszesen a téban.
Ezt természetesen csak bizonyos (véletlentdl fiiggd) pontossaggal tudjuk meghatdrozni.
Az ilyen tipusu feladatok tipikusak a matematikai statisztikdaban, az ilyen problémak
vizsgdalatat nevezik becsléseleméletnek. Vilagos, hogy az, hogy 1000-nél alig tobb hal
van, nem tul valdoszin, mert akkor sokkal tobb megjel6lt hal lenne a masodik fogasban.
Az hogy rengeteg, mondjuk 1 000 000 hal lenne a téban szintén nem tul valdszind,
mert akkor sokkal kevesebb megjelolt hal lenne a masodik fogasban. A matematikai
statisztikaban kidolgoztak egy altalanos elvet a maximum likelihood mddszernek neve-
zett eljarast, mely nagyon altalanos feltételek mellett nagyon j6 moédszert ad, és mely
jelen esetben is alkalmazhaté. Targyaljuk meg ezt a modszert a jelen esetben. Tekint-
siink kissé altalanosabb esetet. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

n a téban 1év6 halak (ismeretlen) széma,
ny az elsé fogasban kifogott (és megjeldlt) halak szédma,
r a masodik fogasban kifogott halak szama,

k a masodik fogasban kifogott el6zoleg megjelolt halak szama. Annak valdszintisége,
hogy adott (ismeretlen) n és nq, r szdmok esetén pontosan k megjelolt halat fogunk
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Tekintsiik az ismeretlen n szam (maximum likelihood) becslésének azt az n szamot,
melyre a qi(n,n1, ) mennyiség (rogzitett nq, k és r szamok mellett maximalis.

Qk(n7 ni, T) =

5. Hatarozzuk meg a fenti feladatban a maximum likelihood becslést.

Megoldas: Nami szamolas mutatja, hogy
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Ez a tort kisebb mint egy, ha rny < kn, nagyobb mint egy, ha rny > kn. Ezért a
r
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——, pontosabban az e szdmot kozrefogd egész szamok

becslés rni = kn, azaz n = k:

valamelyike.

6. Mi annak a val6szintisége, hogy egy (szabdlyos) dobékocka mindkét dobasanak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik hatos?

Jelolje A; azt az eseményt, hogy az els6é dobas eredménye hatos, Ao azt az eseményt,
hogy a méasodik dobds eredménye hatos. Akkor minket a P(A; N Az|A; U Ag) feltételes
P((A1NA2)N (A1 U Ag))

valésziniiség érdekel. Viszont P(A; N Az|A; U Ag) =
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Innen a keresett feltételes valdszintiség TR
Hazi feladat:

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk haromszor egymds utan. Mi a feltételes
valészintlisége annak, hogy mind a harom dobés fej, feltéve, hogy legalabb két fej-
dobas tortént?



