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5. Egy kulcs-csomén van harminc szdmunkra megkiilonboztethetetlen kulcs, melyek
kozil az egyik nyitja a zarat. Véletlenszertien egymas utan kiprobaljuk a kulcsokat,
egészen addig, amig sikeiil kinyitni a zarat. Mi a sziikséges kisérletek szamanak a
varhato értéke és szérasnégyzete?

Ezt a feladatot targyaltuk a mult éran. Most megbeszéliink egy masik lehetséges
megoldast.

Madasodik megoldas: Vezessiik be, a kovetkezd &, valdszintiségi valtozokat: & = 0,
ha a k-ik kisérletben megprébalt kulcs nem nyitja a zarat, (akkor is, ha nincs k-ik
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kisérlet), £, = k, ha a k-ik kulcs nyitja a zdrat. Ekkor £ = > &, E{ = > E&, =
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30" , B¢ = 30" A &, szérasnégyzetét kissé nehezebb ezen moddszer segitégével
k=1

kiszamolni, mert a &, valdsziniiségi valtozok nem fiiggetlenek. Viszont, ha tudjuk,
hogyan kell kiszamolni altalanos nem feltételeniil fiiggetlen valészinliségi valtozdk
osszegének a szorasnégyzetét, akkor ez is lehetséges. Ezért felidézziik a sziikséges
eredeményt.

Tétel. Ha &, ...,&, valosziniségi vdltozok ugyanazon a valdosziniségi mezon, akkor
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Megjegyzés: Ha & és n két valészintliségi valtozo, akkor ezek kovariancidgja Cov (£,1) =
E[(¢ — E€)(n — En)] = E{n — E{En. A kovariancia egy természetes mérése annak,
hogy két valdszintliségi valtozé milyen mértékben fiigg Ossze. Ez a mennyiség szerepelt
az Osszeg szorasnégyzetének kifejezésében. Ha & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok,
akkor Cov (§,7n) = 0.

A Tétel bizonyitdsa.
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Jelen esetben §;&; = 0, ha j # k. Ezért Cov(§;,&,) = —EEEE,, ha j # k,
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Var &, = B¢ — (E&)?. Innen Varé = Var (Z §k> = > E& — (Z E{k) =
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2. Egy urnaban 20 piros és 80 fehér golyd van. Visszatevés nélkol kihtzzuk a golydkat.
Mi annak a valészintisége, hogy az elsé golyé piros? Annak, hogy az 6t6dik kihtizott
golyé piros? Annak, hogy az els6 és mésodik kihuzott golyé piros? Annak, hogy a
masodik és 6todik kihuzott golyd piros?
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Megoldas: Annak valészinlisége, hogy az els6 kihuzott golyd piros 100 — & Annak

valoszinlisége, hogy az els6é és masodik kihtzott golyd piros 100 99" Azt allitjuk,
hogy annak a valészintisége, hogy az 6todik (vagy akarmelyik) kihuzott golyé piros
ugyanannyi mint annak a valdszintiisége, hogy az els6 kihtizott goly6 piros. Annak a
valésziniisége, hogy a mésodik és 6t6dik (dltalaban az i-edik és j-ik kihdzott golyd
piros, ¢ # j, ugyanannyi mint annak a valészintisége, hogy az els6 és masodik golyé
kihuzott goly6 piros.
Ennek belatasa érdekében tekintsiik annak a valdszintiségét, hogy kihizva az 6sszes
golyét egy eléirt (20 piros és 80 fehér szinii golyébdl allé sorozatot kapok. Ennek
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100!
lehetséges huzassorozat esetében. Annak valdszintisége, hogy a j-ik hizas piros

megegyezik az Osszes olyan sorozatok szama szorozva ezzel a valdszintliséggel, ahol
a j-ik helyen piros van. Hasonldéan annak a valdszintisége, hogy az i-ik és j-ik helyen
van piros, ¢ # j, nem fiigg az i és j szamtol, mert az ilyen sorozatok szama nem
fligg az i és j indextol.

valoszintlisége . A lényeg az, hogy ugyanaz a valészintiség jelenik meg minden

Az elébbi érvelés finomitasa alkalmazhatd kissé altalanosabb esenben is, amikor
két k és | egész szamot rogzitek, és ha kihizok egy fehér golyot, akkor k darab fehér
goly6t dobok vissza, ha piros golyét hizok ki, akkor [ piros goly6t dobok visszza, (k =
[ = 0 valasztéas is megengedett). Vegyiik észre, hogy ebben az altaldnosabb esetben is
egy eloirt huizassorozat valdsziniisége csak a sorozatban szerepldé fehér és piros golydk
szamatol fiigg, és az el6zo érvelés ebben az esetben is mudodik.

3. Egy urnaban 20 piros és 80 fehér goly6 van. Visszatevés nélkol kihtizzuk 10 golyot.
Mi a kihizott piros golydk szaméanak a varhato értéke és szorasnégyzete?

Megoldas: Jelolje §; azt a valoszinliségi véltozot, melyre §; = 1, ha a j-ik huzas
10
piros, 0 ha a j-ik huzés fehér. Ekkor a £ = ) &; valdszintiségi valtozé varhaté
j=1
1
értékét és szorasnégyzetét kell kiszdmitanunk. EE; = F& = = 1 <5 <10,

ezért B§ = 2. A &; valészinliségi valtozok nem fiiggetlenek, de az elébb térgyalt
tétel segitségével ki tudjuk szamolni az Osszegiik szorasnégyzetét. Ehhez vegyiik
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Hazi feladat:

Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Visszatevés nélkol kihtzzuk 20 golyot.
Mi a kihtizott piros golyok szaméanak a varhaté értéke és szérasnégyzete?

A kovetkezo feladat allitasat gyakran hivjak teleszkép szabalynak.

P(BiN--NBy)=P(Bi|BaN -+ N Bp_1NBy)P(Bs|BsN -+ N Bp_1 N By)
-+« P(Bp—1|Bn)P(By),

ha P(ByN---N B,) > 0.

Egy urnaban z zold és s sarga goly6 van. Egymas utan kihizunk négy golyot ugy,
hogy minden hiizas utan a goly6t visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szinii golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéssorozatnak?
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Z=(z06ld), annak feltételes valosziniiségét, hogy a masodik hizas Z, feltéve, hogy az
els6 huzas Z, annak a feltételes valészintiségét, hogy a harmadik hiizas eredménye
Z feltéve, hogy elotte Z, 7 és annak feltételes valdszintiségét, hogy a negyedik

hizéas eredménye S feltéve, hogy elétte Z, Z, Z huzéas volt. Ez a valdszintiiség, il-
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letve feltételes valdszinliségek : , z , : , St . A Kkeresett
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Egy szabalyos dobdkockat feldobunk, majd feldobunk egy szabélyos péndarabot
10-sze annyi alkalommal, mint amennyi a kockadobas eredménye volt. Szamitsuk
ki a fejdobasok szaméanak varhaté értékét és szorasnégyzetét.

valoszintliség

Megoldds: Legyen Z; a fejdobdsok szdma, ha a kockadobds eredménye j volt és
nulla kiilonben, 1 < j < 6, legyen Z;; = 1, ha a kockadobds eredménye j és a
k-ik pénzdobas eredménye fej, 1 < j7 < 6, 1 < k < 105. Ekkor minket a Z =
6
> Z; valoszintiségi véltozé varhaté értéke és szorasnégyzete érdekel. Tovabba,
j=1
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Zj =Y Zjy. Innen, EZ = EZ;,EZ; =) EZ;; = T5 Innen, £Z = 5
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VarZ = Z Vaij + Z (EZjZk — EZjEZk). Tovabba, EZjZk = 0, mert
Jj=1 1<5,k<6
J#l
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Z;Zy, = 0 egy valoszintiséggel, ha j # k, és EZ;EZ), = ezért BEZ;7), —
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Az F(z) =1—¢e? haz >0, F(r) =0, ha 2 < 0 exponencialis eloszlds teljesiti
a kovetkezo ugynevezett orokifju tulajdonsagot: Ha & F' eloszlasi valészintiiségi
véltozd, azaz P(¢{ < x) = F(x) akkor P(§ > x+y|{ > x) = P(§ > y. Miért nevezik
ezt a tulajdonsagot orokifju tulajdonsagnak?

. Ha £ negativ binomialis valsziniiségi véltozé n = 1 paraméterrel, azaz P(§ = k) =
p*(1 —p), k = 0,1,2,..., valamilyen 0 < p < 1 szdmmal, akkor ez teljesiti az
orokifji tulajdonsag kovetkezd diszkrét valtozatat: P(€ >k +1|€ > k) = P(€ > ).
Mi ennek az azonossagnak a valdszintliségi magyarazata?

Valoszintiiségi magyardzat: Dobjunk fel egy pénzdarabot, mely az egyes dobdsok
soran a tobbi dobastdl fiiggetleniil esik p valdszintiséggel esik a fej és 1 — p valo-
szintiséggel az iras oldalra egymads utan egész addig mig meg nem jelenik egy iras
dobés. Ekkor P(¢ > [) annak a valésziniisége, hogy az elsé | dobas eredménye fej,
a P(§ > k+1|¢€ > k) pedig annak a feltételes valdszintisége, hogy feltéve, hogy az
els6 k dobés iras, akkor legaldbb [ irds kovetkezik a fejdobas megjelenéséig.

. Széamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo var-
hato értékét és szordsnégyzetét.

Megoldas: Parcialis integraldssal kapjuk, hogy
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