Az oktéber 10-i gyakorlat témaja
Rovid osszefoglalo

Eloszor a kovetkezo feladattal foglalkoztunk, mely a polinomidlis eloszlas megérté-
sét segiti.
1. Van n darab golyénk, melyeket egymastol fiiggetleniil bedobunk k darab urnaba. A
golydk az elsé urnaba p; a masodik urnaba po, ... , a k-ik urnaba p; valésziniiséggel
k
esnek, > p; = 1. Mutassuk meg, hogy annak valdsziniisége, hogy az els6 urnaba
j=1
k
m1, a masodik urndba mao, ..., a k-ik urndba my, goly6 esik, > m; =n,
j=1
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Megoldas: Széamozzuk meg a golyokat, 1-t6l n-ig, és szamoljuk meg hany kiilonb6z6
modon lehet ezeket a golydkat gy elhelyezni, hogy az els6 urnaba pontosan mq, a

masodik urndba mes, ... a k-ik urnadba pontosan mj golyot helyeziink el. Nézziik
meg, hanyféleképp vélaszthatjuk ki az elsé urnaba tett my goly6t. Az els6 golydt
n, a masodik golyét n—1, ... az mq-ik golyét n —mq + 1 féleképpen valaszthatjuk.

Ez Gsszesen n(n — 1) ---(n —mq + 1 lehetéséget jelent. Ezutdn a masodik urndba
(n—my)---(n —my — mg + 1) médon vélaszthatunk mo golyét. Tovabb foly-
tatva Osszesen n! lehetOséget kapunk. Viszont az elhelyezéseket multiplicitassal
szamoltuk. (Megkiiliinboztettitk példaul azt a valasztdst, amikor elészor a mésodik
majd az 6todik golydt tessziik az els6é urnaba attél, amikor el6szor az 6todik majd
a masodik goly6t tessziik az els6 urnaba.) Minden egyes elhelyezést mq!ma! - - - my!
multiplicitassal szamoltunk. Ezért az osszes lehetséges valasztasok szama

n!

Tovabba, egy eloirt elrendezés bekovetkezésének a valdszintisége, azaz annak hogy
megmondjuk melyik urnaba dobjuk az els6, a masodik és igy tovabb az n-ik golydt
ugy hogy mi golyét dobunk az els6, . .. my, golyét dobunk a k-ik urndba pi** - - - p**.
Innen kovetkezik az allités.

(A mult gyakorlaton egy mas médon végeztiik el a fenti Gsszeszamlalast. Az els6

unaba mi a tobbibe egyiittvéve n —mq golydt < " ) féleképpen helyezhetek el. A
my

n—m
megmaradt n—mq golyébol 1) féleképpen valaszhatok ms golyét a méasodik
ma

urnaba, és igy tovabb. Az Osszes lehetséges valasztas szama

ﬁ(n—(m1—|—"'+mj_1))_ n!
i=1 m; ml'mk'



m m
(14 +axp)" = E ™t emtk
mi,...,m nem negativ egész szamok
mi+--+mE=n

(Ezt az eredményt hivjak polinomidlis tételnek.)

Az (x1+ -+ ap)" = (x1 + -+ ) -+ (1 + - - - + 7)) szorzatban elvégezziik a

k

szorzasokat. Csak olyan x7"' ---my"* tagok jelennek meg, melyekre Zl m; = n,
]:

és egy ilyen tag egylitthatdja a megadott mennyiség az el6zo feladat megoldasa

alapjan.

Diszkrét eloszlasu valészintiiségi valtozé varhaté értékének definiciéja. Legyen
& (diszkrét eloszlasi) valdsziniségi vdltozo, amelyik megszamldalhato sok x1,xa,..., ér-
téket vesz fel. Ekkor a & valosziniségi valtozo vdrhato értéke

E¢ =) xpP(¢ =)
k=1

Valészintliségi valtozo szorasnégyzetének definicidja. Egy & valosziniségi vdltozo
szorasnégyzete Var§ = E (€ — Ef)z. Be lehet ldtni, hogy Var & = EE? — (E§)2.

3.) Feldobunk egy szabélyos pénzdarabot 100-szor egymés utédn. Szamitsuk ki a fej-
dobasok szamanak varhato értékét és szérasnégyzetét.

Megoldads: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy

100
k fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pp = ( . )2_100. Ezért a dobasok
100 7100
szaménak varhat6 értéke EE = > k:( I >2_100, ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat
k=0
100 100
megadé valdszintiségi valtozét. Tovabbd EE2 = S k:z( I )2_100, a szorasnégyzet
k=0

pedig Varé( = EE?2 — (E§)2. Ezeket az Osszegeket kozvetleniil kiszamithatjuk.
1 100 /1 99

Vatsban, k[ 00) = 100( % ), Be = 3 £ 100) 2100 = 50 5 (9) 09 =
k k-1 2\ k

k=0
99
1 1 B (114 1.2 100 — 100 = s
50 <§ + 5) = 50. Tovabba, k < 1 ) = [k(k 1)+k]( k ) = 100-99 (k—2)+

100 1 98 /98 1 99 /99
100- B2 =2.100-99- 2798 4+ ~.100- 2799 — 95.99 4+ 50
(99)7 : 4 k:O(k) +2 kgo(k) o0

Var¢ = EE? — (E€?%) = 25.

Val6jdban a vizsgalt varhatd értéket és szérdsnégyzetet egyszelibben is kiszamit-
hatjuk néhany fontos eredmény segitségével, melyeket most felidéziink.

Tétel. Ha & diszkrét értéki valdsziniiségi vdltozo, P(§ = x) = pr, k= 1,2,..., f(x)
valamilyen figguény, akkor Ef(&) = > prf(zk).
k=1
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Tétel. Ha &1,...,&, valdsziniségi vdltozok ugyanazon a valdsziniségi mezon, akkor
El +-+&)=E&+ -+ By

Megjegyzés; Ez az eredmény tetszoleges valdszintiségi valtozokra igaz. Nem koveteltiik
meg példaul azt, hogy az osszeadanddk fliggetlenek legyenek.

Tétel. Ha &y, ..., &, figgetlen valdszinidségi valtozok, akkor Var (§1+---+&,) = Var&; +
-+ 4 Varg,.

Tétel. E(af +b) = aE¢ + b, Var (aé + b) = a*Var & minden valds a és b szdmra.

Mdsoik megoldds: Vezessiikk be a &; valdszinliségi valtozdkat, {; = 1, ha a j-ik
dobés eredménye fej ; = 0, ha a j-ik dobéds eredménye iras, 1 < j < 100. Ekkor
100 100 100
a fejdobasok szama £ = > §;, B = Z E{'], Var = Z Var&;. Mivel E¢; = 3,
j=1 =1 =1

Efj2 = 2, Varé; = 3, 1 < j <100, ezert B¢ =5 -100 = 50, Var ¢ = 4 - 100 = 25.

4.) Feldobunk egy Szabalyos dobdkockat 100-szor egymés utan. Tekintsiik a dobasok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az 0sszegnek

a.) Varhaté értékét,

b.) Szérasnégyzetét.

A negyedik feladat hasonléan targyalhaté. Ekkor annak valdsziniiségét, hogy a
dobéasok iisszegének értéke egy adott szam rendkiviil faradsagos lenne kiszamolni. Vi-

szont a masodik moddszer egyszeriien alkalmazhaté ebben az esetben is. Legyenek
M, --,Moo figgetlen valészintiségi véltozok, melyekre P(n; = k) = &, 1 < j < 100,

100 100
1 < k < 6. Ekkor a kiszamitand6 varhaté érték és szérasnégyzet £ > n; = Z En;,
Jj=1 Jj=1
100 100
Var Y  n; = Y Varn,. (A mésodik reldcié felhasznélja a tekintett valdszintiségi vélto-
=1 =

76k fiiggetlenségét) Enj = §(142434+4+5+6) = 3.5, En? = §(1+4+9416+25+36) =
%1, Varn; = 12, E¢ =350, Varé = 3500

Hazi feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk szazszor egymaés utan. Tekintsiik a paros
dobédsok eredményeinek az Osszegét. (Azaz a paratlan dobdsok eredményét nem
vessziik figyelembe, a tobbi dobas eredményét pedig Osszegezziik.) Szamitsuk ki
ennek az Osszegnek a varhaté értékét és szorasnégyzetét.

5. Egy kulcs-csomén van harminc szadmunkra megkiilonboztethetetlen kulcs, melyek
kozill az egyik nyitja a zarat. Véletlenszerlien egymés utan kiprébaljuk a kulcsokat,
egészen addig, amig sikeiil kinyitni a zarat. Mi a sziikséges kisérletek szamanak a
varhato értéke és szérasnégyzete?

Megoldas: Jelolje € azt a valdsziniiségi valtozot, mely k-val egyenl6 akkor, ha a k-ik

1
kisérletre sikeriil kinyitni a zdrat. Ekkor P({ = k) = 307 1 < k < 30. A minket



30 1 30-31
érdeklé mennyiségek E¢ = > k— = = 15.5, és Varé = EE? — (E¢)?,
=730 T 2.30
1 30 30-31-61 31-61
Be2— — S 2= - .
=3 6-30 6



