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Rovid osszefoglalo

Beszéljiik meg a valdszintiségszamitas talan legfontosabb eredményét illetve annak
néhany alkalmazasat.

El6szor vezessiik be a standard normaélis eloszlas és stlirtiségfiiggvény definicidjat és
foglamzzunk meg egy eredményt ezzel kapcsolatban.

Standard normalis eloszlas és stlirtiségfiiggvény definicidja. Fgy & valosziniségi
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vdltozo standard normdlis eloszldsi, ha P(§ < x) = ®(x) = — 2 qu. Ezen
oo V2T
1
O(x) eloszlds p(u) = e~ /2 siiriséqfiigguényét a standard normdlis stiriiséqfiigg-

V21

vénynek hivjak.

Tétel. A standard normadlis eloszldsfiigguénynek nevezett
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1. Egy £ standard normalis eloszldsi valészintiségi valtozo varhato értéke nulla, szé-
rasnégyzete egy, azaz
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Centralis hatareloszlastétel. Legyenek &;, j = 1,2,... fuggetlen egyforma eloszldsi
valdszintiségi vdltozok sorozata, EE; = m, Varéy = 02, S, = > §,n=12,.... Ekkor
j=1
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minden —oo < x < 00 Szdmra.

Annak érdekében, hogy a centralis hatareloszlastételt jol tudjuk alkalmazni targyaljuk
meg kiilon a kévetkezo egyszerii feladatot.

2. Ha ¢ standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo, akkor P(§ < —x) = P(€ >
x)=1—®(x), P(|¢|<z)=Pl<z)—P<—z)=2P¢<z)—1=20(z) — 1,

ha z > 0, ahol ®(x) = — e~ /2 du a standard normalis eloszlasfiiggvény.
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3. Tekintsiink egy szabdlyos pénzdarab 10 000 egymads uténi (fiiggetlen) feldobasabdl
szarmazé fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a centrédlis hatareloszlastétel segit-
ségével annak valdszintiségére, hogy a fej-dobasok szdméanak eltérése a vart 5000
szamtol legaldabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér!

Megoldds: Vezessiik be a §;, < j < 10 000 valdszintiségi valtozokat, melyekre §; = 1,
ha a j-ik dobds eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds. Ekkor ¢;,
1 < j < 10 000 fiiggetlen valdszinliségi valtozdk, FE{; = %, Var§; = i, és a
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becslést adnunk. A centralis hatareloszlastétel szerint P >u | ~
1/10000 - £

1 — ®(u). Innen kapjuk, hogy az elsé valésziniiség kiszamitasdhoz az u = £ %

100 —
+2 értékeket kell tekinteni, és a vizsgdlt valészintiség kozelitoleg (1 — ®(2)) +
O(—2) = 2(1 — P(2)) ~ 2(1 —0.97720) = 0.0456. A masodik valésziniiség ha-
sonldéan koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0, (az els6 4 tizedesjegy 0).

4. Szamoljuk ki egy (1,p) paraméterii £ negativ binomidlis eloszlasi valdsziniiségi

valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét. (Azaz P(& = k) = (1 —p)p*~L, k =
1,2,...).

Ha & (1,p) paraméter(i negativ binomiélis eloszlast valésziniiségi véltozo, akkor
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. Vegylink egy olyan pénzdarabot, mely — valdszintiséggel esik a fej és — valdszinii-

séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdszintisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680
1430 kiizé esik? Adjunk erre a valészinliségre jo kozelité becslést.

Az elvégzett dobasok szama negativ binomidlis eloszlast valdszintiségi valtozd n =

1200, p = 3 paraméterekkel, és egy ilyen valdszintiségi valtozonak ki lehet szamolni

a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket milyen valdszintiséggel vesz fel.
Elvileg, ez lehetoséget ad a kivant valdszintiség kiszamitasara egy bonyolult Gsszeg
kiszamitdasénak a segitségével. Ennél hasznosabb becslést tudunk kapni a kovetkezo
érvelés segitségével, mely a kivant valdsziniiséget j6 pontossiaggal kiszamitja a
centralis hatareloszlastétel segitségével.

Jelolje &;, 2 < j <1200 a j — 1-ik és j-ik fejdobdas kozotti dobasok szamat (a j-ik
fejdobést beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok kozé), és

legyen &; az els6 fejdobdsig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobédsok szama. Ekkor a
1

§; valoszintiségi valtozok fliggetlenek, negativ binomidlis eloszldsiak n =1, p = 3
paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1+ - -+ &1200 < 1830) valdszintiség érdekel.
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Megmutattuk a 4. feladatban), hogy E¢; = ﬂ =3 Var§; = ﬁ =1
Ezért a centrdlis hatareloszlastétel alapjan n = & + - -+ + &1200 jeloléssel minket
2P (—4< n — 1200E&;
v 1200Var &

n — 1200E¢;

v/ 1200Var &;

< 1) valészintiség érdekel. A centralis hatareloszlastétel

alapjan P | —4 < < 1) ~®(1)+P(4) -1~ P(1).

Hazi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastél fiiggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelitoé becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 420 és 720 kozé esik.

Segitség: Vezessik be a {; = 2, ha a j-ik dobds eredménye 2 ; = 4, ha a j-ik
dobas eredménye 4, §; = 6, ha a j-ik dobas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobés
2700
eredménye 1, 3 vagy 5, 1 < j < 2700. Ekkor minket a P | 420 < ) & < 720
j=1
valoszinliség érdekel. Szamitsuk ki a &; valdszinfiségi valtozék varhatéd értékét és
szorasnégyzetét, és alkalmazzuk a centrdlis hatareloszlastételt.

. Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasi valoszintiségi véaltozo var-
hato értékét és szordsnégyzetét.



Megoldas: Parcialis integraléssal kapjuk, hogy
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. Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasu A = 0 paraméterrel.

(A lampék élettartamanak exponenciilis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 éra.

Jelolje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(&1+---+&100 > 1150)

valészintiségre kell jo becslést adnunk, ahol az Osszegben fiiggetlen exponencidlis

eloszlasu valdszintiségi valtozok szerepelnek A = % paraméterrel. Vezessiik be az

n==E& + -+ &ioo jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE¢ = % = 1000, Varn = % =
1

10000 (m = 100 és A = 0 vélasztéssal). Ezért a centrélis hatareloszlastétel sze-

n—FEn  n—1000
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véaltozo, és P(§1 + - - + €100 > 1150) = P (

rint jo kozelitéssel standard normélis eloszlastu valdszintiségi
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> 1.5) ~1—®(15).



