A november 21-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

1. Egy édllamban, (nevezziik az egyszeriiség kedvéért Floridanak,) 5 000 000 valaszté
valaszt két part (hivjuk ezeket mondjuk republikdnus és demokrata partnak) jelltje
kozott. Tegylik fel, hogy a valasztok egymastol fiiggetleniil % valoszintliséggel va-
lasztjak valamelyik part jeloltjét. Mi annak a valdszintlisége, hogy a két jelolt altal
Osszegylijtott szavazatok kiilonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Az egyik jeloltre leadott szavazatok szama kozelitoleg normaélis eloszlast %~5 000 000
varhato értékkel és % -5 000 000 szérasnégyzettel. Annak a valdszinlisége, hogy
a két jeloltre adott szavazatok kiilonbsége kisebb mint 300 megegyezik annak a
valoszinliségével, hogy az egyik jeloltre adott szavazatok szama a szavazatok varha-
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Megjeqyzés: Erdemes megjegyezni, hogy igaz a centrdlis hatareloszlas tétel ko-
vetkez6 lokdlis valtozata is a binomidlis eloszlasra. Ha & binomidalis eloszlasu
valoszinliségi valtozo n és p paraméterekkel, akkor £ varhatd értéke mn = np,
. ) , £—nm _k—nm
szérasnégyzete no® = np(l — p), és P(§ = k) = P< = ) ~
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dard normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye. Az el6bb tekintett esetben n =5 000 000,

p = %, —150 < k < 150, valoszintiségeket kell kiszamitani, és k-ra Osszegezni.
Ebben az esetben a normalis stirtiségfiiggvényt a nulla kozelében kell venniink, és
6 1

a kivant valdszintiésegre jo becsés .

00~ — ~ —.
1v/2m - 5000000 10v/10mr 10

2. Megjegyzés: Valéjaban az elsé feladatban targyalt modell némileg irrealis.
Altaldban vannak csoportok, melyeknek azonos a véleményiik. Tegyiik fel, hogy a
kiilonbo6z6 csoportokban levé emberek véleménye fiiggetlen, de az egyes csoportok-
ban levé emberek véleménye megegyezik. Kérdés: Hogyan befolyasolja ez a tény
annak valdszintiségét, hogy rendkiviil szoros valasztasi eredmény sziilessen? Be
fogjuk latni, hogy e tény figyelembevétele csokkenti a szoros vélasztasi eredmény
valészintliségét.

A fenti kérdés azzal fligg Ossze, hogy ha kiillonb6z6 embereknek azonos a vélemé-
nyiik, akkor az egyik jeloltre leadott (véletlen, kdzel normalis eloszlasi) szaméanak
a szérasa n6 vagy csokken. A feladatot gy is reprezentalhatjuk, hogy egyes cso-
portokbdl kijeloliink egy embert, az annyi szavazatot ad le, mint amennyi a csoport
tagjainak a szdma, a tobbi ember nem szavaz. Az, hogy ebben az esetben nem
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valtozik az egyik jeloltre leadott szavazatok varhaté értéke, de novekszik annak
szorasa, kovetkezik az alabbi feladat eredményébdol.

. Legyen &q,...,&, flggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk sorozata,
melyeknek nem ismerjiik a varhaté értékét. Léassuk be, hogy e valdszintiségi valto-
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valészintliségi valtozo varhaté értékének torzitatlan becslése, melynek szérdsnégy-
zete akkor a legkisebb, ha a1 =as = -+ = a,.
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Megoldds: Ek:,i = k=1 = FE&, és ez jelenti azt, hogy a vdrhatd érték
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Ezért, ha a1 = ay = --- = a,, akkor Var ——— = . Masrészt, az
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az altalanos esetben.

. A mult 6ran lattuk, hogy ha egy a [, + 1] intervallumban egyenletes eloszldsi
valoszinliségi valtozo varhaté értékét akarjuk becsiilni dgy, hogy a legnagyobb és
legkisebb megfigyelt mintaelem atlagat vessziik, akkor kisebb szérasu torzitatlan
becslést kapunk a varhato értékre mint az 0sszes valoszinliségi valtozo atlaga. Miért
nem mond ellent ez az eredmény a el6z6 feladat eredményének.

. Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastél fiiggetlen idGtarta-
mig mikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasi. Azt a hipotézist akar-
juk ellendrizni, hogy a lampék élettartama legaldbb 10 éra, azaz az exponencidlis

eloszlas paramétere kisebb vagy egyenlé mint A = 10 Egy termet bevilagitunk ezen



ldmpak valamelyikével, majd amikor az kiégett j lampat hasznalunk fel. Megfi-
gyeljiik, hogy mennyi a lampak Osszélettartama. Ennek alapjan akarjuk eldonteni,
hogy hipotézisiink helyes-e. Természetes tigy donteni, hogy amennyiben a lampak
elég sokdig égnek, akkor elfogadjuk a hipotézist, ha pedig nem akkor elutasitjuk.
Mekkora élettartam esetén fogadjuk el a hipotézist, ha azt akarjuk, hogy a hipotézis
teljesiilése esetén legalabb 0.95 valésziiséggel fogadjuk azt el. (A matematikai
statisztika szokasos terminoldgiajaval ezt a kovetelményt tgy fogalmazzak meg,
hogy az els6fajui hiba legyen kisebb mint 0.05.)

Jelolje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100, és adjunk jo becslést P(&; +
-+ &100 > x) valdszinliségre ha az Osszegben fliggetlen exponencidlis eloszlasu

valoszinliségi valtozok szerepelnek \ = % paraméterrel. (Ez a hipotézis teljesiilése
esetén a a legkellemetlenebb eset.) Vezessiik be az n = &1 + - -+ + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE§& = % = 1000, Varn = % =
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10000 (m = 100 és A = — valasztassal). Ezért a centrélis hatéreloszlastétel sze-
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véltoz6, és P(&; + - + €100 > x) = P (7\7/\% > x) ~1—d (1% - 10). Ezért

természetes az x szintet gy vélasztani, hogy 1 — ¢ (1i —10) = 0.95, és ha
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az Osszélettartam nagyobb mint ez a szint akkor elfogadjuk a hipotézist. Innen

x x
<I><1 ——>=1—<I><——1>=. . Mivel ®(1.645) ~ 0.95, ezért x — 835.5.
0 100 100 0 0.95. Mivel ®(1.645) ~ 0.95, ezért x = 835.5

. Ellendrizni akarjuk, hogy egy pénzdarab szabalyos-e. Feldobjuk a pénzdarabot
10 000 alkalommal. Milyen dobaseredmény esetén fogadjuk el a pénzdarabot sza-
balyosnak, ha azt akarjuk, hogy a jo pénzdarabot legalabb 0.95 valdszintliséggel
fogadjuk el jonak?

Legyen ¢ a fejdobasok szdma. Akkor fogadjuk el a pénzt szabalyosnak, ha [£ —
5000| < k, és a k szdmot ugy vélasztjuk meg, hogy P(|¢ — 5000 < k) = 0.95.
E¢ = 5000, Var £ = 2500, ezért a centralis hatareloszlastétel alapjan azt koveteljiik
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h Pl —5000] < k) =P <— | ~20—) — 1. Ezért

meg, hogy P(lt <k ( Varé = 50 50 aert a
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20 (%) — 1 = 0.95 egyenletet kell megoldani. Innen & (%) = 0.975, és mivel

®(0.975) ~ 1.96, k = 98.

. Legyen £ olyan valészintiségi véaltozo, melynek eloszldsfiiggvénye, az F'(z) = P(£ <
x) fiiggvény, folytonos szigorian monoton né valamilyen a < z < b intervallum-
ban, mely intervallum végpontjai teljesitik az F(a) = 0 és F(b) = 1 feltételt.
Ekkor az n = F(§) valdszintiségi véaltozé a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi
val6szintliségi valtozd, azaz P(n < z) = x minden 0 < x < 1 szamra. Megforditva,
ha 7 egyenletes eloszldst valészinliségi valtozo a [0, 1] intervallumban, és az F~1(+)
fiiggvény az F(z) eloszlasfiiggvény inverze, akkor az F~1(n) valészintiségi valtozé
F(z) eloszlésu.



Megoldds: Legyen & F eloszldsu valdsziniiségi véltozé. Ekkor P(n < x) = P(F(§) <
z) = P(E<FYz)) = F'(F(z)) = z minden 0 < z < 1 szdmra, és ez az
azonossag az elsd bizonyitandé allitdas. Mésrészt ha £ egyenletes eloszlasu a [0, 1]
intervallumban, akkor P(F~1(n) <)) = P(n < F(x)) = F(x).

Megjegyzés: FEz az allitas altalanosithaté alkalmas médon arra az esetre, amikor
az F eloszlasfiiggvény nem feltétleniil szigortian monoton né. A feladat eredménye
szamunkra a kovetkezo miatt érdekes. Tipikus statisztikai feladat annak a vizsga-
lata, hogy egy n elemli minta F'(z) eloszldsi-e, azaz fiiggetlen, egyforma eloszlasi
&1,...,&, valészinliségi véaltozok F(z) eloszlasiak-e. Ez a kérdés ekvivalens az-
zal, hogy az np, = F(&) valoszintliségi valtozék egyenletes eloszlastak-e a [0, 1]
intervallumban. Tehat elegendé annak a vizsgalataval foglalkozni, hogy egy minta
egyenletes eloszldsi-e a [0, 1] intervallumban.

Tovabbi vizsgalandé kérdések:

Megfigyeliink egy n elemii mintat, azaz n darab fggetlen egyforma eloszlasi valo-
szintiségi valtozot. Hogyan ellendrizziik, hogy a minta elemei F' eloszlasiak-e?

Egy dobdkockardl szeretnénk eldénteni, hogy szabdlyos-e. Feldobjuk sokszor egy-
mas utan. Azt varjuk, hogy ha a kocka szabdlyos, akkkor koriilbeliil egyforma
sokszor esik minden oldalara. Egy effektiv dobassorozat esetén mikor természetes
ugy tekinteni, hogy ez a tulajdonsag teljesiil?



