A december 5-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

A matematikai statisztika rendkiviil fontos témai a becsléselmélet, a hipotézis-
vizsgalat és konfidenica intervallumok meghatirozasa. A gyakorlat utolsé két orajan
ezzekkel a témakkal foglalkozunk. Ennek a gyakorlatnak a témdja a becsléselmélet. A
tipikus becsléselméleti problémék a kovetkezo jellegtiek.

Adott fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszinliségi valtozok egy &1, ..., &, sorozata,
melyek eloszldsa valamely Fy(-) eloszlasfliggvény valamilyen ismeretlen ¢ paramé-
terrel. Becsiiljiikk meg ezt a ¢ paramétert, azaz az Fy(-) eloszlasfiiggvényt minél job-
ban. Formalisan, definidljunk olyan T),(z1, ..., ;) n-valtozés fiiggvényt, melyre a
megfigyelt véletlen &1, . .., &, sorozat segitségével kiszdmithaté J,, = T, &1y, &)
valészintliségi valtozo valamilyen értelemben jol kozeliti az ismeretlen ¥ paramétert.

Vizsgélhatjuk azt az altaldnosabb problémét, amikor az ismeretlen Fy, g, () el-
oszlasfiiggvény k ismeretlen 1, ..., 9 paramétertdl fiigg, (ahol k valamely rogzitett
egész szam,) és becsiiljiik meg az Gsszes ¥4, . .., Y paramétert. El6fordulhat olyan
eset is, amikor ezen ismeretlen paraméterek koziil csak néhanyat akarunk meg-
becsiilni, de nem mindegyiket. Az ilyen jellegli problémakat nevezziik paraméteres
becslési problémanak. Elofordulhat, hogy a koévetkezd probléméval foglalkozunk.
Adott fliggetlen, egyforma eloszlasa valdszintliségi valtozok egy &1, ..., &, sorozata,
melyek eloszldsa valamely ismeretlen F'(-) eloszlasfiiggvény. Jelen esetben nem
tudunk semmit az ismeretlen eloszlasfiiggvényrol. Becsiiljiik meg a &, valészintliségi
valtozok varhaté értékét, szérasnégyzetét vagy az eloszlasat. Az ilyen problémakat
hivjak nem paraméteres becslésproblémanak.

El6szor tekintiink néhany példat.

1. Egy pénzdarabot sokszor egymas utan feldobunk. Becsiiljiik meg annak a valdszi-
niiségét, hogy a pénzdarab a fej-oldalra esik.

frjunk 1-t fejdobas és 0-t irdsdobds esetén. Ekkor a probléma formalisan a kovetkezd
moédon fogalmazhat6 meg: Adott fiiggetlen B(1, p) eloszldst (binomidlis eloszldsi, 1

és p paraméterekkel), valdszintiségi valtozdk &1, ..., &, sorozata (az egyes dobasok
eredményei), ahol a p paraméter ismeretlen. Becsiiljitk meg ezt az ismeretlen p
paramétert.
1 2 1 2
A természetes becslés, p,, = - > &k, azaz Ty (21, ..., 2p) = - kz z1. Ekkor
k=1 -1

. 1 « A fejdobéasok szama
k=1

A nagy szamok torvénye szerint p,, = p, ahol = sztochasztikus konvergenciat jelol,
azaz lim P(|p, —p| > ¢) — 0 minden ¢ > 0 szdmra.
n—oo

2. Arra vagyunk kivancsiak, hogy egy dobdkocka milyen valdszintiséggel esik kiilon-
b6z6 oldalaira. Ennek meghatarozasa érdekében a dobdkockat feldobjuk sokszor,
és megjegyezziik, hogy a kiilonboz6 dobasok soran melyik oldalara esett a kocka.
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Formalisan megfogalmazva a probléma a kovetkezd: Adott F),, . ., eloszlassorozat,
(ez az eloszldscsalad valgjaban csak 5 paramétertdl fiigg, mert a p; + -+ pg = 1
relacié teljesiil.) gy, hogy egy Fj, .. p, €loszlast £ valdsziniiségi valtozéra P(§ =
Jj) = pj, j = 1,2,...,6. Becsiiljiikk meg az ismeretlen p; paramétereket. A
természetes becslés a kovetkezo:

A j eredményli dobasok szama,
py =2 Y . 1<j<6.
n
Formalisan, p; = T;(&1,-..,&n), 1 < j <mn, ahol
a j értékek szama az x1,..., T, sorozatban

Ti(x1,...,2,) =
]( 1 n) n
A nagy szdmok torvénye alapjan érvényes a p; = p;j, 1 < j < 6 relacié, ahol =
sztochasztikus konvergenciat jelol.

E feladat egy modositott valtozata: Az el6z6 problémat tekintjiik, de minket csak
az érdekel, hogy milyen valészinliséggel esik a kocka a hatos oldalra. Ez egy
természetes példa arra, amikor egy tobb paramétertdl fiiggd eloszlascsaladot fi-
gyeliink meg, de minket csak néhany, (jelen esetben egy) paraméter értéke érdekel.

. Ledobunk egymdstdl fiiggetlentil n pontot, melyek egy [, 9+ 1] intervallumba esnek
egyenletes eloszldssal, azaz annak valdszintlisége, hogy egy pont a [0, + 1] egy
részintervalluméba esik megegyezik ennek az intervallumnak a hosszaval. Jelolje
&1, ..., &, aledobott pontok helyét. Becsiiljiik meg ezek ismeretében az ismeretlen
¥ paramétert.

Errol a feladatrél mar volt szé a november 14-i gyakorlaton. Megbeszéltiik, hogy

- | o
két természetes becslés jelenik meg. Az egyik: 9,, = M —5 8 masik 1¥,, =
n
* * 1
Sl 3’ ahol & < & < --- <& a&y,. .., &, (véletlen) szdmok nagysag szerinti
n

sorrendbe rakva. (Ezt hivjdk az irodalomban rendezett mintdnak.) Lattuk, hogy
mind a két becslés jo, de a masodik becslés jobb az elsénél a kovetkezo értelemben:
EV, = 9, és EY, = ¥, azaz mind a két becslés varhaté értéke megegyezik a
keresett paraméterrel. Viszont a varhaté érték koriili ingadozast természetes moédon
mérd szérdsnégyzetekre a kovetkezd reldcié érvényes: Var 9, = T2 és Vard,, =
) n
2(n+1)(n+2)
. Legyen egy lampa élettartama exponencialis eloszlasu valészintiségi valtozo isme-
retlen \ paraméterrel, azaz f(z) = Ae %, ha x > 0, és f(z) = 0, ha x < 0.
Megvizsgéljuk n ldmpa élettertamét. Ezek (egymastdl figgetlen) &q,...,&, ex-
ponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozok A paraméterrel. Becsiiljik meg a A
paramétert.

. Ezért Var 1§n > Var 1§n minden n > 2 szamra.

Els6 ranézésre nem tudunk kitaldlni egy természetes becslést erre a A paraméterre.
Természetes kivansag egy olyan altaldanos elv megfogalmazasa, mely az altalanos
esetben, példdul erre a problémara is egy jo mddszert ad egy ismeretlen paraméter
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becslésére. Ilyen modszer az alabb ismertetett maximum likelihood moédszer. Ez
altalanos elvet fogalmaz meg ismeretlen paraméter(ek) becslésére. Méasik jé tulaj-
donsaga a maximum likelihood moédszernek az, hogy bizonyos itt nem ismertetett
eredmények azt mondjak ki, hogy a maximum likelihood mddszer altalanos feltéte-
lek esetén nagy mintaelemszam esetén aszimptotikusan optimalis eljarast nyujt.

Maximum likelihood mdédszer. Legyen adva eloszlasfiggvényeknek egy A vagy véges
sok (A1,..., k) valds szamal paraméterezett csaldadja, melyeknek van

fk(x) :f(/\,l’) vagy f)\ly-“,)\k(x):f(A17"'7Ak/7x)7 —00 <z < 00,

alaki striségfigguényik. Legyen &1,...,&, fuggetlen, egyforma eloszldsu valoszintsé-

gi valtozok sorozata ezzel az fa(x) = f(A, ) vagy f(A1,..., A\, ) striségfiggvénnyel

az ismeretlen A paraméterrel vagy ismeretlen (A\1,...,\x) paramétercsaldddal. Ekkor
n

a &1,...,&, sorozat egyiittes siriségfiggvénye az f(N x1,...,2,) = [ f(A z;) -
j=1

letve az (A1, s Ak @1ye. ey Ty) = H F(A1, -0 Mg, xj) n-dimenzids striségfigguény.

Helyettesitsuk be ebbe a pammeterektol figgd striségfigguénybe a megfigyelt &4, ..., &,
valosziniségi vdltozokat, azaz tekintsik az

FOq, A &1y, 6n)  dlletve az f( A1, Ak, &1y -2 En)

valdszintiségi vdltozét. Azt mondjuk, hogy a N&i,...,&n) (véletlen) szdm mazimum
likelihood becslése a A paraméternek, a 5\j (&1,..,&n), 1 < j <k, (véletlen) k dimenzids
vektor mazximum likelihood becslése a (M1, ..., ) vektornak, ha ez a szdm illetve vektor
(lokalis) mazimuma az f(\ &1,...,&,) dlletve az f(A1,..., Ak, &1, .-, &n) fligguénynek
rogzitett £1,...,&, szamra.

Megjegyzés: A mazimum likelihood becslésben lehet a striiségfiggvény mazximuma
n

helyett annak logaritmusdt vizsgdini, azaz alog f(A,&1,...,&n) = D log f(N, &), illetve
j=1

n

alog f(A1, .., Ak, 61,5 6n) = D log f( A1, ..., Ak, &) fiigguény mazimumdt keresni.
Ez a

Zdlogf)\ﬁj _0

egyenlethez, illetve az

ilogf()‘h;)\kag])zo 1<]<l€

N,

j=1

egyenletrendszerhez vezet.



2. Megjegyzés: A maximum likelihood becslés maodszer természetes modon megfogal-
mazhato abban az esetben is, amikor a wvizsgdlt eloszldsfiiggvénycsaldad eloszlasfiggué-
nyeinek nincs suriségfugguényik, hanem példdul racsos eloszlasuak. Ebben az esetben,
ha az eloszldsok bizonyos m értékeket vehetnek fel px(m) = p(X\,m) vagy px,,..a.(m) =

p(A1, ..., Ak, m) valdszindiséggel, (Zp()\ m) = 1, illetve Zp()\l,.. y Ak, m) = 1.) Meg-

figyeliink egymastol fiiggetlen §; = m], 1<7<n, ertekeket és a maximum likelthood elv

alapjin a H p(A,m;), illetve H p(A1, ..., Ak, ,m;) kifejezés maximumdt ado X illetve
j=1 j=1

j\j, 1 < j <k, értékek adjik meg a maximum likelihood becslést.

Szamitsuk ki, hogy milyen becslést sugall a maximum likelihood mddszer a most
vizsgalt probléma esetében.

Jelen esetben a (&1,...,&,) vektor siiriiségfiiggvénye a

fliggvény. Ennek logaritmusa az nlog A\—\ ) z; fiiggvény. Ezért a maximum likelihood

k=1
n

moédszer az Z ¢ egyenlethez és a A,

An i=1 Z £
j=1

becsléshez vezet. Jegyezziik meg,

1
hogy egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozo varhato értéke X

Ezért a nagy szamok torvénye azt adja, hogy An = A

Nézziik meg milyen becslést sugall a maximum likelihood méddszer a korabban
targyalt problémakban. Az elsé feladatban, amikor egy pénzdarab fej oldalara vald
eséseének a valoszintiségét kell becsiilniink, jeloljiik k-val a fejdobasok (véletlen) szamét
n dobas esetén. Ekkor p paraméter esetén annak a valdsziniisége, hogy pontosan k fej-

dobds kévetkezett be P,(k) = yn—k

i , ennek logaritmusa pedig log P,(k) =

const. (klogp + (n — k)log(1 — p)), ahol a const. fiigghet a k szamtdl, de nem fiigg
az ismeretlen p paramétertol. Ezért a maximum likelihood mddszer altal sugallt a p
k n—k
X ﬁn 1 ,_ ]an
vezet. Ez az eredetileg megadott becslés.

n)p’“(l —p

paraméter szerinti derivalas a = 0 egyenlethez, és a p, = — becsléshez
n

A masodik feladatban hasonlé a helyzet. Annak a valészintisége, hogy k; j-es dobas
kovetkezik be n kisérletben, 1 < j <6, ki +---+ kg = n, pj, 1 < j < 6 esetében

n! k k n! k k k
Pp1,...,p6 — 4]{:1! -..k;G!pll ...p66 — mpll "‘p55(1 —pp— - —p5) 6
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E kifejezésben logaritmust véve, majd az igy kapott kifejezésnek véve a parcidlis de-

rivaltjat a pq,--- , ps valtozok szerint kapjuk a
Bk <<,
Djn 11— Pin — " —DPs5n
egyenleteket. Ezeket az egyenleteket dsszehasonlitva (és felhasznalva, hogy az egyenletek
5 k.
jobboldala nem fiigg a j indextél) kapjuk, hogy ]A)J—n = k—J minden 1 < 7, s < 6 szamra,
s,n s
azaz Cpjn, = kj, 1 < j < 5, valamilyen ismeretlen C konstanssal. Ezt beirva az
6
egyenletekbe kapjuk, hogy k¢ = C — (k1 + - - - + ks5), ahonnan mivel ) k; =n, C =n,
j=1
k.
és Pjn = —2 . Azaz a maximum likelihood médszer ebben az esetben is az eredetileg

javasolt becslést adja. Megjegyezziik, hogy a fenti szélséérték feladatot egyszeriibben
kiszamithattuk volna a feltételes szélséérték kiszamitasara kidolgozott Lagrange féle
multiplikdator médszerrel.

A harmadik feladatban a (&1, .. .,&,) véletlen vektor siirtiségfiiggvénye 1, ha mind-
egyik (&1,...,&,) pont a [, 9+ 1] intervallum belsejében van, azaz ¥ < £ < £ < 9+1,
egyébként pedig zérd. Ezért a vizsgalando fliggvénynek nincs szigori maximuma. Vi-
szont szimmetriaokokbdl természetes azt a becslést tekinteni, melyre a [@n, O+ 1] inter-

| 576 , . . 848 1
| intervallumot koézépen tartalmazza, és ez a tekintett o, = G816 5 & 3

*

vallum a [£], &)

becslés.

5. Tekintsiik a kovetkezo feladatot. Megfigyeliink &4, .. ., &, fiiggetlen, azonos eloszla-
su valésziniiségi valtozokat ismeretlen F'(x) eloszlasfiiggvénnyel. Becsiiljiikk meg:

a. Az ismeretlen F'(z) eloszlasfiiggvényt,
b. A &; valésziniiségi valtozok varhaté értéket,
c. A ¢ valészinliségi szérasnégyzetét.

Ezek a feladatok tipikus példéi az igynevezett nem parametrikus becsléselméletnek.
Ugyanis nem lehet az 0sszes lehetséges eloszlasfiiggvényt természetes moédon véges
sok paraméterrel paraméterezni.

a. Az a.) esetben, az F(z) eloszlasfiiggvény becslése esetén természetes becslés az
ugynevezett empirikus eloszlasfiiggvény, azaz

~ Azon 1 <k <n indexek szdma, melyekre §, < x

F.(z) = F,(x,&,...,&,) = - ,

—oo < <oo.

Be lehet latni, hogy  sup |F,(z) — F(x)| = 0, ha n — oo minden F eloszlds-

—oo<xr<oo
fliggvény esetén. Ez az éran is targyalt eredmény azt a tényt fejezi ki, hogy az

empirikus eloszlasfiiggvény valéban jé becslése az eloszlasfliggvénynek.
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1 n
b. A varhaté érték természetes becslése M, = M, (&1,...,&n) = — > &. Nem
N k=1

nehéz belatni, hogy EM,, (&1, ...,&,) = E& . Tovabba, a nagy szdmok térvénye
alapjan M, (&1, ...,&,) = E&1, ahol = sztochasztikus konvergenciat jelol.

c. A Szérasnégyzet szokdsos becslése a kovetkezd becslés: D2 = D2(&4,...,&,) =
1 n
- (& - M,)?, ahol az M, = M,(&,...,&,) szémot az elézéekben
n—1Llg=
definialtuk. Talan meglepd, hogy ebben a képletben n — 1-gyel osztottunk és
nem n-nel. Ennek egyébként nagy n mintaelemszam esetén kicsi a jelentésége.
Ennek oka az, hogy mint azt némi (nem nehéz) szdmolds mutatja, ezzel a
valasztassal ED2?(&q,...,&,) = Var&. Némi tovabbi szdmolds azt is mu-
tatja, hogy lim Var D2(&;,...,&,) = 0. Ezekbdl az eredményekbdl, illetve
n—oo

a Csebisev egyenlétlenségbél kapjuk, hogy D2 (¢y,...,&,) = Var&;, ahol =
sztochasztikus konvergenciat jeldl.

Végiil megfogalmazunk néhany fontos fogalmat, elvet, melyek fontosak a becslésel-
méletben.

Legyen adva F)(z), valszintiségi eloszlasok egy csaladja, és adott n-re £1,...,&,
fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozdk sorozata, F'y eloszlassal, ahol A is-
meretlen paraméter. Azt mondjuk, hogy egy n-valtozds T'(z1,...,x,) = Tp(x1,...,2p)
fiiggvény becslést ad az ismeretlen A paraméterre, ha az ismeretlen A paramétert a
An = (€1, &) = To(Eq, ..., &) valdszintiségi véaltozo segitségével becsiiljiik meg.
A S\H, illetve e valdszinliségi valtozo fliggvényeinek eloszldsa fligg az F\ eloszlastol,
ezért a \ paramétertol. Ezt jelolendd, a tovabbiakban Py-val fogjuk jelolni azokat a
valésziniiségeket, melyek az F)\(-) eloszlasu &1, ..., &, valészinliségi valtozoktol fligg.

Becslések konzisztencidja. Az elobb bevezetett jeloléseket haszndlva azt mondjuk,

hogy a Ty (z1,...,xn), n=1,2,..., becsléfiggvények konzisztens becslést adnak, ha
Ay = Tn(&1,---,&n) = A minden \ paraméterre,
ahol = sztochasztikus konvergencidt jelol, azaz lim Py <|;\n — Al > E) = 0 minden
n—oo

lehetséges A paraméterre és € > 0 szdmra.

Becslés torzitatlansdganak definicidja. Az eldbb bevezetett jeloléseket haszndlva azt
mondjuk, hogy a Ny, = A\p(&1,...,&n) = Th(x1, ..., x,) becslés torzitatlan, ha

ExAn(&1,.-,&) =\ minden A\ paraméterre.

AN, = ;\n(fl, oy &n) = Th(xy, ... xy) becsléssorozat, n = 1,2,..., aszimptotikusan
torzitatlan, ha

lim E\A,(&1,...,&,) = A minden \ paraméterre.



A becsléselméletben gyakran keresnek olyan torzitatlan A = A (&1,...,&n) becs-
lést, melyre a D, (\) = Var xA, (&1, .., &) szordsnégyzet minél kisebb. Azt mondjuk,
hogy egy torzitatlan A, becslés optimalis, ha Var xA,,(&1,...,&) < Var A, (&1,---,&n)

minden torzitatlan an (&1, ...,&,) becslésre és A paraméterre. Sok érdekes esetben van
torzitatlan optimalis becslés. Jegyezziik meg, hogy a Csebisev egyenlotlenség alapjan,
ha egy an = 5\n(§1, coy€n)y, m = 1,2,..., becsléssorozat aszimptotikusan torzitatlan,
és nh—{go Var )\S\n (&1,...,&,) = 0 minden A paraméterre, akkor ez a becslés konzisztens.

(Miért?) A maximum likelihood becslés nagyon Aaltalanos feltételek mellett teljesiti
ezeket a tulajdonsagokat.



