A december 12-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Ezen a gyakorlaton hipotézisvizsgalattal és konfidencia intervallumok meghataro-
zasaval foglalkoztunk. El6szor néhany hipotézisvizsgalati problémat targyalunk, majd
bevezetjiik a hipotézisvizsgalat néhany fontos fogalmét.

1. Azt gondoljuk, (kissé hivatalosabb vagy ha tgy tetszik tudomanyosabb nyelven azt
mondjuk, hogy az a hipotézisiink), hogy egy pénzdarab szabdlyos. Ellenérizziik ezt
a hipotézist.
A természetes és gyakorlatban hasznalt médszer abban &ll, hogy feldobjuk a pénz-
darabot sokszor, és ha a dobasok koriilbeliil fele fej, akkor elfogadjuk a hipotézist,
ha nem, akkor elutasitjuk. De mit jelent az, hogy koriilbeliil a fele? E kérdés
tisztazasaban a centralis hatareloszlastétel nydjt szamunkra segitséget.
Dobjuk fel a pénzdarabot n alkalommal, és jeldlje S, a fejdobdsok szamat. Ha

n

hipotézisiink teljesiil, akkor ES,, = 5 Var S,, = 1 és a centralis hatareloszlastétel

n
Sy — 1

alapjén P < x| ~ ®(z) nagy n szdmra, ahol ®(-) a standard normadlis

n
4
eloszlasfiiggvényt jeloli. A dontési eljaras, amit kovetiink a kévetkezo: Eldontjiik,
hogy milyen biztonsdggal akarjuk elérni azt, hogy a hipotézis teljesiilése esetén a
hipotézist elfogadjuk. Ha eldontjuk ezt az u szintet (mondjuk, v = 0.9, u = 0.95
vagy u = 0.99, dltalaban ilyen szintet szoktak el6irni a gyakorlatban), akkor a

centralis eloszlas segitségével valasztunk olyan k szdmot, melyre

P(g—kgsngngk)Nu,

és a hipotézist akkor fogadjuk el, ha a dobésok szama g —k és g + k kzé esik.

Ellenkez6 esetben a hipotézist elutasitjuk. Ez a k szam a centrélis hatareloszlastétel

alapjén k ~ [2071(2u— 1) — 1] g Természetesen ilyen médon nehezebben tu-

dunk megkiilonboztetni egy kissé szabdlytalan pénzdarabot egy szabdlyostol mint
egy nagyon szabalytalant.

2. Egy onkormanyzat el akarja donteni, hogy egy 1t megépitését tamogatja-e a la-
kossag legalabb két-harmada, mert csak ebben az esetben kivanja azt megépiteni.
Tegytik fel, hogy az emberek valamilyen (ismeretlen) p valdszintiséggel tdmogatjdk
az Ut épitését, és azt akarjuk eldonteni, hogy ez a p valdsziniiség meghaladja-e a

2
— szamot. Ennek érdekében megkérdezziik sok ember véleményét. Hany igenlo
vélemény esetén dontiink gy, hogy megvan a kivant tamogatas?

A természetes médszer ismét a centralis hatareloszlastétel alkalmazasa. Szamitsuk
ki annak a valészintiségét, hogy a feltétel teljesiilése esetén n megkérdezett emberbdl
k ember tamogatja az ut épitését. Szamitsuk ki ennek a valészinliségét abban az

2
esetben, ha p = 3 Ekkor a tdmogatok S,, szamanak varhato értéke E S, = gn,



szérasnégyzete Var S, = —, és P | ——2 >z | ~ 1 — ®(z). Ha azt akarjuk,

hogy annak valészintisége, hogy p = 3 esetén koriilbeliil u valészintiséggel dontsiink

ugy, hogy megvan a sziikséges tamogatas, akkor k > an — @@‘%u) tamogato
esetén fogadjuk el azt, hogy megfelel6 szamu tamogato van. Ha p > %, akkor még
nagyobb valészintiséggel fogjuk elfogadni e dontési eljaras esetében, hogy megfeleld
szamu tamogatd van.

. El akarjuk donteni, hogy egy dobodkocka szabalyos-e, azaz igaz-e, hogy mindegyik
oldalara egyforma 6 valészintiséggel esik-e. A kockat feldobjuk n alkalommal, és

ha koriilbeliil ugyanannyiszor esik mindegyik oldalara, akkor szabalyosnak tekint-
jik a kockat, ha nem, akkor szabdalytalannak. Megint felmeriil a kérdés: Mikor
tekinthetjiik gy, hogy a kocka ugyanannyiszor esik mindegyik oldalara?

Legyen Ui(n),...,Us(n) a megfelel§ oldalakra esé dobdsok szama, és tekintsiik a

R O - RPN

T, = Y, ————— kifejezést. Be lehet latni, hogy az T), valésziniiségi valtozé
Jj=1 6

Gn(x) = P(T, < x) eloszlasfiiggvénye konvergél az tgynevezett 5-paraméterii x-
5

négyzet eloszlashoz, azaz a G®(z) = P | 3 532 < x| eloszlasfliiggvényhez, ahol
j=1

&, 7 =1,...,5 fuggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozdk. Ez
a kovetkezo eljarast sugallja. Ha azt akarjuk, hogy egy szabdalyos dobdkockat

u koriilbeliill v valdszintiséggel fogadjunk el szabalyosnak, akkor szamitsuk ki a
) . o . : 6, (Uj(n) — §)°
dobéaseredmények segitségével szamitsuk ki a T,, = > 5 ———F—>—
Jj=1 6
Ezutan nézziik meg egy téblazatban, hogy az 5 paramétertt G®)(-) y-négyzet el-
oszlasfiiggvény, mely z szdmra teljesiti a G®)(z) = u egyenletet, és fogadjuk el a
kockat szabdlyosnak, ha T,, < z, és tekintsiik szabalytalannak, ha T,, > x.

kifejezést.

A fenti mdédszerben alkalmazott hatareloszlas hatterében is a centrdlis hatdrelosz-
lastétel, pontosabban annak tobb-dimenzids valtozata all. Be lehet latni, hogy ha
n — oo akkor az

((Ul(n) \;EEUl(”)V“’ Us(n) }SUG("))

véletlen vektorok eloszldsban konvergalnak egy hat-dimenziés normalis eloszlasu
véletlen vektorhoz, melynek elemei nulla varhato értékiiek, kovariancia strukturajuk
és eloszlasuk pontosan leirhaté. A T, valdsziniiségi valtozdk hatareloszlasa meg-
hatarozhato e hat-dimenzids normalis eloszlasi véletlen vektor koordinatainak al-
kalmas kvadratikus formdajanak az eloszlasaként. Ezutdn némi linearis algebrai
ismeret felhasznalasaval be lehet bizonyitani a kivant eredményt. Megjegyezziik,
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hogy az, hogy 5 (és nem 6) szabadsagfoku y-négyzet eloszlasi valésziniiségi valtozd
jelent meg a hatareloszlasban azzal fiigg 6ssze, hogy béar az (Ui(n),...,Us(n)) vek-

6
tornak hat koordinatéja van, de mivel ) U;(n) = n, e hat koordinata koziil csupan
j=1
ot “fiiggetlen”.

Végiil megjegyezziik, hogy az elébb idézett eredménynek igaz a kovetkezé altala-

nositasa. Tegylik fel, hogy van rogzitett szamu k urnank. Egymas utan bedobunk

ezekbe egymastdl fiiggetleniil n golydt, igy hogy mindegyik goly6 a j-ik urndba p;
k

valoszintiséggel esik, 1 < j < k, > p; = 1. Jeldlje U;j(n) a j-ik urndba esé golydk

=1
E (U:(n) —nn;)2
szamat, és tekintsik a Tyx(n) = > (U;(n) — np;)
Jj=1 np;
ezek eloszlasét, ha n — oo. Be lehet latni, hogy a Ty (n) valészintiségi valtozdknak

létezik hatareloszlasuk, ha n — oo, és ez a k — 1 paraméterii x-négyzet eloszlas,

valoszinliségi valtozokat, és

k—1
melynek eloszlasfiiggvénye a G*=D(z) = P 3 532 < x| eloszlasfiiggvény, ahol
j=1

&, J =1,...,k — 1 figgetlen standard normalis eloszlasi valdsziniiségi valtozdk.

1
Ha k =6, p; = -, 1 < j <6, akkor a fenti eredmény specidlis esetként tartalmazza
a kockadobas vizsgalataban hasznalt eredményt.
. Egy gyarban készitett lampa élettartama exponencidlis eloszlast valdoszintiségi val-

toz6 valamilyen \ paraméterrel, azaz siirtiségfiiggvénye A(z) = Ae™**, ha = > 0,
falx) =0, haz < 0. Az a feltételezésiink, hogy a lampak élettartamanak a véarhaté

értéke legalabb 100 éra, azaz A < 100" (Egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu

1
valoszinliségi varhato értéke v szorasnégyzete pedig ﬁ) Megvizsgaljuk n lampa
élettartamat, és ennek alapjan ellendrizni akarjuk hipotézisiink helyességét.
Természetes a hipotézis helyességét a kovetkezé modon ellendrizni. Ha a lampak
osszélettartama elég nagy, akkor elfogadjuk a hipotézist, ha nem akkor elutasitjuk.

A megfelel6 szintet, azt hogy a lampak mekkora Osszélettartama esetén fogadjuk
el a hipotézist a centralis hatareloszlastétel segitségével szamithatjuk ki. Jelolje a
n

lampék élettartamat &;, 1 < j < mn, S, = > ;. A centrdlis hatdreloszlastétel
k=1

Sn— %
NG

szerint P <z | ~ ®(z). Hatdrozzuk el milyen p valésziniiséggel en-

gedjiik meg azt/\, hogy a hipotézis helyessége esetén mégis elutasitjuk azt. A leg-
kellemetlenebb helyes eset az, ha a lampdak élettartama pontosan 100 ora, azaz
A= ﬁ. Ebben az esetben a centralis hatareloszlastétel segitségével meghatarozzuk
azt az * = x(p,n, \) szadmot, A = Wlm melyre igaz a kovetekezé allitds: Annak
valoszinlisége, hogy a lampadk élettartama nagyobb mint x a p szammal egyenld, ha
A= ﬁ. Ha a lampak Osszélettartama nagyobb mint ez az x szam akkor elfogadjuk,
ellenkezo6 esetben elutasitjuk a hipotézist.
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Fogalmazzuk meg a hipotézis-vizsgalat néhany fontos fogalmat, ismertessiik a szo-
kasos szohasznalatot. A hipotézisvizsgalatban valamilyen feltevést szoktunk ellenGrizni.
Ez a feltevés az, hogy a megfigyelt események, vagy véletlen szamok valamillyen valé-
szintségeloszlast kovetnek. Azt a hipotézist, melyet ellenérizni akarunk nevezik null-
hipotézisnek. Vannak olyan feladatok, melyekben a null-hipotézis egyetlen eloszlasbdl
all, ilyen példaul a fentebb tekintett példak kozil az elsé és a harmadik. Ha ez az
eset, akkor azt mondjuk, hogy a null-hipotézis egyszerii. Ha a null hipotézis tobb
lehetséges eloszlast tartalmaz (ilyen példdul az dltalunk tekintett m]’asodik és negyedik

feladat, ahol tetszoleges p > 3 valészintiséget, vagy 100 6ranal nagyobb élettartamot

elfogadunk), akkor Osszetett hipotézisr6l beszéliink. Azokat a lehetdségeket, melyek
lehet6ségét ki akarjuk zarni ellenhipotézisnek nevezik.

A hipotézisvizsgalatban a megfigyelések alapjan olyan dontést hozunk, hogy elfo-
gadjuk vagy elutasitjuk-e a null hipotézis teljesiilését. Ha a null-hipotézis teljesiil,
mi mégis ugy dontiink, hogy az nem igaz akkor elséfaju hibarol beszéliink. Ha a
null-hipotézis nem teljesiilése esetén mi mégis elfogadjuk azt, akkor méasodfaju hibardl
beszéliink. Ha az els6faju hibat kivanjuk csokkenteni, akkor minél tobb esetben kell
elfogadni, ha a masodfaju hibat akarjuk csokkenteni, akkor minél tobb esetben kell
elutasitani a null-hipotézis teljesiilését. Gyakorlatban altalaban gy szokott megje-
lenni a probléma, hogy el6irjuk mekkora els6faju hibat engediink meg, és e kikotés
mellett a masodfaji hibat probaljuk minél kisebbé tenni. Ha a null-hipotézis Osszetett,
akkor az els6faju hiba el6irasa azt jelenti, hogy a null-hipotézisban megengedett barmely
lehetOség bekovetkezése esetén legfeljebb egy eloirt valdszintiséggel utasitsuk el a null-
hipotézis teljestilését.

A konfidencia intervallum (megbizhatéségi intervallum) meghatarozasa a becslésel-
méletben megadott becslés pontossagat méri. A formalis definicié megfogalmazasa elott
tekintsiik a kovetkezd példat.

Adva egy pénzdarab el akarjuk donteni, milyen valdszintiséggel esik a pénzdarab a
fej oldalra. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot n alkalommal, és a fejdobasok
szamanak relativ gyakorisagaval becsiiljiik a fejdobds valdszintliséget. Szeretnénk
meghatarozni, hogy milyen pontossagu ez a becslés. Ennek érdekében hatarozzunk
meg egy olyan a megfigyelések alapjan meghatarozhaté viszonylag rovid intervallu-
mot, melyre igaz az, hogy annak valészin(isége, hogy az (ismeretlen) paraméter ebbe
a megfigyelésektol, tehat a véletlentdl fiiggd intervallumba esik legalabb 0.9. Ez tgy
értendd, hogy barmi volt is az ismeretlen 0 < p < 1 szam, a megszerkesztett (és
kozvetett mdédon a p paramétertdl fiiggd) intervallum tartalmazza ezt a p szamot.

Vezessiikk be a kovetkezd jeloléseket. Legyen &; = 1, ha a j-ik dobas eredménye
n
fej, & = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, S, = > &. Ekkor §;, j =1,...,n,
j=1
fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi véaltozdk, P({; =1)=1—-P(§; =0) =
p, (ahol p, 0 < p < 1, az ismeretlen, becsiilendé paraméter). Ezért E¢; = p,
S, —np

Var&; = p(1 — p), és a centralis hatdreloszastétel szerint P | ————= <2 | —
np(1 —p)
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. .. S )
®(z), ha n — oo. Tovébbd a nagy szdmok torvénye szerint — = p. Ezért a

centralis hatareloszlastétel helyett felirhatjuk a kovetkezo, szamunkra kényelmesebb

S
osszefiiggést: P n 1P <z | — ®(x), ha n — oo, ahonnan azt kapjuk,
5. (- %)
np — Sy , . .
hogy P | —xz < <z | ~2®(z)—1, han elég nagy szdm, minden x >
5, (1- %)

Oszéumra.ImlemP(&—i &(1—&>< <——|——\/ 1——)
n  n\l n n

~ 2®(x) — 1. Mivel a 2®(z) — 1 = 0.9 egyenlet megolddsa koriilbeliil x = 1.65, ez
azt jelenti, hogy

S, 1.65 S S.\ S, 165 /S, Sn

S,
Ilyen médon megadtunk a p paraméter — becslése koriil egy intervallumot, mely

n
nagy n szamu pénzdobas esetén rovid, és annak valdszintisége, hogy az igazi p
paraméter ebbe a (véletlen) intervallumba esik koriilbeliil 0.9. Ezzel az interval-
lummal tulajdonképpen azt mérjiik, hogy milyen pontos a becslésiink.

A fenti feladat példat mutatott a konfidenciaintervallum jelentésére. Ezutan meg-
fogalmazzuk a konfidenciaintervallum altalanos definiciéjat.

Konfindenciaintervallum definiciéja. Legyen adva eloszlasfiiggvényeknek eqy A pa-
raméterrel paraméterezett F\(-) csalddja, valamint eqy F eloszldsi &1, . ..,&, minta,
azaz fuggetlen F\ eloszlasu valdsziniségi vdltozok sorozata. Rogzitsink valamilyen p,
0 < p <1, szdmot. Azt mondjuk, hogy eqy a &1, ..., &, mintatol fiiggd A = A(&q, ..., &),
B = B(&1,...,&,) végponti [A, B] intervallum p szintd konfidenciaintervallum, ha min-
den A paraméter esetén Px(\ € [A, B]) > p. (Itt a X index a valészinidségben arra utal,
hogy a valosziniség az Fy eloszlastol fiigg.



