TOBB-yALTozés VELETLEN INTEGRALOK
ES U-STATISZTIKAK BECSLESE.

Akadémiai székfoglald el6adas ismertetése

Magor Péter
MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutato Intézete

Ez az iras akadémiai székfoglalé eldadasom bovitett valtozata. Eloszor megfogal-
mazom az eldadasban targyalt problémékat és roviden jelzem azokat a kérdése-
ket, amelyek ezek vizsgalatdhoz vezettek. Ezutan leirom a kérdések vizsgalata-
ban kapott matematikai eredményeket. Részletesen ismertetem azok hatterét, és
targyalom azokat a képeket, matematikai gondolatokat, fogalmakat, amelyek az
eredményeket jobban megmagyarazzak.

1. Bevezetés. A problémak megfogalmazasa.

A problémédk megfogalmazasa érdekében el6szor bevezetek néhany jelolést.

Legyen &1, ..., &, fliggetlen, egyforma, u eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata
valamely (X, X) téren, és jelolje i,

1
pnlA) = S#{j: A 1< <n} Ack,

e sorozat empirikus eloszlasfiiggvényét. Legyen adva egy mérheté f(zq,...,zx)
k-valtozos fiiggvény az (X%, X*) szorzattéren. Vegyiik a p,, empirikus mérték
V1 (pr — 1) normalizéltjanak k-szoros direkt szorzatat az (X*, X'*) téren, és tekint-
siik az f fiiggvény integraljat ezen elGjeles szorzatmérték szerint. Azaz, definidljuk
a kovetkezo (véletlen) integralt:

nk/2 !
Jna(f) == [ flen. oo 2)(pn(dey) — plda)) ... (pa(dor) — pldaw)),
ahol a vessz6 az [ " formuldban azt jeloli, hogy az
x; =z, 1 < j <l <k, 4tlokat kihagytuk az integralasi

tartomanybol.

(1.1)

A kovetkez6 két problémat vizsgalom:

Probléma A). Adjunk j6 becslést a P(J, x(f) > u) valészintiségekre az f
fliggvényre tett alkalmas feltételek mellett.

(A felmeriilé alkalmazasokban természetesnek bizonyult az x; = x;, j # [,
atlok kihagydsa az integrélasi tartomanybdl.)
A miésodik, altaldnosabb itt vizsgdlt probléma a kovetkezo:

Probléma B). Legyen F bizonyos f(x1,...,z)) alaku fliggvények egy szép

osztdlya az (X%, X*) téren. Adjunk j6 becslést a P | sup J, x(f) > u | va-
feF

16szintiségekre, ahol J, ,(f) ismét az f fliggvény (1.1) formuldban definiélt
integraljat jeloli.



Kideriilt, hogy a fenti két probléméat érdemes egyiitt vizsgalni azok ugyne-
vezett U-statisztikdkrdél szolé anologonjaival. Ezek megfogalmazasa érdekében
bevezettem az U-statisztikdk fogalmét:

U-statisztikak definiciéja. Legyen adva &1, ..., &, flggetlen egyforma eloszldsi
valdszinidségi vdltozok sorozata, melyek értékeiket eqy (X, X') mérhetd téren veszik

fel, valamint egy f(z1,...,71) k-vdltozds fiigguény az (X*, XF) szorzattéren, n >
k. Ekkor az )
InJﬂ(f) = Kl Z f(€j17'"7§jk) (1.2)
" 1<js<n, s=1,....k
Jedur if s#s

kifejezés k-ad rendi U-statisztika az f magfiggvénnyel.

Ezutan megfogalmaztam a fenti két probléma alabbi véltozatait.
Probléma A’). Adjunk jé becslést a P(n=%/21, 1 (f) > u) valésziniiségekre az
f figgvényre tett alkalmas feltételek mellett.

Probléma B'). Legyen F bizonyos f(x1,...,x) alaki fiiggvények egy szép

osztalya az (X*, XF) téren. Adjunk j6 becslést a P | sup n™*/21, 1.(f) > u
feF

valdszintiségekre, ahol I,, x(f) ismét a (1.2) formulaban definidlt k-ad rendii
U-statisztikat jeloli az f magfiiggvénnyel.

Erdemes megjegyezni, hogy egy k-ad rendi U-statisztikat az f magfiigg-
vénnyel az

nk [’
I,x(f) = F/ flxy, . xp)pn(dey) ... pp(deg).

alakban is fel lehet {rni. Ez azt mutatja, hogy a lényeges kiilonbség az (1.1) for-
muldban bevezetett véletlen integralok és U-statisztikak kozott az, hogy a véletlen
integrélokban a ‘normalizalt’ p,, — u, mig az U-statisztikdkban a ‘nem normalizalt’
Wy, mérték szerint integralunk.

A fent megfogalmazott problémak gy jelentek meg szamomra, hogy egy
a maximum likelihood becslések aszimptotikus viselkedésének vizsgalataban jol
miikodd egyszeri modszert megprébaltam alkalmazni nehezebb problémak eseté-
ben is. A maximum likelihood becslés aszimptotikus viselkedésének vizsgalata-
ban az ugynevezett maximum likelihood egyenlet megoldasanak jo becslésére van
sziikség. Ez megkaphaté a maximum likelihood egyenletben szereplo fiiggvény egy
olyan kozelitésének a segitségével, amelyet e fliggvény Taylor-sor fejtésének, és a
sorfejtés magas rangi tagjainak elhagyasaval kapunk. Be kell latni, hogy ez a
kozelités csak elhanyagolhatoan kis hibat okoz, de ennek a bizonyitasa viszonylag
egyszer.

Ilyen modszert prébaltam hasznalni igynevezett nem-paraméteres maximum
likelihood becslések aszimptotikus viselkedésének a vizsgalatdban is. Ez hasznos-
nak bizonyult példaul olyan problémédkban, amelyekben egy ismeretlen eloszlas-
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fliggvényt kivanunk megbecsiilni bizonyos részleges ismeretek segitségével. Az el-
oszlasfiiggvény egy adott pontbeli értékének a becslésében a paraméteres esetben
alkalmazott Taylor-sor fejtés alapjan végzett kozelités adaptacigjat alkalmazhat-
juk. Ekkor azonban annak bizonyitasa, hogy az igy kapott kozelités elhanyagol-
hatéan kis hibat okoz, 1ényegesen nehezebb. Ennek igazoldsdhoz a Probléma A)-
ban megfogalmazott becslési probléma jé megoldasara van sziikség. Abban az
esetben, ha az eloszlasfiiggvény becslés hibdjat minden pontban egyszerre kivanjuk
megbecsiilni, akkor a Probléma B) j6 megolddsara van sziikségiink.

Altaldnos nem-paraméteres problémdk megoldasdban szamos egyéb problé-
mat meg kell oldani, de a Probléma A) és Probléma B) vizsgélata kiiléndsen fontos.
Réadésul ezek a kérdések néhany alapveto valdsziniiségi jelenség jobb megértésével
is kapcsolatosak. Ezért tartottam érdemesnek az e dolgozatban megfogalmazott
kérdések részletes targyalasat.

2. A probléma attekintése. Az egyvaltozos eset vizsgalata.

Az eredmények részletesebb vizsgalata elott érdemes meggondolni azt, hogy mi-
lyen eredményt varhatunk. Vegyiik észre, hogy a v/n(u, — 1) normalizilt elGjeles
mértékek egy Gauss mezohoz konvergalnak, ha n — oo. Ezért azt varhatjuk, hogy
a Probléma A) és Probléma B) megoldasaban nagyon altaldnos feltételek mellett
olyan becslések érvényesesek, mint amilyeneket azok normalis megfelelGje sugall.
De meg kell érteniink a valaszt a kovetkezo két kérdésre.

1.) Milyen becslést sugall e problémédk normadlis megfelelGje?
2.) Mit jelent a ‘nagyon altalanos feltételek mellett’ kifejezés?

A fenti kérdések tisztazdsa érdekében érdemes eldszor a Probléma A)-t vizsgal-
ni a k = 1 esetben, amikor fiiggetlen valészinliségi valtozdk osszegének eloszlasat
kell becsiilni. Errdl szol az alabbi klasszikus, Bernstein egyenlotlenségnek hivott
eredmény.

Bernstein egyenl6tlenség. Legyenck &1, ..., &, figgetlen valosziniségi vdltozok,
amelyekre P(|§;| < 1) =1, B = 0, 1 < j < n. Vezessik be a 07 = EE3,

j
1<j<n, S, =3 & and V? =VarS, = Y o7 jeloléseket. Ekkor
Jj=1 j=1

U2

P(S, >u) <exp{ — minden u > 0 szdmra. (2.1)
2V2 (1+ 5tz )

A Bernstein egyenlotlenség a centralis hatéareloszlastétel altal sugallt ered-
ményhez hasonlé becslést ad fliggetlen valdsziniiségi valtozok Osszegeinek az el-
oszldsdra, bar a nevezében megjelend 1 + 577 tényez6 kissé modositja a képet.
A kovetkezo észrevételben ennek a tényezénerfi a hatasat tekintem at kiilonb6zo
esetekben.



a) Ha u < eV,2 valamely kis € > 0 szammal, akkor P(S,, > u) < e~ (1=eu?/2Vy
Ez majdnem olyan jo becslés, mint amilyet a centralis hatareloszlastétel sugall.

b) Ha u < 3V;2, akkor P(S, > u) < e~ st-4"/2V.) Eg a centrélis hatdreloszlds-
tétel altal sugallt eredményhez hasonlé becslés, némileg rosszabb konstanssal
az exponensben.

c) Ha u > V2, akkor
P(S, >u)<e ™ (2.2)

Ez nagyon rossz becslés. Specidlisan, az itt felirt felsé korlat nem fligg az
0sszeg szorasnégyzetétol.

Felmeriil a kérdés, hogy lehet-e a Bernstein egyenlotlenséget javitani a ‘rossz’
u > V2 esetben? Erre a kérdésre igenls valaszt lehet adni . Az aldbb ismertetett
Bennett egyenlotlenség a Bernstein egyenl6tlenség enyhe javitasat biztositja ebben
az esetben.

Bennett egyenl6tlenség. Legyen &1, ...,&, figgetlen valdsziniiségi vdltozok so-
rozata, amelynek tagjai teljesitik a P(|&;] < 1) =1, EX; =0, 1 < j < n,
n

azonossdgokat. Vezessiik be a ajz- = E§72-, 1<j<n,S,=> & éV2=Vars, =
j=1

> 07 jeloléseket. Ekkor
j=1

u u u
P(Sy > u) §exp{—vn2 {(14'%) log (1+W) —W}}

minden u > 0 szdmra.
Ezért létezik olyan B = B(e) > 0 szdam minden € > 0-ra, amelyre

P(S,, > u) <exp {—(1 —¢)ulog %} ha u > BV;?,

n

és létezik olyan K > 0 szdm, amelyre

P(S, > u) <exp {—Ku log %} ha u > 3V2. (2.3)

A (2.3) formula a (2.2) képlet enyhe javitasat biztositja, de ez a becslés is
nagyon tavol van a centralis hatareloszlas altal sugallt becsléstol. Ugyanakkor a
kovetkez6 példa azt mutatja, hogy ez az eredmény nem javithato.

Alsé becslés fiiggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok elosz-
l4s4ra egy alkalmas példdban. Rigzitsiink eqy n pozitiv egész és két u és o>
pozitiv valds szamot, gy, hogy 0 < o2 < %, n > 3u > 6 ésu > 3nc?. Vezessiik be a
V? = no? mennyiséget, és tekintsiik olyan fiiggetlen, egyforma eloszldsi &1, . .., &p
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valdsziniségi vdltozok sorozatdat, amelyek eloszldsdt a P(§; = 1) = P(§; = —1) =
2

o~ és P(&; = 0) = 1—0? képletek adjdk meg. Legyen S, = % &;. Ekkor ES, =0,
j=1
Var S,, = V.2, és

P(S,, > u) > exp {—Bu log %} (2.4)

alkalmas B > 0 szammal.

A (2.4) becslés hasonlé alsé becslést ad egy specidlis esetben, mint az ugyan-
olyan valdszintiség vizsgalatdban megjelend (2.3) felsé becslés. Az egyetlen kiilonb-
ség a két becslés kozott az, hogy a benniik megjelené K > 0 és B > 0 konstansok
mas értékeket vehetnek fel. A fenti eredményeket a kovetkezdképp foglalhatjuk
Ossze.

A P(S,, > u) valésziniiség egy a (centrélis hatareloszlastétel alapjén sugallt)
jo becslést teljesit kis u > 0 szdmokra, (akkor, ha u < eV,2). Ez a mennyiség egy
némileg rosszabb becsést teljesit nem til nagy u szdmokra, (akkor, ha V2 < u <
CV? valamely fix C' > 0 szdmra), és csak egy nagyon gyenge becslést teljesit nagy
u szémokra, (akkor, ha u > V2).

3. Néhany az altalanos eset vizsgalataban hasznos eredmény.

A Probléma A) vizsgalatdban a k > 1 esetben is hasonlé eredmények érvényesek,
mint az el6bb targyalt k = 1 esetben. Annak érdekében, hogy ezt a hasonlésdgot
jobban megértsiik, el6szor a kovetkezo két kérdést érdemes részletesebben targyal-
ni.

1. kérdés: A k =1 esetben nulla vdarhato értéki fliiggetlen valdszintiségi valtozok
Osszegét tekintettiik. Milyen normalizaléds felel meg e feltételnek a k > 2 esetben?

2. kérdés: A k = 1 esetben a centralis hatareloszlastétel és a normaélis eloszlas
viselkedése volt a becslések hatterében. Milyen hatareloszlastétel és becslo fligg-
vény veszi at ezek szerepét a k > 2 esetben?

Az elsé kérdés targyaldsa.

Erdemes el6szor a minket érdekld véletlen mennyiségek masodik momentumat
tekinteni. Mivel nulla varhaté értéki fiiggetlen valdszintiségi valtozdkat adtunk
Ossze, a k = 1 esetben a kovetkezd azonossag teljesiil:

Var (Z §k> = ZVar{’k,
k=1 k=1
mert F§;{; = 0 minden ¢ # j parra ebben az esetben.
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Ennek az azonossagnak a tobbvaltozds megfeleléje (U-statisztikdkra) a kévet-
kez6 azonossag lenne:

In,k(f) = Var % Z f<£j17 s 7€jk)

" 1<js<n, s=1,....k,
js#je ha s#s

1
- = Z Var f(&,, -5 &5)

" 1<js<n, s=1,...,k,
JsF#jsr ha s#s’

Ez az azonossag érvényes, ha

szam k-asok minden {ji,...,Jx} # {ji,..., ]} parjdra. Ez a tulajdonsag teljesiil
az alabb definialt elfajulé U-statisztikak esetében.

Elfajulé U-statisztikak definicidja. Vegyiink egy figgetlen, egyforma, p elosz-
lasti &1, ..., &, valdszindiségi vdltozok és valamely f(xq,...,x) magfiggvény dltal
definidalt I, i (f) U-statisztikdt. Ez az U-statisztika elfajulo, ha

Ef(&r,- - &klér =21, -1 = 25-1,841 = Tjp1,-- 6 = 2) =0
minden 1 < j <k indexre és x5 € X, s€ {1,...,k} \ {j} pontra.

Egy U-statisztika elfajulé, ha a magfiiggvénye kanonikus fiiggvény, azaz a

kovetkezo tulajdonsaggal rendelkezik.

Kanonikus fiiggvény definiciéja. Egy az (X, X) tér k-adrendii (X*, X*) direkt
szorzatdn definidlt f(xq1,...,xy) fliggvény kanonikus eqy az (X, X) téren definidlt
w valoszintiségr mérték szerint, ha

/f(3317---aflfj—17U737j+17---axk)ﬂ(du) =0

minden 1< j <k szamra és xs € X, s € {1,...,k}\ {j} pontra.

Az elfajulé U-statisztikdk fogalma azért hasznos, mert azok sok tekintet-
ben ugy viselkednek, mint fliggetlen nulla vdrhato értékid valdszinliségi valtozok
Osszegei. Ezenkiviil altalanos U-statisztikak vizsgalata visszavezethet6 elfajulé U-
statisztikak vizsgalatara a kovetkez6 Hoeffding-féle dekompozicié segitségével.

Altaldnos U-statisztikak Hoeffding-féle dekompoziciéja. Minden k-ad ren-
di I, k(f) U-statisztika felirhato elfajulé U-statisztikak

k
Lx(f) = nF L, ;(f;) (3.1)
=0
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linedris kombindcidjaként. A (3.1) dekompozicicban szerepld I, ;(f;), 0 < j <k,
elfajulo U-statisztikdk f; magfiggvényei explicit modon kiszamithatoak. Meg lehet
mutatni azt is, hogy ezek teljesitik az

/ffm,...,xj)u(dxl)...u<dxj> < /f%cl,...,mu(dm)...u(dxk)

egyenlotlenséget minden 0 < 7 < k indezre.

Az (1.1) formuldban definidlt J, 1 (f) tobbvéltozds véletlen integrélok viselke-
désérol szolé probléma is visszavezethet6 alkalmas dekompozicié segitségével elfa-
julé U-statisztikak vizsgalatara. Ezek a kifejezések is felirhatdak elfajulé U-sta-
tisztikak

k
Tk (f) = c(n, j)n =921, ;(f;) (3.2)

J=0

linedris kombindciéiként a (3.1) formulaban szereplé f; kanonikus fiiggvényekkel,
és olyan alkalmas c(n, j) egyiitthatékkal, melyekre c(n,j) < K(j) valamely uni-
verzélis K (j) konstanssal.

A J, k(f) véletlen integral definicidjaban a p, — p el6jeles mérték szerint
integralunk, és ez a ‘normalas’ csokkenti az integral értékét. Ez a csokkentd hatés
a c(n, j)n~7/? egyiitthaté viszonylag kis értékében tiikrozédik.

A mdsodik kérdés tdargyaldsa.

Az el6z6 eredmények azt sugalljak, hogy U-statisztikdk és tobb-valtozds véletlen
integralok vizsgalataban az elfajulé U-statisztikdk normalizdltjait megadd hatar-
eloszlastételekben megjelen6 hatareloszlasok veszik at a normalis eloszléds szerepét.
Az elfajuld U-statisztikak aszimptotikus viselkedését leiré hatareloszlastételek is-
mertek, és azok egy fehér zaj szerinti tobb-valtozos Wiener—Ito integral segitségével
adhatéak meg. Ezen eredmények megfogalmazasahoz eloszor felidézem a fehér zaj
fogalmat.

A fehér zaj fogalma. Legyen adva van egy p mérték eqy (X, X) téren. Vala-
mely az A C X, p(A) < oo halmazokkal indezelt egyiittesen normdlis eloszldsu
valosziniségi vdltozok rendszere fehér zaj u referencia mértékkel, ha

Euw (A)pw (B) = p(ANB) és Epw(A) =0
minden mérheté A, B C X, u(A) < oo és u(B) < oo halmazpdrra.

Ha adott egy p mértékhez, mint referencia mértékhez tartozé py fehér zaj
és egy a pu mérték (k-ik hatvénya) szerint négyzetesen integralhatd f(zq,...,zx)
fliggvény, akkor egyszerii és természetes mdédon definialhatjuk ennek a fiiggvénynek
a uy fehér zaj szerinti k-ad rendi

Zu,k(f):/f(.rl,...,xk)uw(dxl)...uw(da:k) (3.3)
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Wiener—It6 integraljat. (El6szor egyszerii, véges sok téglatesten konstans értéket
felvevo, masutt eltiinG ugynevezett 1épcsos fiigvényekre definidljuk ezt az integralt,
majd alkalmas Lo-izomorfia segitségével kiterjesztjiik azt dltaldnos fliggvényekre.)

A kovetkez6 eredmény érvényes:

Hatareloszlastétel elfajulé U-statisztikdkra. Tekintsik I, ;(f), n = k,k +
1,..., elfajule U-statisztikak olyan sorozatdat, amelyet eqy értékeit valamely (X, X')
téren felvevd, figgetlen, egyforma, p eloszldsi &1,&a, . . ., valosziniségr valtozok so-
rozata €s eqy k-vdltozos, az (X, X) téren definidlt és a p mérték szerint négyzete-
sen integrdlhatd (kanonikus) f(x1,...,xx) figguény hatdroz meg. Azn=F/2I, v (f)
normalizdlt elfajulo U -statisztikak eloszlasban konvergdlnak az f figgvénynek egy
a i referencia mértéki pyw fehér zaj szerinti

1
] Zur(f kz‘/f 1y xp)pw (dey) .. pw (dzg)

Wiener—Ité integrdljahoz, ha n — oo.
Az el6z6 eredmény heurisztikus indokldsa:

Ha I, 1 (f) elfajulé U-statisztika, akkor felirhatjuk az

n_k/2ln7k(f) — pk/2 /lf(:)sl, co s TR (dzy) o (dxg)
=nk/2/ @i, x)(pn(dz) — p(dz)) - (pa(day) — p(dzr)),

azonossagot, ahol u, az &;,...,&, sorozat empirikus eloszlasfiiggvénye. Tovabba
a v/n(pn(-) — p(+)) normalizalt empirikus eloszldsok konvergdlnak egy u referencia
mértékil puy fehér zajhoz. Ez azt sugallja, hogy a hataratmenet sordn a \/n(j,(-)—
(+)) normalizalt empirikus eloszldsokat helyettesithetjiik ezzel a pyy (+) fehér zajjal.
A tényleges bizonyitas ennek a heurisztikus gondolatnak az igazolasabdl all.

A bevezetésben megfogalmazott problémakat természetes kiegésziteni azok
Wiener—It6 integralokrol sz6lé megfelelikkel. Ezek megoldasa sugallja azt, hogy
milyen eredményeket varhatunk a minket érdeklé problémakban.

Ezért tekintsiik egy k valtozés f(xq,...,xy) fliggvény

/f w1 o) (de) . (d)
Wiener-It6 integraljat egy u referencia mértékkel rendelkez6 pyy fehér zaj szerint,
és fogalmazzuk meg a kévetkezo problémakat:

Probléma A”). Adjunk jé becslést a P(Z, 1 (f) > u) valésziniiségre minden
u > 0 szamra.



Probléma B”). Legyen adva k-valtozos f(z1,...,xy) figgvények egy szép F
csaladja. Vegyiik e fiiggvénycsalad mindegyik elemének a Wiener—Ito integ-
raljat a pyy fehér zaj szerint. Adjunk jé becslést ezen integralok szuprémuma-

nak az eloszldséara, azaz a P | sup Z, ,(f) > u | valdsziniiségre minden u > 0
fer

szamra.

4. Véletlen integralok és U-statisztikak eloszlasardl sz6lé eredmények.

Erdemes elészor a Probléma A”)-val, azaz tobb-véltozés Wiener-Ito integralok
eloszlasanak becslésével foglalkozni. Errol szdl a kovetkezd eredmény.

Becslés Wiener—Ito integralok eloszlasarol. Legyen adva egy p referencia
mértékkel rendelkezd pyw fehér zaj és egy olyan k-valtozos f(x1,...,xx) fligguény
eqy (X, X') mérhetd téren, amelyre

%/fz(xl,..-,xk)ﬂ(dﬂil)---M(dﬂ?k) Y

valamely 02 < oo szdmmal. A (3.3) formuldban bevezetett

/fxl,... O (dz) - (dacy)

Wiener—Ito integradl teljesiti a

P(\Zuk(F)] > u) < Cexp {‘é (E>M}

g

/////

fiiggé C' = C( ) > 0 konstanssal.
A kovetkez6 példa azt mutatja, hogy ez a becslés éles.

Alsé becslés egy specialis Wiener—It6 integral farok eloszlasarol. Legyen
adva egy o-véges p mérték valamely (X, X)) mérhetd téren, valamint eqy pyw fehér
zaj az (X, X) téren ezzel a p referencia mértékkel. Legyen fo(x) olyan wvalds
értéki figguény az (X,X) téren, amelyre [ fo(x)?u(dz) = 1. Vezessik be az
flxy,...,xx) = o folz) - - folxk) figguényt valamely o > 0 szammal, és tekintsik
a (3.8) formuldban bevezetett Z,, 1, (f) Wiener—Ito integralt. Ekkor az

/f z1,. ., xp) p(dey) ... pldry) = o?

azonossdg érvényes, a Z,, 1 (f) Wiener—Ité integrdl pedig teljesiti a

P(|Zux(f)] > u) > WC];HGXP{_% <g)2/k}

o



eqyenlbtlenséget minden u > 0 szdamra valamely alkalmas C > 0 konstanssal.

A fenti eredményekben szerepld
o’ = /f(xla---,l'k)zﬂ(dil?l)... w( dxy)

integral megegyezik a (k!)~1/2Z, 1.(f) véletlen integrdl szérdsnégyzetével. Ezért
ezeket az eredményeket Ugy is lehet interpretdlni, hogy

P(Zku(f) > u) < const. P(on® > u)

minden v > 0 szamra, ahol 7 standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo, és
02 = (k"Y2EZ, 1 (f)?. Tovébb4, ez a becslés éles.

Hasonld, bar némileg gyengébb becslések érvényesek elfajulé U-statisztikakra
és normalizalt empirikus eloszlasok szerinti véletlen integralokra.

Becslés elfajulé U-statisztikak farok eloszlasardl. Legyen &1, ..., &, figgetlen
egyforma, p eloszldasu valoszindiségi vdltozok sorozata, melyek értékeiket egy (X, X)
mérhetd téren veszik fel. Vegyiink eqy az (X%, X*) téren definidlt a pu mérték sze-

rint kanonikus f(x1,...,x) figgvényt, amely teljesiti az
[fllo =" sup [f(z1,... 2x)] <1 (4.1)
z,€X,1<j<k
13 = [ P amn(dn)..pldn) < o° (12)

feltételeket valamely 0 < 02 < 1 szdmmal, és tekintsiik az e mennyiségek segitsé-
gével az (1.2) formuldban definidlt (elfajulo) U-statisztikdt. FEkkor léteznek olyan
csak az U-statisztika k rangjatol fiiggé A = A(k) > 0 és B = B(k) > 0 konstansok,
amelyekkel teljesiil a

u2/*

202/k (1 + B (un—/2g—h+1) ’“)

P(kn 2|, 1 (f)] > u) < Aexp{ — (4.3)

eqyenldtlenség minden 0 < u < n*/20*+1 szamra.

A fenti egyenl6tlenség tekintheté a Bernstein egyenlOtlenség tobb-valtozos
altalanositasanak. Normalizalt empirikus mértékek szerinti tobb-valtozos integra-
lokra a kovetkezo, hasonld becslés érvényes.

Becslés normalizalt empirikus mérték szerinti integral farok eloszlasarol.
Legyen adva &1, ...,&, fuggetlen egyforma, p eloszldsu valdszintségi valtozok so-
rozata, amelyek értékeiket egy (X, X) mérhetd téren veszik fel és egy az (XF, XF)
szorzattéren definidlt f(xq,...,xx) fligguény, amely teljesiti a (4.1) és (4.2) reld-
ciokat valamely 0 < o < 1 konstanssal. Ekkor léteznek olyan csak az f fiiggvény
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az (1.1) képletben definidlt J,, x(f) integrdl k multiplicitdsatol figgd C' = Cy > 0
és a = ay, > 0 konstansok, amelyekkel teljesiil a

2/k
P (|Jnk(f)] >u) < Cexp {—a (E> } minden 0 < u < n*/26*+1 szdmra.
o

egyenlotlenség.

A k = 1 esetben lattuk, hogy n fiiggetlen, egyforma eloszlasi, korldtos (és
nulla varhaté értékii) valésziniiségi véltozok n~1/28, normalizilt 6sszegének

P(n~Y2%8, > u)
farok eloszldsara a u > n'/20? esetben csak rossz, a normalis eloszlastél nagyon
kiilonboz6 becslést lehet adni. A k > 2 esetben hasonléan az u > nk/2gk+1
értékekre nem lehet jo, a Wiener—Ito integralok viselkedése altal sugallt becslést
adni. Ez azt jelenti, hogy az elobb az elfajulé U-statisztikdkra és normalizalt
empirikus mértékek szerinti véletlen integralokra megfogalmazott becslések abban
az értelemben is élesek, hogy pontosan megadjdk azt a tartomanyt, ahol a Wiener—
Ito integralok viselkedése altal sugallt éles becslés érvényes.

A teljesség kedvéért megadok a k = 2 esetben olyan elfajulé U-statisztikat,
amelyre u > no? esetben a (4.3) formuldndl sokkal gyengébb becslés érvényes.

Alsé becslés elfajulé U-statisztika farok eloszlasara egy alkalmas példa-
ban a k = 2 esetben. Legyen &1, ..., &, flggetlen, eqgyforma eloszldsi valdszinisé-
gt vdltozok sorozata, amelyek értékeiket a sikon veszik fel. Legyen &; = (1j.1,M;,2),
1 <j <mn, aholn; ésn;o figgetlen valoszinidségi valtozok, P(n;1 = 1) = P(n;1 =
-1) = %, P(nj, =0) =1- "742, P(nj2 = 1) = P(nj2 = —1) = 3 minden
1 < j < n indexre. Vezessiik be az f(x,y) = f((x1,22), (y1,y2)) = T1y2 + T2y1,
= (x1,72) € R, y = (y1,92) € R2, fiigguényt, és definidljuk az

L o(f) = Z (15,17k,2 + M, 175,2)
1<j,k<n, j#k

mdsodrendi U -statisztikdt az elobb bevezetett f magfiggvénnyel és &4, ..., &, filig-
getlen valdsziniségi valtozokkal. Ekkor I, o(f) elfajulo U-statisztika. Tovdbbd, ha
u > Bino® valamely alkalmas By > 0 konstanssal, B;ln > u > Bon~? egy elég
nagy alkalmas By > 0 konstanssal, és % <o <1, akkor a

P(n™ 1 0(f) > u) > exp {—3”1/3“2/3 log (%»

egyenlotlenség teljesil valamely B > 0 konstanssal, amely nem fiigg sem az n sem
a o paramétertol.
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5. Az eredmények rovid magyarazata.

Azt érdemes megmutatni, hogy az I,, 1 (f) elfajulé U-statisztikdknak (magas) paros
kitevéjli El, ,(f)* momentumai olyan becsléseket teljesitenek, mint egy 0 vér-
haté értékii, alkalmas szérasnégyzetii n normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo
En**™ momentumai. Ilyen becslésekbdl ugyanis egyrészt egyszertien (a Markov
egyenlGtlenség segitségével) be lehet bizonyitani a minket érdekld egyenlétlensége-
ket, masrészt 1étezik egy olyan modszer, amely lehetévé teszi az ilyen momentumok
becslését.

A t6bbvaltozds véletlen integralok (és a matematikai fizika) elméletében fontos
szerepet jatszo ugynevezett diagram formulat érdemes alkalmazni. Ezt hasznalva
ki lehet szamolni a minket érdeklé6 momentumokat bizonyos diagramok segitségével
definialt integralok Osszegeként. Azt kell megmutatni, hogy &dltalaban a “Gauss
eloszlas hatasanak megfelel6 diagramok” altal definialt integralok adjak a momen-
tumok kiszamolasaban a f6 hozadékot. Ez a tény ad magyarazatot arra, hogy elfa-
julé U-statisztikdk és normalizalt empirikus mértékek szerinti véletlen integralok
eloszlasanak becslésében miért kapunk olyan eredményeket, mint amilyeneket a
tobb-véltozos Wiener—It6 integralok viselkedése, (azaz a Gauss eset) sugall.

Tobbvaltozoés véletlen integralok, illetve k£ > 2 rangu elfajulé U-statisztikak
momentum becsléseinek az elmagyarazasa meglehetésen bonyolult jelélésrendszer
kidolgozasat igényli, amire ebben a rovid attekintésben nincs lehetségem. Viszont
érdemes a legegyszeriibb k£ = 1 esetben megjelenoé fiiggetlen, egyforma eloszlasi va-
16szintiségi valtozok Osszegeinek, illetve ezek momentumainak a becslését roviden
attekinteni. Ez ugyanis sokat elmagyaraz a momentumok viselkedésérol az altala-
nos esetben is.

Legyenek &1, . . ., &, fliggetlen, egyforma eloszlasi valészinliségi valtozok, ame-
lyekre E&; = 0, Var & = 02, és becsiiljiik meg az S,, = 3 &; Osszeg momentumait.
j=1
Felirhatjuk az
ESIM = > E€]) - Be (5.1)

(jl?'“7j37l17“‘7l$)
Ji1++7js=2M, j,>2, minden 1<u<s indexre

lu#l, ha uu’

azonossagot.

Egyszer(i kombinatorikai meggondoldsok azt adjik, hogy az (5.1) azonossag
jobboldalan szerepl Osszegben a tagok jelent&s része olyan (j1,..., 7m0, -5 r)
vektorral van indexelve, amelyre 7, = 2 minden 1 < u < M szamra. Az ilyen

tagok szama ( &)% ~ nM é?\%\% Ezért azt varjuk, hogy tipikus esetekben

ES?M (n02)M éi]\ﬁ% Ez a meggondolds a

n\ (2M)! (2M)!
Z E€l21 T E£l2M = (M) 2M 02M ~ 2MM| (nOQ)M - ET/QM

1I<lhi<la<--<lpy<n
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becslést sugallja a ES2M mennyiségre, ahol 7 olyan normalis eloszlast valészinii-
ségi valtozd, amelynek varhatd értéke 0 és szérasnégyzete Var .S,,.

A fenti gondolatmenet megmutatja, hogy miért varhatunk olyan becsléseket
fliggetlen, nulla varhaté értéki valdszintiségi valtozdk Osszegeinek momentumaira,
mint a Gauss esetben. Szép esetekben ez a heurisztikus érvelés helyes eredményt
ad.

Viszont a részletek kidolgozasakor finomabb meggondolasokat is kell alkal-
mazni. Nem elég csak a kiilonboz6 tipusu tagok szamat jol megbecsiilni, azt
is figyelembe kell venni, hogy a kiilonbo6z6 tipusi tagoknak mi a nagysagrendje.
Lehetséges ugyanis, hogy viszonylag kevés, de relative nagy osszeadandé adja a
lényeges hozadékot az (5.1) formula jobboldaldn szereplé Gsszegben.

Tekintsiik példéaul a kovetkezo esetet. Legyenek a vizsgdlt Osszeg tagjai a
2
kovetkezd alaktak: P(& =1) = P(& = —1) = %, P(& =0) =1 — 0% Ha o?
nagyon kicsi és M nagy, akkor

- E 2M 2 E 2 E 2 (2M)' M _2M
Z §j =no” > Z §, flMNZMM'n oM.
7j=1 1<lhi<lo<--<lpy<n ’

A fenti példa részleteinek kidolgozasa az altalanos esetben, jelzi hogy csak
akkor kaphatunk jo becslést véletlen 0sszegek magas momentumaira, ha az 0ssze-
adanddk szordsnégyzete nem tul kicsi, és nem tul magas momentumokat be-
csiiliink. Az, hogy csak bizonyos megszoritasok mellett tudunk jé6 momentum
becsléseket bizonyitani, szoros kapcsolatban van azzal a ténnyel, hogy csak nem
tul nagy értékekre tudtunk jo becsléseket adni a normalizalt empirikus mérték
szerinti tobb-valtozods integralok és elfajuld U-statisztikdk farok eloszlaséra.

6. Véletlen integralok és U-statisztikak szuprémumanak becslése.

Tekintsiik fiiggvények egy csaladjanak az integréljat egy normalizalt empirikus
mérték szerint, vagy olyan (elfajulé) U-statisztikdk rendszerét, amelyekben ugyan-
azoknak a fliggetlen valdszinliségi valtozok sorozatanak a segitségével definidljuk
az U-statisztikakat, és a lehetséges magfiiggvények egy alkalmas fiiggvénycsalad
elemei. Véletlen integralok vagy U-statisztikdk ilyen csaladjanak a szuprémumaéara
kivanunk jé becslést adni. Azt varjuk, hogy viszonylag nagy fliggvénycsaladok
esetében is olyan becslés kaphatd, mint akkor ha a szuprémumban szereplé valo-
szinliségi valtozokat egy kivétellel elhagyjuk, és csak a ‘legrosszabb’ elemet tartjuk
meg; azt amelyikre a leggyengébb becslést tudjuk adni. Az aldbbiakban ilyen
jellegli eredményeket ismertetek. Eloszor meg kell talalnunk az olyan fiiggvény
csaladok definici6jat, amelyekre jé és tartalmas eredményeket varhatunk.

Olyan fliggvénycsalddokat érdemes tekinteni, amelyekbdl kivalaszthaté olyan
viszonylag kevés fiiggvénybdl all6 részhalmaz, amely valamilyen megfelel6 értelem-
ben e csalad elég sliri részhalmazat alkotja. A kovetkezod két fogalom bevezetése
bizonyult hasznosnak.
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Egy mérték szerint Lo-stlirti fliggvénycsalad definicidja. Legyen adva egy
(Y,Y), mérhetd tér, eqy az e téren megadott o-véges v mérték, valamint egy
az e téren definidalt valos értéki fuggvényekbdl dallo G fuggvénycsaldd. Ezt a G
fuiggvénycsalddot a v mérték szerint Lo-stri fligguénycsalddnak nevezzik D para-
méterrel és L kitevovel, ha minden 0 < € < 1 szamhoz létezik a G fiigguénycsaldd-
nak olyan m < De~T fiigguénybdl dllé G. = {g1,...,9m} C G részhalmaza, amely
teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgot:

inf —qg:Pdv < 2
gjeg€/|g g

minden g € G fliggvényre.
A maésik hasznosnak bizonyult definicié:

Lo-stirta fiiggvényosztalyok definicidja. Legyen adva eqy mérhetd fiuggvények-
bol allo G fligguénycsalad eqy (Y,Y) mérhetd téren. Azt mondjuk, hogy G Lo-siri
fugguénycsalad D paraméterrel és L kitevovel, ha G Lo-stri fuggvénycsalad D
paraméterrel és L kitevével minden az (Y,)) téren definidlt v valdsziniiségi mérték
szerint.

Jelen esetben is érdemes a minket érdeklé Probléma B) és Probléma B’) el6tt
azt a Probléma B”)-t vizsgédlni, amelyben Wiener—Itd integrélok szuprémuméra
kivanunk jé becslést adni. Azutan érdemes a kiilonb6z6 problémakrol kapott ered-
ményeket 6sszehasonlitani.

Becslés Wiener—Ito integralok szuprémumanak az eloszlasardl. Tekint-
stink valamely (X, X) mérhetd teret eqy ezen a téren definidlt o-véges p mértékkel
egyiitt. Vegyiink egy olyan pw fehér zajt az (X,X) téren, amelynek p a refe-
rencia mértéke. Legyen tovdbbd adva egy olyan megszamldalhato sok k-vdltozos
f(z1,...,xk) fligguénybdl dalle F figgvénycsalad, amely Lo-sird fliggvényosztdlyt
alkot az (XF,X%) téren a p* szorzatmérték szerint valamely D paraméterrel és
L-kitevovel. Teljesitsék e fligguényosztaly elemei az aldbbi eqyenliotlenséget is:

/f2(:c1,...,xk),u(d:v1) op(day) < 0

valamely 0 < o < 1 szammal minden f € F fiiggvényre.

Tekintsiik mindegyik f € F figgvénynek a (3.3) képletben bevezetett Z,, i (f)
Wiener—Ito integraljat a pw fehér zaj szerint. Ezen integralok szuprémuma telje-
sitt a

P (;ggm,k(f)! > u) s CD+1)exp {_O‘ G)M}

egyenlotlenséget, ha

<—)2/k > MLlogg (6.1)



alkalmas C = C(k) >0, M = M (k) > 0 és a = a(k) > 0 konstansokkal.

A fenti tételben — a becslésben megjelend univerzalis konstansok értékétol
eltekintve — ugyanazt a becslést kaptuk Wiener—Ito integralok maximumanak
az eloszlasara (alkalmas feltételek mellett), mint egyetlen Wiener—It6 integrél el-
oszlasara. Az egyetlen lényeges kiilonbség a két eredmény kozott az, hogy jelen
esetben egy a (6.1) formuldban megfogalmazott feltételt is el6irtunk. Nem nehéz
egy alkalmas példa segitségével megmutatni, hogy a fenti becslés csak ezen feltétel
teljestilése esetén érvényes. Egy ilyen példa ismertetését azonban itt elhagyom.

A kovetkez6 eredmény az (1.1) képletben definidlt véletlen J,, ;. (f) integralok
szuprémumanak a viselkedésérol szol.

Becslés normalizalt empirikus mértékek szerint tobb-valtozos integralok
szuprémumanak az eloszlasardl. Legyen adva egy p valoszinidségi mérték eqy
(X, X) mérhetd téren, valamint k-valtozés f = f(x1,...,xk) figgvényeknek olyan
megszamldlhato Lo-sturid F csaladja valamely D paraméterrel és L, L > 1, kitevovel
az (X*, XF) szorzattéren, amelynek elemei teljesitik a kévetkezd tulajdonsdgokat:

[fllo =" sup  |f(z1,..., %) <1,
r;eX, 1<j<k

/fz(lﬁ, oo xp)p(dey).op(drg) < o2

minden f € F figgvényre valamely 0 < o < 1 szammal. FEkkor léteznek olyan
C=0Ck) >0, a=alk)>0¢é M = M(k) >0 csak a k paramétertél figgd
szamok ugy, hogy véve az f € F fugguényeknek valamely p eloszlasi &1, ... ,&,
fuggetlen valosziniségi valtozok ., empirikus mértékének a normalizaltjar segitsé-
gével definidlt J,, 1 (f) (véletlen) integrdljait, ezen integrdlok szuprémuma teljesiti
a kovetkezd egyenlotlenséget:

P (sup [ (£)] > ) s CDexp {‘a (Ey/k} ’
fer ’

feltéve, hogy
2/k 9
no? > <E> > M(L+ B)**log =,
o o

ahol = max (llzgggﬁ), a D és L szamok pedig az Lo-stri F fligguénycsalad
parameétere és exponense.

Hasonlé becslés érvényes I, (f), f € F, U-statisztikdk szuprémuméra is. Az
egyetlen 1ijdonsag ebben a becslésben az, hogy az el6z6 tételben szereplé F fligg-
vénycsaladra tett feltételeket ki kell egésziteni azzal a megkétéssel, hogy az I, i (f)
U-statisztikék elfajuléak.

Egy lényeges kiilonbség a Z,, (f) Wiener-I1to és J, (f) normalizalt empirikus
mértékek szerint vett integralok szuprémumara adott becslések kozott az, hogy az
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elsé esetben azt koveteltiik meg, hogy a F fiiggvénycsaldd Lo-stirti legyen a p”
szorzatmérték szerint, mig a masodik esetben az Lo-stirli tulajdonsagot koveteltiik
meg az altalanos esetben, azaz minden valdszintiségi mérték szerint. Mi ennek a
kiilonbségnek az oka?

Wiener—1t6 integralok szuprémumaéat meg lehet becsiilni egy egyszerii és ter-
mészetes médszer, az ugynevezett ‘chaining argument’ segitségével. A J, p(f)
véletlen integralok esetében ez a moédszer nem oldja meg a problémat, az csak rész-
eredményeket ad. A teljes bizonyitas kidolgozdsahoz mas eszkozok is sziikségesek,
és ezek alkalmazasahoz szigorubb feltételek teljesiilése sziikéges.

A részletek kidolgozasa sok munkat igényelne, és az eddigi problémak vizsga-
latatdl 1ényegesen eltéré modszerek alkalmazasat tenné sziikségessé. FEzért meg-
elégszem e fejezet eredményeinek rendkiviil vazlatos indokolasaval. A {6 hangsulyt
az itt megjelen6 1j tipusu problémak és gondolatok megfogalmazéasara helyezem.
El6szor roviden ismertetem a ‘chaining argument’ mddszerét.

A ‘chaining argument’ maodszer alkalmazdsa és e modszer korldtai.

Alkalmazzuk a Wiener—Ito integralok szuprémumaénak az eloszlédsarél megfo-
galmazott becslés jelolésrendszerét. Vegylik minden N = 1,2,... indexre az F
fliggvényosztaly olyan viszonylag kis szamossagu egymaédsba skatulyazott részhal-
magainak 71 C Fo C --- C Fn C --- C F rendszerét, amelyre teljesiil az

giel}_fN / (f(z1,..., o) — g1, .. ,ar;k))2 p(dey) ... p(day) < 27N o2,

reldcié minden f € F fliggvényre. A
P ( sup Zu,(g9) > u (1 - 2_N))
gEFN

valoszinliségeket jol lehet N = 1,2, ... szerinti rekurziéval becsiilni, mert minden
g € Fny1 fiiggvényhez lehet taldlni olyan (hozza kozeli) ¢' € Fy fiiggvényt,
amelyre

/(g(ﬂfl, . ,xk) — g'(a:l, . ,xk))2 Iu,(dgjl) . M(dxk) < 2—2N0_2‘

Ezért a
P(1Zuk(9) = Zur(g')| > 27 Nu) = P(|1Z, k(g — ¢')| > 27N u)

valészintiséget jol becsiilheté a Wiener—Ito integralok farok-eloszlasanak becslé-
sérol szolo korabban ismertetett eredmény segitségével. E gondolatmenet részle-
teinek kidolgozasaval viszonylag egyszertien megkaphatjuk az itt targyalt becslés
bizonyitasat.

Az el6bb tekintett ‘chaining argument’ nem elég erds normalizalt empirikus
mértékek szerinti véletlen integralok vagy elfajulé U-statisztikdk eloszlasanak a
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becslésére. Ez csak azt teszi lehet6vé, hogy a probléméat arra az esetre redukaljuk,
amikor

o*(f) = /f2(x1, cooxp)p(dey).op(dey)

minden f € F fiiggvényre kicsi.
A ‘chaining argument’ modszer gyengeségének ebben az esetben a kovetkezd
az oka: A
P(I, . (f) >w) vagy P(J,r(f)>u)

alaki valdszinfiségekre csak nagyon gyenge becslést kapunk, ha o2(f) nagyon
kicsi, és az u szam viszonylag nagy. Itt annak a korabban targyalt jelenségnek a
hatésa jelenik, hogy kis szérasnégyzeti U-statisztikdkra és normalizalt empirikus
mértékek szerinti véletlen integralokra nem lehet olyan j6 becsléseket kapni, mint
amilyeneket a normadlis kozelités sugallna.

Ezt a nehézséget egy mas mddszerrel, egy igynevezett szimmetrizacios eljaras
segitségével lehet legyozni. Ez a mddszer a

P %Sup Z f(€j17"'7§jk)>u

F€F1<j.<n, s=1,...k,
oAy it s

alaku valdszintiségek becslését visszavezeti

1
P 7 Sup Z €y - &y &5) >u |, (6.2)
<<, s=1,0k,
JeFdu if ss’
alaku valdszintiségek becslésére, ahol €1, ..., ¢, fliggetlen, egyforma eloszlasu va-
16szintiségi valtozdk, amelyekre P(e; = 1) = P(e; = —1) = § minden 1 < j < n
indexre, (és fiiggetlenek az &1, ..., &, valésziniiségi valtozoktdl is).

A (6.2) formulédban felirt valészintiséget jol lehet becsiilni egy alkalmas ‘con-
ditioning argument’ segitségével. Ennek a mddszernek az alkalmazésakor a (6.2)
formulaban szereplé események feltételes valdszintiségét kell jol megbecsiilni a
& = x, ..., & = z, feltételek teljesiilése esetén minden lehetséges x1,...,x,
értékre. Az ilyen feltételes valdsziniiségek kiszamitasara jé (itt nem ismertetett
modszerek) 1éteznek, de ezek csk Lo-siirii fliggvényosztalyokra alkalmazhatéak.

A fent vazlatosan ismertetett modszerek targyalasaban a kovetkezd részletre ér-
demes felhivni a figyelmet. Normalizalt empirikus mértékek és U-statisztikak
szuprémumanak becslésében mas modszert alkalmaztunk a vizsgdlatben megje-
lend viszonylag nagy és kis szérasu valdszintiségi valtozok becslésében. Viszonylag
nagy szorasu valdszinliségi valtozok esetében a ‘chaining argument’-et alkalmaz-
tuk a 4. fejezetben ismertetett eredményekkel egytitt. Kis szérasu valdszintiségi
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valtozok esetében egy méas modszert, egy szimmetrizacids eljarast hasznéltunk.
Annak, hogy a két esetben kiilonboz6 eljarast alkalmaztunk mélyebb oka van.

A ‘chaining argument’ csak nem tul kis szorasu U-statisztikdk vagy nor-
malizalt empirikus mértékek szerinti véletlen integralok vizsgdlataban miikodik
jol, akkor ha a vizsgalt U-statisztikdk vagy véletlen integralok eloszlasai olyan
becsléseket teljesitenek, mint amilyet az ilyen véletlen funkcionalok ‘Gauss jellegii
hatarfolyamatai’ sugallnak. Lehet olyan ‘irregularis eseményeket’ definialni, ame-
lyek megjelenése esetén a vizsgalt U-statisztikak vagy véletlen integrdlok nagyon
nagy értéket vesznek fel. De az ilyen irreguléaris események valdszintisége kicsi, és
tipikus esetekben ezek hatéasa elhanyagolhatd. Viszont kis szorasu U-statisztikék és
véletlen integralok esetében el6fordul, hogy az ilyen irregularitasok megjelenésének
a valészintlisége viszonylag nagy, és ezek hatasa a dominans.

A ‘chaining argument’ akkor miikodik jél, amikor az irregularitdsok hatasa
még elhanyagolhatd, és szép ‘Gauss tipusi’ becslések érvényesek. A szimmetriza-
ciés modszereket viszont akkor érdemes haszndlni, ha az irreguldris hatdasok nem
elhanyagolhatodak, és ezeket kell jol megbecsiilni.

Jelen irasban egy fontos kérdéskor alapvetd eredményeit prébaltam viszonylag
roviden ismertetni az eredmények mogott rejlé heurisztikus képpel egytitt. A téma
részletesebb targyaldsa megtaldlhaté az [1] munkdmban. Tovabbé egy Lecture
Note-t késziilok megjelentetni, amely tartalmazza a kiillonboz6 részletek preciz,
részletes kidolgozasat. Ez a Lecture Note [2] jelenleg csak az interneten, a home-
page-emen érheté el. Mind az [1] mind a [2] munka részletes irodalomjegyzéket
tartalmaz.
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