NORMALITAS-VIZSGALAT

irta: MAJOR PETER és TUSNADY GABOR

BEVEZETES

Ez a tanulmany az MTA Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutatodintézeté-
nek a felkérésére az MTA Matematikai Kutato Intézetének Matematikai statisztikai
osztalyan késziilt. Célja a normalitas-vizsgalat irodalménak az ismertetése, és az
egves modszerek Osszehasonlitasa.

A normalitas-vizsgalat alapja a kovetkezd

MoDELL. A &, &,, ..., &, valOszinliségi valtozdk fliggetlenek, egyforma el-
oszlastak, és kozos eloszlasfuggvényiik, F(x) folytonos.
Ebben a modellben azt kivanjuk eldOnteni, hogy igaz-e a kovetkezd

Hiporfzis. A ¢&; valtozdk normalis eloszlastak, azaz
—plXH
F(x) = Q[ e ]

alkalmas (de ismeretlen) u és o mellett, ahol @(u) a standard normalis eloszlas-
fiiggvény:
1 f -
P(u) = — e 2dt.
) V2 _{f

Lényeges, az egész vizsgalatot meghatarozo koriilmény, hogy az eloszlas varhatd
értéke, u, és szorasa, o ismeretlen. Ha ez nem volna igy, feladatunk specialis esete
volna az Un. tiszta illeszkedés-vizsgalati feladatnak, amely szerint azt kell eldonte-
niink, hogy a fenti modellben igaz-e az a hipotézis, hogy

F(x) = Fo(x),
ahol Fy(x) tetszbleges, adott (folytonos) fliggvény.

A normalitas-vizsgalat természetes altalanositisa a kovetkezd. Dontsiik el,
hogy a fenti modellben igaz-e a kovetkezd

Hirotkzis. A ¢&; véaltozok kozos eloszlasfiiggvénye
F(x) = F(x; ’919 ‘92, sy ‘9k)

alaku, ahol (94, 9, ..., ;) ismeretlen paraméterek. Ezt a feladatot becsléses illesz-
kedés-vizsgalatnak nevezziik. Mar ez az elnevezés is sejteti, hogy a megoldast leg--

MTA 111. Osztdly Kozleményei 22 (1973)



258 MAJOR P. ES TUSNADY G.

természetesebb a kovetkezd iranyban keresni. A tiszta illeszkedés-vizsgalat megoldésa
altalaban valamilyen

An = 5(E1(x)9 FO(X))

alaku statisztikan alapszik, ahol F,(x) az empirikus eloszldsfiiggvény:

R =t 3 1=

iig<x n

B

(va(x) az x-nél kisebbek szama a &, &,, ..., &, mintaclemek kozdtt), és 6(G (x), H(x))
a G és H fluggvények eltérését mérd alkalmas funkcional. Ezt figyelembe véve
a becsléses illeszkedés-vizsgalati feladat megoldéasat kereshetjiik a kévetkez6 alakban.
Adjuk meg el6szor a §; paraméterek alkalmas

gi:gi(€1’62’~--sén) (I: 132~-~ak)
becsléseit, majd mérjiik a vizsgalt hipotézis teljestilésének a mértékét a
Ay = 5(Fy(x), F(x; 31, 3, ..., 3)
statisztikaval. A normalitas-vizsgalat esetében a paraméterek becsléséiil nyilvan a
_ 1 2
E=— 3¢

i=1
mintaatlagot, és az

; :V—ni PG,

tapasztalati szoréast valasztjuk. Mint ismeretes, ezek a i, o paraméterpar torzitatlan
becslései kozott a legkisebb szdrastiak (o-nal egy konstans szorzétdl eltekintve).

Barmennyire természetes is ez a megoldas, sok szempontbdl nem latszik meg-
nyugtaténak. Az elsé szempont esztétikai. Akik a tiszta illeszkedés-vizsgalati mod-
szereket ismerik, tudjak, milyen nehéz e moddszerek kozil a legjobbat kivalasztani.
A normalis eloszlasnak az egész valdsziniiségszamitasban elfoglalt kdzponti szerepe
arra vezette a statisztikusokat, hogy 6nalio, a tiszta illeszkedés-vizsgalattol figgetlen
mddszereket dolgozzanak ki, amelyekt3l — ha egzaktul ezt réluk bizonyitani nem
is lehet — legalabb heurisztikusan azt varhatjuk, hogy kozvetleniil az eloszlas nor-
malitasat, normalis voltat ellenSrzik. Hogy ez a torekvés milyen régi a statisztiku-
sok kozott, azt talan legjobban PEARSON 1930-as(!) cikke [16] bizonyitja (cime:
A further development of tests for normality, amibdl a ,,further” jelzét kiilon érde-
mes kiemelni). El8szor a megoldast a momentumok mddszerével kivantak megadni.
Ennek az iranyzatnak a legjobban kidolgozott eredményeit GEARY [7] cikke tartal-
mazza. Hamarosan kideriilt azonban, hogy azzal, hogy az eloszlas ferdeségét,
csucsossagat teszteljiik, tulajdonképpen nem az closzlas normalitasat ellendrizziik.
Hiszen szamtalan eloszlas van, amelynek ferdesége, vagy csucsossaga 0, és az el-
oszlas mégis igen messze van a normalistol.

A becsléses illeszkedés-vizsgalati mddszerek 1ényegesebb hidnyossaga a fenti,
esztétikai kifogason tul az, hogy nem ad megoldast a kdvetkez6 feladatra. Ennek
alapja az alabbi
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NORMALITAS-VIZSGALAT 259

TOBBMINTAS-MODELL. A &, &y, ..., &, (i=1,2, ..., k) valdszinliségi valtozdk
fiiggetlenek, az azonos kezd6 indexi &, &y, ..., &, valtozdk egyforma eloszlastak,
és kozos eloszlasfliggvényiik, F;(x) folytonos (i=1,2, ..., k).

Ebben a modellben azt vizsgaljuk, hogy igaz-e a kovetkezd

Hrpotézis. A &;; valtozék normalis eloszlastak, azaz

Fi(x) = @[1—’2] (=1,2...k
0;
alkalmas (de ismeretlen) p;, o; paraméterekkel.

A statisztikai gyakorlatban ugyanis az esetek tobbségében nem egyetlen minta
normalitasit kell megvizsgilnunk, hanem sok kis mintardl egyiitt kell elddnteniink,
hogy normalis-e az eloszlasuk, vagy sem. Ezek a kis mintak sokszor csak a lokacids
és a skéla paraméterekben kiilonbdznek egymastdl, vagyis az eredeti modell helyet-
tesithetd egy specialisabb valtozataval:

SPECIALIS TOBBMINTAS MODELL. A tSbbmintas modell feltevésein til feltessziik,
hogy a ¢&;; véltozdk eloszlasa linearis transzformacidval kaphaté meg az Fy(x)
eloszlasb6l, azaz

Fi(x) = Fﬂ{x;“i] (=1,2, ..,k

13

alkalmas (de ismeretlen) y;, o; paraméterekkel (ahol F,(x) folytonos eloszlasfiigg-
vény). )

?Ebben a specialis modellben els8sorban az Fy(x) eloszlasfiiggvény érdekel
minket, a p;, 0; paraméterck értéke kdzdmbds, emiatt e paramétereket szokas
zavar® paramétereknek is nevezni. Természetes gondolat ebben az esetben az, hogy
valamilyen modon megszabaduljunk a zavaré paraméterektdl, szemléletes ki-
fejezéssel élve alkalmas transzformacidval ,kidobjuk” a paramétercket. Ilyen el-
Jarast a normalis eloszlas esetében DURBIN [6], SARKADI [21], és STORMER [27] adott
meg, és ezzel megalapoztdk a normalitas-vizsgalat 0j, és szerintiink leghatasosabb
modszerét.

Dolgozatunk els6é és masodik része a tiszta és a becsléses illeszkedés-vizsgalattal
foglalkozik, a harmadik részben pedig ezeket a transzformaciés modszereket is-
mertetjiik.

1. TISZTA ILLESZKEDES-VIZSGALAT

MobeLL. A &, &, ..., &, valdszinliségi valtozdk fiiggetlenek, egyforma el-
oszlastiak, és kozos eloszlasfiiggvényiik, F(x) folytonos.

Hrpotézis. A &; valtozdk kozos eloszlasfiiggvénye az ismert F,(x), azaz
F(x) = Fy(x),

(ahol F, természetesen folytonos).
Ennek a hipotézisnek a fenti modellben torténd ellendrzését tiszta illeszkedés-
vizsgalatnak nevezziik. A tiszta illeszkedés-vizsgélat modszereit SAHLER [20] cikke
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alapjan ismertetjiik, ebben a cikkben talalhaté meg e témakor részletes irodalom-
jegyzéke is.

Hipotézisiinket statisztikai probaval ellendrizhetjiik. A statisztikai préba
alapja — a fenti modell esetében — egy n-valtozds fliggvény, jeloljik nn(x;, X, ..., X,)-
nel, amelynek lehetséges értékei 0 és 1 kozottiek:

0 = zn(xg, xp, .., X)) = 1.

Ennek alapjan eljarasunk a kovetkezd: n(&,, &,, ..., &,) valdszinliséggel elutasitjuk
a vizsgalt hipotézist, 1—n(&, &y, ..., &,) valdszinliséggel pedig elfogadjuk azt.
Az esetek tobbségében n csak 0-val, vagy I-gyel egyenld, ekkor az n dimenzids
térnek azt a részét, ahol n=0, elfogadasi tartomanynak, a == 1 feltétellel definialt
részt pedig elutasitasi, vagy kritikus tartomanynak nevezzik. A =n(&, &, ..., &)
fiiggvény maga is valosziniiségi valtozd, ennek a varhatd értéke a ¢&;-k eloszlas-
fliggvényétdl, F-t6l fligg. Jeloljiik ezt a varhatd értéket S, (F)-fel:

Ba(F) = Epn(éys Eos s £n)-

Ezt az értéket a  proba erejének nevezzik, f,(F,) adja meg annak a valdszinliségét,
hogy a vizsgalt hipotézis igaz, mégis elutasitjuk azt. Ezt a hibat els6faju hibanak,
az elséfaju hiba f,.(F,) valosziniiségét pedig a proba terjedelmének nevezziik, és
e-nal jeloljik:

&= ﬂn (F 0)'

TetszOleges szintli probat kapunk, ha valamilyen (folytonos) 7(x;, Xy, ..., X,)
figgvényt vesziink alapul, és T alapjan =n-t a

0, ha T(x1,X5,...,%X,) <¢C
X1 Xy oo Xn) = {1, ha T(xy, x5, ..., %) = ¢
Osszefliggéssel definialjuk, ahol ¢ értékét tigy hatdrozzuk meg, hogy a préba szintje
¢ legyen, azaz
-PFo(T(é]’ 525 sy én) = C) =1l-—¢
teljesiiljon.

A statisztikai prébak elméletében fontos szerepet jatszik az invariancia: bizo-
nyos transzformaciokkal ugyanis a legtobb hipotézis-vizsgalati feladatot atfogal-
mazhatjuk; elényben részesitjik azokat az eljarasokat, amelyek e transzforméaciok
hatasara érzéketlenek, illetve amelyekre a transzformacidk természetes moddon
hatnak. Esetlinkben a transzformécid alapja tetsz6leges monoton névé g(x) fligg-
vény lehet, ennek segitségével az eredeti mintahoz az

=g (=12,..,n
mintat rendelhetjiik. Hipotézisiink teljesiilése esetén az n;-k eloszlasfiiggvénye
Go(x) = P(n;=x) = P(g(&)=x) = P(&i=g™'(x)) = Fo(g™'(x)).
Jeldljik az F, eloszlas ellenérzésére szolgald probafiiggvényt n(xy, X, ..., X,; Fo)-lal.
Természetes kovetelmény a © prébaval szemben, hogy ha a mintat a g fliggvénnyel

transzformaljuk, akkor a transzformalt G, eloszlast a transzformalt n,, n,, ..., 1,
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mintan ugyanigy ellendrizze, mint az eredeti &, &,, ..., &, mintdn Fy-t, azaz

(1) n(g(xl)’ g(x2)7 wiase § g(xn)a GO) = n(xlﬁ KXoy ooy Xpys FO)
legyen, ahol Gy(x) = Fy(g~!(x)).

DEFINICIO. A 7(Xy, Xa, ..., X,; Fy) probafiiggvényt — és a megfeleld prébat —
eloszldsmentesnek nevezziik, ha n-re teljesiil (1) minden monoton novekvé g fiigg-
vény mellett.

Eloszlasmentes eljarast kapunk, ha a prébahoz az

F@=r 31

iig;<x

empirikus eloszlasfliggvény alapjan a
T(élw 527 sieie 9 én) == 5(Fn(x}7 Fo(x))

statisztikat hasznaljuk, ahol 6(G, H) a G és H eloszlasfiiggvények tavolsagit méré
tetsz6leges funkcional.

Az eloszlasmentes probak vizsgalatanal mindig feltehetjiik, hogy a &;-k a vizs-
galt hipotézis szerint a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlastiak, hiszen a g=F,
transzformacio tetszleges F, mellett erre az esetre vezet. Emiatt a tovabbiakban
feltehetjiik, hogy

0, ha x<0;
Fy(x) =3x, ha 0=x=1;
1, ha x=>1.

Annak érdekében, hogy az & szinthez tartozo ¢ szignifikancia-hatart megkapjuk,
meg kell hatiroznunk a &(F,(x), F,(x)) statisztika eloszlasat abban az esetben,
ha a ¢;-k a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlastak. Vannak 8-k, amelyekre
ez zart formaban megadhatd, vannak, amikre csak a hatareloszlas adhaté meg, és
vannak, amelyekre csak Monte-Carlo-mddszerrel készithetjiik el (vagy készitették el)
a sziikséges tablazatokat. Az alabbiakban 4ttekintjiik a legfontosabb funkcionélo-
kat — ezzel egyiitt a legfontosabb tiszta illeszkedés-vizsgalati mddszereket.

1.1. A Kelmogorov—Szmirnov proba

A préba statisztikija egyoldali esetben
Dy = sup [F,(x)—Fy(x)],

—oo<X-< oo

kétoldali esetben
D,

sup  |F,(x) — Fo(x)|.

—oo < X-<oo

A préba altalanositasa a tetszdleges pozitiv y-hez tartozé

Df(Y) = sup Y(Fo(x)) [F(x)— Fo(%)],

a<Fy(x)<b
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illetve
D,(¥) = mp ¥ (Fo(x)) |F,(x) — Fy(x)|
a=Fy(x)=

statisztikakon alapszik. Ennek speciélis esete a Rénpi-préba, amelynél

b=1;

V==, a

vagy
1

= 0, b=1-u;

a

)

Y(x) =
ahol O0<a<1.

E statisztikdk kozil sokdig csak D, eloszlasa volt ismeretes, D, eloszlasira
csak igen bonyolult 6sszegezéseket tartalmazé formuldk voltak. Kénnyen lathats,
hogy az Osszes Kolmogorov—Szmirnov-tipusti préba-statisztika eloszlasa megha-
tarozhaté STECK [25] alabbi eredménye alapjan.

TETEL. Legyenek a &;-k a (0, 1)-ben egyenletes eloszlisu, fiiggetlen valészintiségi
vdltozék (i=1,2,...,n), és & legyen kézéttik a nagysig szerint i-edik. Legyen
tovabbd

=g =a=...=q,=1,
O=b=b,=...=b,=1,
a=b (=12,..,n).
Akkor
P(ai§5?§b,‘, i:1,2,...,n):
= nldet[(b;—a)\ " Y(j—i+ DI =
by —a,)?} (b —"an)n
—ay, Lzl Goah
= (bQ_an)'f!-_l
= n! 1 (by—a,)., w
0 0 (bn_gn)+

(ahol (@), =a, ha a=0, és (a), =0, ha a=0,és 0° = 1).

Erre a tételre igen egyszer(i bizonyitdst adott SARKADI [22]. A tétel alapjan
D, kis n-ek melletti eloszlasa szamitégépen konnyen meghatarozhatd.

Az eredeti D,f és D,, valamint a Rényi-féle D;} (/) és D, () statisztikak hatar-
eloszlasara zart formuladk ismeretesek, ezekre az eloszldsokra tablazatok is talal-
hatdk, példaul a [2], [14], [17] tablazat-gy(ijteményekben. A konvergencia gyorsa-
sdéga kiolvashato az alidbbi lemmabdl.

1
n 2

LEMMA.

P(Yn D, = z) = K(Z)+-—1—:K’(z)+o
6Vn
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ahol

K@) = 3 (—lye2*=
j:—c:o

Itt emlitjiik meg a
Vo= sup [F,(x)—F,(x)]+ sup [Fo(x)—Fn(x)]

—co<X<oo — o< X<oco

statisztikat, amelynek hatareloszlasa

im P(YnV, =z) =1+ 3 (2—8j2z%)e- 2%,
ji=1

n—>oco

(természetesen itt is, és az elébbi lemmaban is z pozitiv). Ugy gondoljuk, puszta
véletlen, hogy a D, statisztika terjedt el a gyakorlatban, a magunk részérél V, és D,
kozott semmi kilonbséget nem latunk.

1.2. A Cramér—Mises-proba

A prdba statisztikaja

r i n %i—1
% =n [ F0)-FR@FR®© = 5+ 2 [Fo(é,-*)— = ]

— oo

ahol & a rendezett minta i-edik eleme. A proba altalanositasa a tetszéleges pozitiv
¥ (x) sulyfiiggvényhez tartozo

o

Q) = n [ w(Fo(x)) [Fa(x) — Fo(x)P dFy(x)

— oo

statisztikdn alapszik. Ennek specidlis esete az Anderson—Darling-préba, amelynél

¥ (x) :_xﬁ'

Ezeknek a statisztikdknak az egzakt eloszlasa nem ismeretes, de a hatarelosz-
lasuk igen. E hatareloszldsok ugyanis, akarcsak az el8z8 pontban szerepld hatar-
eloszlasok, meghatarozhatdk a kovetkezd tétel segitségével.

TETEL (DONSKER). Legyen W(f) a [0, 1]-beli, szakaszonként folytonos fiiggvénye-
ken értelmezett, folytonos funkciondl. (Ez az utobbi feltétel azt jelenti, hogy tetsz8leges,
a [0, 1]-ben szakaszonként folytonos f, fliggvényhez, és tetszbleges pozitiv e-hoz
van olyan pozitiv 6, hogy

W)~ ()l <&

teljesiil minden olyan, a [0, 1]-ben szakaszonként folytonos f fiiggvényre, amelyre

If(x)=fo(x)| < &
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minden 0=x=1 mellett.) Legyenek tovdbbd a &,,¢&,, ..., &, valdsziniiségi vdltozék
Jliggetlenek, és a (0, 1)-ben egyenletes eloszldsuak. Akkor a

4, = y(Vn [F,(x) = x])
statisztika hatdreloszldsa egyenld a A=y (W(t)) vdltozé hatdreloszldsdval, azaz

lim P(A, = %) = P(4d = %);
ahol F,(x) az empirikus eloszldsfiiggvény, és W({(t) az iun. Brown-bridge, azaz W(t)
olyan Gauss-folyamat, amelyre EW(t) =0, és EW () W(s)=t(l —s), ha O0=t=s=1.

E tétel alapjan tetsz6leges  funkcionallal generalhatunk probat, hiszen a tétel
alapjan ahhoz, hogy a proba-statisztika hatareioszlasat meghatarozzuk, ,,csak”
a A=y (W(t)) valosziniiségi valtozo eloszlasat kell meghataroznunk. Amig azonban
a Kolmogorov—Szmirnov-tipusu statisztikak esetében ezeknek az eloszlasoknak
a meghatarozasara nem ismeriink altalanos modszert, a Cramer— Mises-tipusti
statisztikdk hatareloszlasa eldallithato a kovetkez8, KAc—SIEGERTtSI [9] szarmazd
lemma alapjan.

LemMma. Legyen £(t) a 0=t=1 szakaszon értelmezett Gauss folyamat, a vdrhaté
értéke legyen 0, és jeloljiik a kovariancia fiiggvényét B(s, t)-vel:

B(s,t) = E&(s)E(t).
Akkor az

n= [ &@adt

valosziniiségi vdltozo eloszldsa megegyezik az

ey

= é _21_ n
dsszeg eloszldsdval, ahol az n;-k fiiggetlenek, standard eloszldsuak, és a A; szamok az
1
S U(©)B(s, t)ds = M (2)
integralegyenlet sajdtértékei. ’
1.3. Elemi statisztikak
Mint lattuk, feltehetjiik, hogy az a hipotézis, hogy a &;-k a (0, 1)-ben egyenletes

eloszlastak, és a &;-k értékkészlete a modell szerint is része a (0, 1) szakasznak.
Azt kell tehat ellendrizniink, hogy a (0, 1)-beli

0=O==8=..==8n=1
n elemii rendezett minta (&, &,,, szerepeltetése csak a jeloléseket egyszerisiti)
mennyire egyenletesen osztja fel a (0, 1) intervallumot, azaz az

F,,(x)=%, ha & <x=&,, (=01,..,n)
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empirikus eloszlasfiiggvény milyen mértékben kozeliti meg az Fy(x)=x fliggvenyt,
vagyis a

W, (x) = Vn [Fy(x) —x]

fiiggvény mennyire tér el 0-t6l. Az eddigi statisztikik W, nagysagat vizsgaltak:
a Kolmogorov—Szmirnov-tipust statisztikak a lcgnagyobb értéket, a Cramér—Mises-
tipust statisztikdk a globalis eltérést ellendrizték. Elvileg azonban akarmilyen funk-
cionalt hasznalhatunk, a tovabbi lehet8ségek koziil mutatunk be itt néhanyat.

a) Az eloszldsfiiggvény drnyéka

Képzeljiik azt, hogy az origéban egy fényforras van, és az (x, F,(x)) gorbe
arnyékat az y=1 egyenesen latjuk: jeloljiik az arnyék kezdSpontjat of-szal:

of = min .
" 0<x<1 Fn(x) ’

és legyen e statisztika parja, «; az (1, 1) pontbeli fényforrasbdl szarmazo arnyék az
x tengelyen:
a_ - min :_L
" 0<x<11—Fn(x).

Mindkettd egyenletes eloszlast (0, 1)-ben, és mindkettének a nagy értékei szolnak
a hipotézis teljesiilése ellen. A D,, W, statisztikik mintajara ezekbdl is elBallithat-
juk a

®, = max (d:, “;l-)’ &n = a: + oy

statisztikakat, ezek eloszlasa azonban mar bonyolultabb, és fiigg a mintaelemszamtol.

b) Pozitiv szakaszok

Ez a statisztika azt méri, mennyire szimmetrikus a W,(¢) folyamat értékkészlete
a O-ra: a statisztika értéke annak a halmaznak a mértéke, ahol W, (¢) pozitiv:

1

. = [ P(W,(0))dt,

ahol
» 1, ha u=0;
@=10, ha u=o.
A T, statisztika értéke tehat azoknak a szakaszoknak az osszhossza, amelyek felett
W,(t) pozitiv, vagyis F,(x)>x, az empirikus eloszlasfiiggvény az Fy(x)=x eloszlas

felett van. A =, statisztika eloszlasa egyenletes, til kicsi és tal nagy értékei a hipote-
zis ellen szolnak.

6 MTA IIH. Osztdly Kozleményei 22 (1973)
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) Atmetszések szama

A statisztika értéke azoknak a (0, 1)-beli x-eknek a szdma, amelyekre F,(x)=x,
azaz W, (x)=0 teljesiil. A statisztika eloszlasa, &ltalanositisai, és megfelelé hatar-
eloszlasok megtalalhatok a [4] dolgozatban. A statisztika alacsony értékei szolnak
a hipotézis teljesiilése ellen.

d) Kvazi—Cramér— Mises-statisztikdk

A Cramér— Mises-statisztika kissé modositott valtozata a

n !

Bad) = 2

i=1

i
n+1

&—

statisztika, ahol A=1. Ez a statisztika azt méri, mennyire maradnak a &; rendezett
mintaelemek a varhato értékiik, i/n+1 kozelében. El6nye, hogy az értéke kénnyen
kiszamithatd, és a hatareloszlasa egyszerii: ugyanis a tetszéleges A=1 mellett a hatar-
eloszlas normalis. Hibaja viszont, hogy nem veszi figyelembe azt a tényt, hogy a
kiil6nbo6z6 rendezett minta elemek szdrasa igen eltérd lehet. Ezt a hibat kiiszoboli ki a

* i 5
x [fi_n+l]

i=1 i(n+l—i)

Yn =

statisztika, amely mar a szorasokat is figyelembe veszi. Ebbdl a szempontbdl még
egzaktabb a

_ e s * i * J
6"_i;;jgaij[éi—n+1][€j n+ ]

statisztika felépitése, ahol az 4=(g;;) matrix a rendezett minta elemek C kovarian-
ciamatrixnak az inverze: A=C"!. A C=(c;;) matrix elemei tehat

_i(n+1-))
9T T 1y

A
1)

, ha 1=i=j=n;

(és természetesen C szimmetrikus).

e) A Moran-statisztikdak

Ismeretes, hogy ha pozitiv szdmok Osszege alland6, négyzetdsszegiik akkor
minimalis, ha egyenléek. Ennek alapjan mérhetjik a minta egyenletes eloszlasat a

n
ph) = 2 |ta— &1
=
statisztikaval, ahol A=0. E statisztikdk sok szempontb6l hasonlitanak a kvazi-
Cramér— Mises-statisztikdkra, hatareloszlasuk normalis, és éppugy lehetne &ket

tovabbfejleszteni, mint a f statisztikakat.
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Ezzel korantsem ért véget a lehetséges statisztidk felsorolasa, ez nem is volt
célunk, csak a lehetbségeket akartuk érzékeltetni. E statisztikdk ink&bb szinezd
jellegliek, valamely ,,f6” préba mellett kiegészitésiil hasznalhatjuk &ket. Utalunk
ezzel kapcsolatban VINCZE [28] cikkére, aki azt vizsgalta, milyen mértékben lehet
a Kolmogorov—Szmirnov-préba erejét ndvelni az elsé maximum hely (index) figye-
Jembevételével.

1.4. Siiriiségfiiggvények

Eddigi probaink mind azt ellendrizték valamilyen forméban, milyen kozel
van az F, empirikus eloszlasfiiggvény a hipotetikus F, eloszlasfiiggvényhez. Most
olyan prébakrdl lesz szo, amelyek a siirtiségfiiggvényt ellendrzik. A stirtiségfiiggvényt
lényegében haromféleképpen becsiilhetjiik:

— hisztogrammal,

— ortogonalis sorfejtéssel,

— Parzen-féle magfiiggvénnyel.

Ebben a sorrendben targyaljuk tehat a lehetséges probakat.

a) Gyakorisdgi hisztogram: y*-préba
Legyen

—o =0y <0y <0y <...< 0 <0y 1 = °

egy beosztasa a szamegyenesnek, és jeldljiik a j-edik intervallumot I;-vel: I;=(a;, @;+1)
(j=0,1,2, ..., k), a &, &,, ..., &, mintanak az I;-be esd elemeinek a szamat pedig

v;-vel:
vi= 2 1=v(g,1)—v(a,
gl

ahol v(x) az x-nél kisebb mintaelemek szamat jeloli. A beosztashoz tartozé gya-
korisagi hisztogram

v.
) = et B %€l (G=0,1,2 w5 k)
T ;U )

(Eszerint I,-ban és I,-ban f, értéke definicié szerint 0.) Azt, hogy ez a siirtiségfiiggvény
milyen kézel van a teoretikus
fox) = Fo(x)

stirliségfiiggvényhez (amelynek a létezését ebben a pontban feltételezziik) az el6z8ek

alapjan a
df = sup [HL(D—foX)]

— 00 << X << 00

dy = sup |fu(x)—fo(X)];

— 0~ X << 00

wi = [ L& —fEPf)dx,
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statisztikdkkal mérhetnénk. Ezek azonban 4ltaldban nem eloszlasmentesek: vagy
a beosztast kell F, figyelembevételével alkalmasan megvéalasztani, vagy a

dit (W) = I R4 VACIET e

L) = _sup Y(A0) A —~f)

9 = [ V)~ @RS, () dx

altalanositsukban szerepls sulyfiiggvényt kell alkalmasan megvalasztani. A d-
tipusu statisztikakkal el8szér REvVESZ foglalkozott, eredményeivel kapcsolatban [18]
alatti cikkére hivatkozunk. Az w®-tipusi statisztikik kozott kodzponti szerepet
jatszik az, amelyik lényegében a y(r)=1/¢2 sulyfiiggvénynek felel meg, és amelyiket
x*-probaként ismeriink :
2 _ - (vi—np)®
1 ié; np; "’
ahol

P =Fol)~Fo@) = | o) dx.

Ez a préba ugyan egzaktul nem eloszlasmentes, de a hatareloszl4sa mar az: ha
n tart a végtelenbe, a statisztika hatareloszldsa a & szabadsagfoku y2-eloszlas. A
préba legrészletesebb elemzését COCHRAN [3] dolgozatiban taldljuk meg. MANN
€s WALD [12] a y2-préba és a Kolmogorov—Szmirnov-préba erejét hasonlitotta
Ossze.

b) Ortogondlis sorfejtés: Neyman— Barton-préba

Modositsuk most tigy a modellt, hogy még azt is a feltevések kozé szamitjuk,
hogy a koz6s siiriiségfiiggvény:

£ = fox) Zk a0, (0)

alaku, ahol az q;-k alkalmas egyiitthatdk, a ¥ ;-k pedig az f, stlyfiiggvényre nézve
ortonormalt rendszert alkotnak:

[ v xf®) dx = 5,5,

ahol §;; értéke 1, vagy O aszerint, hogy i egyenlS-e j-vel, vagy sem. Feltessziik
tovabba, hogy ¥o(x)=1. Ebben a modeliben az a; egyiitthatok torzitatlan becslése

M=

'pj(él) (.] = 1) 2’ sy, k),

« 1
T n

=

i=
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hiszen a y rendszer ortonormalt volta miatt
BYyE) = [ fmde= [ 4,00 2 ay@f)dx =

k
= Zavévj =a
v=0

(Mivel y,=1, gy=0,=1, igy csak j=1 mellett kell az a;-ket becsiilniink.)
A vizsgalt hipotézis most ekvivalens azzal, hogy

a

-t

i~

=0,
azaz a, kivételével az Gsszes egyiitthatd O (mivel f is siiriségfiiggvény, ebbdl mar
kovetkezik, hogy a,=1). Ha ez a hipotézis teljesiil, az «; becslések korrelalatlanok,
és a szorasnégyzetik 1/n:

Covo,a; = - 3 covih(& (&) =

n

:[»—

¥ 0f () dx = 8.

Mindegyik «; fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk szdmtani kozepe, tehat a

k 1 k n 2
Bi=n 2“1 =% 2{2;‘/’,(5;)}
statisztika hatareloszlasa k szabadsagfoku x* eloszlas.

Ez a statisztika 1ényegében NEYMANtO! szarmazik (v6.: [13]), aki azt az esetet
vizsgélta, amikor £, a (0, 1)-ben azonosan 1, és a s fiiggvényrendszer a Hermite-
polinomrendszer. Kés6bb BARTON foglalkozott sokat e statisztikakkal (v6. pl. [1]),
jelenleg a siirliségfiiggvények becslésének az aszimptotikus viselkedésének a vizs-
galatanal ismét az érdeklédés kozéppontjaba keriilt. Ezzel kapcsolatban hivatkozunk
még a KENDALL—STUART [10] konyvre, mint az egyetlen nem hazai statisztika-
kézikonyvre, ahol a normalitasvizsgalatrdl szo esik.

c) A suriségfiiggvény Parzen-féle becslése

A moédszer inkabb PARZEN nevéhez fiiz6dik (v6. [15]), bar PARZEN el6tt mar
RoOSENBLATT is foglalkozott vele. Legyen g tetszdleges siirliségfiiggvény, b, alkal-
masan valasztott 0-hoz tartd sorozat, akkor a strliségfliggvény Parzen-féle becslése
az

n X — 6
Ja(x) = = Z [ ]
fliggvény. Sokan ezt tartjak a siirliségfliggvény egyetlen becslésének, amit vitatha-
tatlan egyszer(isége, attekinthet&sége, kezelhetdsége indokol. Rogzitett n mellett

b, természetesen egyetlen szam, értékét tanacsos n~1/5 kozelében valasztani: Szem-
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léletesen szélva b, annak a perturbal tényez8nek, mesterséges hibanak a szdrasa,
amelyet a mintdhoz rendeliink, hogy a diszkrét elemekbdl 4llé6 minta helyett foly-
tonos, dsszemosott gorbét kapjunk. Ezért b, se til kicsi nem lehet (ekkor a minta-
elemek izolaltak maradnénak), se tdl nagy (ekkor a valédi f helyett a becsléshez
haszndlt g hatdsa dominilna a becslésben).

A becslés illeszkedésvizsgalati célokra vals felhasznalasanak elvi alapjait Rosen-
blatt adta meg a [19] cikkben.

2. BECSLESES NORMALITAS-VIZSGALAT

MobeLL. A ¢, &,, ..., &, valdsziniiségi valtozdk fiiggetlenek, egyforma el-
oszlasuak, és kozos eloszlasfiiggvényiik, F(x) folytonos.

Hirotizis. A ¢&; valtozok normalis eloszlastiak, azaz

_ o

alkalmas (de ismeretlen) p és o mellett.

Ennek a hipotézisnek a fenti modellben t6rténd ellendrzését normalités-vizs-
galatnak nevezziik. Mint a bevezet8ben mAar lattuk, ez a feladat két kiilonbozd
modon vezethet vissza a tiszta illeszkedés-vizsgalatra: becsléssel és transzformacio-
val. Ebben a fejezetben a becsléses illeszkedés-vizsgalati médszerrel foglalkozunk.
Becslésiil a

1
E= 36
mintaatlagot, és az

s=V LS -op

n—1 i=1

tapasztalati szorast hasznaljuk. Azt fogjuk ellendrizni, milyen kézel van az

F=— 31

iig<x

tapasztalati eloszlasfiiggvény a & varhaté értékii, s szSrast normalis eloszlashoz,
vagyis azt, hogy mennyire marad a 0 kozelében a

wa(x) = Vn [Fn(x)_¢ {x:E”

folyamat.
2.1. A Donsker-tétel megfelelGje
Ha most is az el6z8 pontban definialt  funkciondlokat kivanjuk hasznalni,
felmeriil a kérdés, milyen mértékben befolyasolja a hatareloszlasukat az a koriil-
mény, hogy az eloszlas paramétereit becsiiltiik. Fzt a kérdést eldszor a Cramér—
Mises-probaval kapcsolatban DARLING [5] vizsgalta, nem sokkal utana Kac, KIEFER,
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WoLrowiTz [8] a becsléses Kolmogorov—Szmirnov-proba hatareloszlasat hatarozta
meg. Dolgozataikban néhany — Monte-Carlo-mddszerrel készitett — tablazatot
is megadnak, ezeket csak itt, az eredeti cikkekben lehet megtalalni. Konnyen lathatd,
hogy a

Wo(x) = wa(D~(sx+ &)

folyamat eloszlasa nem figg a u, o paraméterektdl, tehat a y (W, (x)) statisztika
eloszlasa sem fiigg p, o értékétdl egyetlen y funkciondl mellett sem, igy kelld szamu
szimulalassal — standard normalis eloszlasbdl kiindulva — a

Py (W, (x) < 2)

valészinfiségek Monte-Carlo-mddszerrel meghatarozhatok. (Minket ez elsGsorban
az éltalunk vélasztott W, valamint a mintabeli n és A mellett érdekel, ugy latjuk,
kis mintaelemszdm mellett ez a Monte-Carlo-mddszer a legjobb.)

Visszatérve a hatareloszlas meghatarozasira, mint lattuk, a kérdés az, hogy
az ismert hatdreloszlasok valtoztatas nélkiil hasznalhaték-e, vagy sem. Varhatd
ugyanis, hogy a becsiilt paraméterekhez tartozé normalis eloszlas jobban meg
tudja kozeliteni az empirikus eloszlast, mint maga a teoretikus eloszlas, hiszen
a paraméterek becslése épp olyan iranyban tér el a valodi értékektdl, ahogy azt a
minta diktalja. A kérdés csak az, hogy ez a hat4s lényeges-e a hatareloszlas szem-
pontjabol, vagy sem. Az emlitett szerzGk azt talaltik, hogy ez a hatds lényeges,
eredményiik a kovetkez8 tételben foglalhatd Ossze.

TETEL. Legyen ¥ (f) a [0, 1]-beli, szakaszonként folytonos fiiggvényeken értel-
mezett folytonos funkciondl. Legyenek tovdbbd a &y, &,, ..., &, valdszinfiségi vdltozok
fiiggetlenek, normalis eloszldsiak u, o paraméterekkel. Legyen &, és s a minta dtlaga,
és szdrdsa, az Ny, Ny, ..., N, minta pedig legyen az eredeti minta standardizdltja:

_ E=E

. i=1,2,..,n).

n;

Jeloljik G,(x)-szel az n; mintdhoz tartozé empirikus eloszldsfiiggvényt:

Gu(x) = 2 1 =F,(sx+9),

J

n; m<x

ahol F, az erdeti empirikus eloszldsfiiggvény. Akkor a
4, = ¥ (Vn [G,(x) — D (%))

statisztika hatdreloszldsa egyenlé a A=y (W (t)) vdltozé eloszldsdval, azaz

lim P(4, < x) = P(4 < x),

n—>oco

ahol W(t) olyan Gauss-folyamat, amelyre EW(t)=0, és

l st _s2+t2
EW(’)W(S)=‘I’(t)(l——cb(s))—g[l—f-T]e 2,

ha —oc<t=5<oco,
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Ez persze csak a kérdés egyik fele, a konkrét funkcionalok esetében még meg
kell hatdrozni a 4 valtozdé eloszlasat. A Kolmogorov—Szmirnov-statisztikara ez
nem ismeretes, a Cramér—Misesre viszont DARLING a méar ismert Kac—Siegert-
lemma alapjan megadta a teoretikus eloszlast.

Osszehasonlitas céljabol megadjuk a kovetkez8 tablazatokat:

Kolmogorov—Szmirnov-préba P(VnD,=z) = «

Elfogadasi Kritikus érték Kritikus érték
szint (tiszta illeszkedésvizsgalat) | (becsiéses illeszkedésvizsgdlat)

1,2
13
1,6

’

wWaNW

0,8
0,9
1,0

z 2 3

NN N
|
HON

N N
e

Cramér—Mises-proba P(Q2=z) = o

Elfogadasi Kritikus érték Kritikus érték

szint (tiszta illeszkedésvizsgdlat) | (becsléses illeszkedésvizsgdlat)
a=0,9 z=0,35 z=0,10
x=0,95 z=0,46 z=0,13
a=0,99 z=0,75 z=0,18

> s

2.2. A Wilk—Shapiro-préba

Kiilon figyelmet érdemel az igy kapott eljarasok koziil az, amelyet lényegében az
1.3.d. pontban 6,-nel jel6lt statisztikabdl kapunk. Ez a médszer WILKt8] és SHAPIROS]
(v6.: [23]) szarmazik, akik késdbb a [24] dolgozatukban Monte-Carlo-médszerrel
osszehasonlitottdk az eljarasukat més normalitasvizsgalati probékkal és azt kaptak,
hogy az egyértelmiien jobb minden mas eljarasnal. Igaz ugyan, hogy csak a prébak
erejét vizsgaltak, a szikséges gépidt nem, és az is elképzelhetd, hogy ez az eredmény
csak az altaluk figyelembe vett alternativak specilis vélasztasatdl figg, mégis el-
fogadhaté volna a mddszeriik, ha kiterjeszthetd volna a tobbmintds feladatra.
A szerzBk ezt meg is kisérelték a [29] dolgozatukban, ugy gondoljuk azonban, ez
a kérdés a mddszer esetleges alkalmazéisa eldtt tovabbi vizsgélatot igényelne.

A Wilk—Shapiro-statisztika formalisan a kovetkezd:

1 (2 ’
W, = 3 {Z%iﬁf] s
§° =1

ahol az q,; egyiitthatokat a szerzék 2 =n= 50 mellett t4blazatosan megadjak. Ugyan-
ezekre a mintaelemszamokra adjak meg a megfelels szignifikancia-hatarokat is.

MTA 1I1. Osztdly Kozleményei 22 (1973)




NORMALITAS-VIZSGALAT 273,

2.3. Siiriiségfiiggvények: y* proba

Ha valaki nagyon keveset tud a normalitas-vizsgélattal kapcsolatban felmeriild-
nehézségekrdl, a ,,Hogyan teszteljik a normalitast” kérdésre valosziniileg a kovet-
kezd valaszt adja: ,,A Kolmogorov—Szmirnov-préba ugyanigy hasznalhato, csak
a paramétereket a becsiilt értékiikkel kell helyettesiteni, a x* prébaban pedig 2-vel
kell csdkkenteni a szabadsagfokot.” Lattuk mar, hogy ennek a valasznak az elsé-
fele mennyire nem igaz, most arrdl lesz sz, hogy a masodik fele sem igaz. Pedig
ennek latszatra még teoretikus alapja is van: a maximum-likelihood becsléseknél
megadhaté a y2-préba megfeleld altalanositasa, és itt azt a koriilményt, hogy néhany
paramétert a mintabdl becsiiliink, valéban a szabadsagfok csokkentésével vehetjiik
figyelembe. A baj csak az, hogy ha valamely beosztashoz tartozé f, empirikus siirti-
ségfiiggvényt vesziink alapul, a paraméterek maximum-likelihood becslése mar
nem & és s lesz, és a helyes becsléseket igen nehéz numerikusan meghatérozni.
KoLLER [11] megad ugyan kénnyebben kiszamolhat6, a maximum likelihood becs-
lésekkel ekvivalens becsléseket, ezek azonban jelen formajukban nem hasznalhatok,
hiszen a szerzd fix beosztast vesz alapul, pedig a normalitas-vizsgalatnal a beosztast
is célszerli volna a minta fiiggvényében megvalasztani.

Tobb szempontbdl elénydsebbnek latszik a masik két stirliségfiiggvény-becslési
eljarasbol normalitas-vizsgalati médszert kifejleszteni. A Neyman—Barton-proba-
nak k=4 mellett a leg8sibb normalitas-vizsgalati modszer felel meg: a ferdeség
és a cslicsossag ellenbrzése. A mintabdl kiszdmolhatd

1 & -
b= 2 G0
empirikus ferdeség, €s
1 & -
Y=g 3 GO -3
i=1

empirikus csticsossag értéke ugyanis normdlis eloszlas esetén varhaté kozel van
0-hoz. Ennek az ellen8rzésére szolgald szignifikancia-hatarok megtalalhaték példaul
a [17] tablazatban. Itt emlitjik még meg az Un. Geary-indexet:

n =

1
an_-‘;,‘z‘éi_ |a

i=1

amelyre szintén talalhaté [17]-ben t4blazat.

Ezekkel a tablazatokkal persze csak kiilon-kiilén ellendrizhetjiik az egyes mo--
mentumokat, az egyiittes ellenérzés csak egy megfelel ortogonalis fiiggvényrendszer
alapjan volna lehetséges. Ilyet azonban az irodalomban nem taldltunk, el8allitasa
nem latszik konny( feladatnak.

Lényegében a Wilk— Shapiro-prébahoz hasonl6 kvadratikus kifejezést kapunk,
ha a Parzen-féle siirliségfiiggvényre becsléses Cramér—Mises-probat kivanunk
alkalmazni. Ez az eljaras nincs kidolgozva, bar a Wilk—Shapiro-mddszerrel szemben
kétségtelen elénye volna, hogy alkalmazasa esetén nem kell a rendezett mintat
eléallitani.
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2.4. Osszefoglals

A becsléses normalitas-vizsgalati modszerekrdl Osszefoglalva elmondhatjuk,
hogy a lehetdségek szama igen nagy, de a megvaldsitasuk, kiilondsen a minket
érdekl6é t6bbmintas esetben nem latszik konnylinek. A feladattal foglalkozé statisz-
tikusok tilnyomo tobbsége ebben az irdnyban kereste a megoldast. Ez sok szempont-
bdl érthetd is. Olyan mérészamot kivantak elBallitani, amely valamilyen értelemben
optimélisan méri a minta normalitsat, és igy a tGbbmint4s esetben j6 képet adna
arrél, milyen mértékben tavolodik el a minta egyik vagy masik része a normalis
eloszlastdl. A nehézségek, amikkel szembetalaltak magukat, a kdvetkez8k voltak:

— nincs egyértelmiien megadhaté optimalitisi kritérium;

— ajavasolt statisztikak értékének a kokrét kiszimolasa sokszor igen bonyolult;

— a javasolt statisztikdk eloszlasa és hatareloszlasa nehezen meghatarozhaté.

Nem tartjuk kizartnak, hogy a megoldast ebben az irAnyban meg lehet talalni.
Sok szempont szl amellett, hogy az ismertetett torekvések, vizsgalatok helyes
irAnyban haladnak, és a sziikséges gépi tapsztalatok megszerzése utan sikeriil majd
a szamitégépen gyorsan realizdlhatd, statisztikai szempontbdl egzakt moddszert
megtalalni. A jelen kériilmények kozott azonban elsGsorban a kévetkezd fejezetben
ismertetésre keriilé transzformaciés mddszer realizalasat javasoljuk.

A teljesség kedvéért mégis megjegyezziik, hogy elvileg semmi akadalya nincs
annak, hogy a fenti modszerek barmelyikét a tobbmintas feladat megoldasara hasz-
naljuk. Legyen ugyanis egy tetszéleges mddszer alapja az S, statisztika, amelynek a

H,(x) = P(S,<x)
eloszlasa nem fiigg a u, o paraméterektSl, ha a minta normalis eloszlasu, és amely-
nek nagy értékei szolnak a normalitas ellen. Definialjuk a o valtozét a
(o) = H,(S,)

Osszefiiggéssel, ahol @ a standard normaélis eloszlas. Ez a ¢ — mint az konnyen 14t-
haté — normalis eloszlast, és a nagy értékei szolnak a hipotézis teljesiilése ellen.
Ha tehat a tobbmintas feladat esetében mindegyik minta-egységb8]l meghatarozzuk
ennek a valtozénak az értékét, és a kapott szamokat dsszegezziik, egyszer{i u-proba-
val ellendrizhetjik a minta-egységek egyiittes normalitasat.

3. NORMALITASVIZSGALAT TRANSZFORMACIOVAL

Ugyanazt a hipotézist vizsgaljuk ugyanabban a modellben, mint a 2. fejezetben,
csak a mddszer lesz mas: alkalmas transzformaciéval fogunk megszabadulni a zavaré
paraméterektdl.

DEFINiCIO. Az n-valtozds y;(xy, X, ..., x,) (i=1,2, ..., k) fiiggvényeket meg-
-engedhetd transzformacionak (MT) nevezziik, ha az

n; = 'l/i(él’ 529 gl én)

val6szinliségi valtozok a vizsgdlt modellben fiiggetlenek, és standard normalis
eloszlastiak. Az (n-+1)-valtozés ;(xy, Xas ..., Xa3 Zys ..., Zo) (i=1, 2, k) fiiggvénye-
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ket megengedhetd randomizalt transzformaciéknak nevezziik (MRT), ha az

iii = ';i(éls 62’ ceey én’ Cls CZ, seey Ck) (l = 19 2’ seey k)

valészinfiségi valtozdk a vizsgalt modellben alkalmasan valasztott, a &;-ktél fiigget-
len ¢; valtozok mellett fiiggetlenek, és standard normalis eloszlasuak.

Definiciénkkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy nincs kiilonosebb jelentd-
sége benne annak a feltételnek, hogy az n;-k eloszlasa éppen standard normalis
legyen: lehetne az #;-k kozds eloszlasa barmilyen ismert eloszlas, hiszen az MT-k
és az MRT-k szerepe az, hogy a normalitas-vizsgalatot visszavezesse a tiszta illesz-
kedés-vizsgalatra, ott viszont — mint lattuk — nincs semmilyen jelentdsége, hogy
a vizsgalt, ellendrizni kivant F, eloszlas milyen alaku, hiszen az ellendrzést mindig
eloszlasmentes modszerrel végezziik.

Az alabbiakban felsorolunk néhany MT-t és MRT-t. Ezek helyes voltanak
a bizonyitasaban sziikségiink lesz a normalis eloszlasnak a kovetkez6 tulajdonsigara.

TETEL. Ha a &, &, ..., &, vdltozdk fiiggetlenek, normdlis eloszldsiak u, o para-
méterekkel, akkor az
o

o4

st S2
Vi, B==3@-D
vdltozdk fiiggetlenek egymdstdl, és a

=S8 (=1,2,.,n)

koordindtdjii y=(y1, Vs, .., V) vektorvdltozoétél; és o, B,y eloszldsa nem fiigg a
U, @ paraméterektél. (Nevezetesen o standard normdlis eloszldsi B pedig y* elosz-
ldsi (n—1) szabadsdgfokkal.)

Célszer(ibb a transzformaciokat két 1épésben megadni: MTA-nak vagy MRTA-
nak nevezziik a transzformacidt, ha fiiggetlen p, ¢ paraméteri normélisakhoz
fiiggetlen, 0, ¢ paraméterii normalisakat rendel, és MTB-nek, vagy MRTB-nek
nevezziik, ha fiiggetlen, 0, ¢ paraméteri normalisakhoz figgetlen, 0, 1 paraméterii
normélisakat rendel. (Ha egy MRTA utan MRTB-t hajtunk végre — e két transz-
formacio egyiitt nyilvan MRT.)

Az MTA-kat a linearis fiiggvények kozott keressiik: legyen

lpi(x19x23 sy xn) = .Z;aijxj (l = 19 29 2inesy k)-
j=
Ez akkor és csakis akkor MTA, ha

Sa,=0 (=12 ..k
=1

‘Zaijavj=5,~‘, (i,V: 1,2,...,k).

=
Emiatt, ha ¢y =, Vs, ..., ¥,) linedris MTA, akkor k=n—1, és ha k=n—1, az
A=a;; matrix az a,;=1/ Vn kiegészitd sorral ortonormalt négyzetes matrix: A4’ =1.

-
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Ezzel természetesen A nincs egyértelmiien meghatarozva. Ilyen példaul az 1n.
Helmert-matrix :

1/y2 ~1/V2 0 0 0
1/V6 1/y/6 —2/V6 0 0

1/V12 1/y12 /Y12 -3/y12 .. 0

1/Vn=1) 1/Yn=1) 1/Vnt—=1) 1/Vat=1) ... —(n—1)/Vn(n=1)
1/Vn 1/Vn 1/Vn 1/¥n .. 1/Vn

Megfelel6 4 matrixot kapunk, ha az a, b, ¢ paramétereket tgy hatarozzuk meg, hogy

lpizaxi—f-b)?-{—%'x,, (l: 1,2,...,71—1)

MTA legyen |ahol X = % s xi]. A fentiek szerint ekkor
=1

¥

a+b+c=0,

: 2ab 2
@+ oy 28 2
n n n

2ab b 2bc
— =0,
n n n
amibbl a=1, b = — n s 10 = —_}— kovetkezik :
Vn —1 Vn—1
V;g_xn

; = Xx,—X, ahol X =
v Vn—1

Ez a transzformdcié szemléletesen tigy mondhatd el, hogy az x; mintaclemekbsl
levonjuk — lényegében — a mintaatlagot, hogy a u paramétertdl megszabadul-
junk. Hogy mégsem pontosan az X mintaatlagot vonjuk le, annak az az oka, hogy
ugy a transzformalt elemek nem volnanak fiiggetlenek: a legutolsé mintaelemet
tehat arra hasznéljuk fel, hogy a vele mddositott 4tlagot mar levonhassuk, vagyis
hogy az x;—Xx kiilonbségek fiiggetlenek legyenek. Ezzel elvesztiink egy mintaele-
met — de hat ugyis csak (n—1) transzformalt mintaelemet kaphatunk. Ez a transz-
forméacié SARKADItO] [21] szArmazik.

Nem vesztiink el mintaelemet, és a transzformdacié is szimmetrikussa valik,
ha felhaszndlunk egy normalis eloszlast, 0, ¢ paraméteri, a mintatél fliggetlen
{ valészintiségi valtozét. Az elébb kimondott tétel Allitasai alapjan ugyanis kénnyen
belathatd, hogy az

m=&—¢+—=¢( (i=1,2,..n)

Vn
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valtozok fiiggetlenek, és normalis eloszlastiak 0, 0 paramétereckkel. Ez a transz-
formacié DURBINtSI szirmazik (v6. [6]). Erdemes megjegyezni, hogy ebbdl a transz-
formaciébdl visszakaphatjuk az eldzd transzformaciét: ha ugyanis csak az elsd
(n—1) mintaelemet hasznaljuk, a

1 n—1
&

n—1 i=1

&=
rﬁintaétlag fiiggetlen a {&—E)=! vektortdl, tehat

_ Yn—1
Vn

is fiiggetlen a {&—&)7=} vektortdl, és normélis eloszlast O, ¢ paraméterekkel, és
ezek szerint

& 1 1 2 1 P V;E—éu
5 = y—_— B fooe . —_ 1 — ] = J S
L ['*wJ5+V;@ BT

ami valéban azonos az elézd transzformaciéval.

SARKADI megmutatta, hogy az 4ltala hasznalt transzformacié esetében a transz-
formalt, és az eredeti mintaelemek kozti korrelacids egyiitthaté maximalis az alabbi
értelemben.

LeMMA. Ha ¥; (i=1,2,...,n—1) tetszéleges MTA, és \y; a Sarkadi-féle transz-

Jormdcio, akkor
min R, ) = min R(, 1),
1=i=n-1 1=i=n-1
anol R(&, n) a &, n vdltozok korreldcids egyiitthatdjdt jeloli, és n,= V.(&, ¢y ey ),y
ﬁi:Ji(éla 627 saen 5»)
Ratériink az MTB-k és MRTB-k konstrukcidjara. A fenti tétel szerint, ha

£, és &, normalis eloszlasuak (0, 0) paraméterekkel, akkor az

1= parctgk, (= l+al

valtozok fiiggetlenek, n egyenletes eloszlasa a (0, 1) szakaszon, { pedig exponencialis
eloszlasi A=1 paraméterrel. Ha tehat n paros, a mintaelemekbdl képezett parokbdl
n/2 ilyen 5-t és n/2 ilyen (-t kapunk. Az 5-kbdl alkalmas transzformaciéval normalis
eloszlast valtozokat allithatunk elB, a (-kra pedig alkalmazhatjuk STORMER [26]
maodszerét.

DursIN [6] a kovetkez8 mddszert javasolta: legyen most (mivel u=0)

2 1 £ 2
§ ="726i:

i=1

s’ s’ s

akkor a

MTA IlI. Osztdly Koézleményei 22 (1973)




278 MAIJOR P. ES TUSNADY G.

hanyadosok fiiggetlenek s-t6l, és eloszlasuk nem fiigg o-t6l. Ha tehat { a &;-ktol
fuggetlen y-eloszlasu valdszinliségi valtozé n szabadsagfokkal, akkor az

Sig (i=1,2..,n)

valtozdk fiiggetlenek, és standard normalis eloszlastak.
Ebbdl az MRTB-b8l ugyanugy kaphatjuk meg a Sarkadi-féle MTB-t, mint

ahogy az el6bb elballitottuk a Sarkadi-féle MTA-t a Durbin-féle MRTA-bd] (meg-
Jegyezziik, hogy a visszavezetés is SARKADItSl szarmazik). Legyen

2 __ 1 ’:5'152
z" = n__l = is
akkor a
[é é én—l
z’ z?"7 2

hanyadosok fiiggetlenek Z-t8l, és eloszlasuk nem fiigg 6-t6l. Emiatt ezek a hanya-
dosok fiiggetlenek a ¢&,/Z hanyadostdl is, és &,/Z eloszlasa (n—1)-szabadsagfoki
t-closzlas. Ha tehat G,_,-gyel jeldljiik a |£,|/Z hanyados eloszlasfiiggvényét:

Gn—l(x) = P[% |§n|<z] = ZF,,..](X)— 19

(ahol F,(x) az (n—1) szabadsagfok z-eloszlast jeldli), és H, _,-gyel az (n-- 1) szabad-

sagfoku y-eloszlast, akkor a
1
Gn—l [-Z— Iénl] = Hn—-l(C)

Osszefiiggéssel definidlt valtozé y eloszlast (n— 1) szabadsagfokkal. fgy ez a { alkal-
mazhatd a Durbin-féle transzformaciéhoz: az

¢

ﬂ::?C (1*1’29-””1_1)

valtozok fiiggetlen standard normalisak lesznek.
A fenti Sarkadi-féle MTA és MTB egymas utdn valé alkalmazisabol kapjuk

a Sarkadi-féle MT-t. Legyen tehat (&, &,, ..., £,) az eredeti minta, ebbdl elBszor

_ 1 n—2 _ 1 n 5 _ 2
§1=n__2i;1' Gis éz=‘z‘i=n2_’1§ia E=(&—&) 7
atlagokat és az o
=§-8+¢ (i=12,...,n-2)

transzformélt mintaelemeket hatirozzuk meg. Ezekt8] eltéré6 médon hatarozzuk
meg a transzformalt minta utolsé elemét, az ,

én_ én—l

Mp-1 = ﬁ
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szamot. Az 1y, #g, ..., ,_; Mintara ezutan a Sarkadi-féle MTB-t alkalmazzuk:
legyen

¢és legyen u a
1
Hn—z(“) = I—Gn—z[?lﬂn—ll]

egyenlettel definialt szam, ahol H, az f szabadsagfoku y-eloszlés, G, az f szabadsag-
foku r-eloszlas abszolut értékének az eloszlasfiiggvénye. Akkor a

G=y  (=1,2,..,n-2)

valtozok fiiggetlenek és standard normalisak.

A Durbin-féle MRT nem kaphaté meg kozvetleniil a fenti MRTA és MRTB
egymas utani alkalmazasabol, hiszen a Durbin-féle MRTA-hoz ¢ szorasi normalis
eloszlasu véletlen szam kellene, viszont ¢ ismeretlen. Visszatériink az eredeti tételhez,
annak alapjan kénnyen lathatd, hogy ha {; a mintatdl fiiggetlen, standard normalis
eloszl4su véletlen szam, és {, a mintatdl, és {,-t6l fiiggetlen, (n—1) szabadsagfoku
x2-eloszlasu véletlen szam, akkor az

&i—¢1/ G 1 .
= n—]+]/; (i=1,..,n)
transzformalt elemek fiiggetlen standard normalisak.

Foglalkozzunk az eljards hatékonysagival. Arra vagyunk kivancsiak mi tor-
ténik akkor, amikor a hipotézis nem teljesiil. E célbdl fogalmazzuk meg az eljarast
altalanosabban.

Az X;.X,, ..., X, mintarél el akarjuk donteni, hogy az elemei F(x, ) elosz-
lastak-e, 9 ismeretlen paraméter. E célbol alkalmazzunk egy y;=T7;(xy, ..., X,)
Vo=To(X15 coey Xp)y «vvs Ym=T(Xq, ..., x,) transzformaciét, mely az x;, Xy, ..., X,
F(x, ) eloszlasu fiiggetlen mintat valamely y,, Vs, ..., ¥, ismert G(x) eloszlasu
fliiggetlen vagy esetleg rendezett mintadba viszi at. Ezutan példaul Kolmogorov—
Szmirnov-probaval ellendrizziik, hogy i, ..., y,, valoban G(x) eloszlasi minta-e
Itt azonban a kovetkezd kérdés meriil fel:

Amikor az x;, X,, ..., x, minta nem F(x, 3) eloszlasu, tehat a hipotézist el
kellene utasitanunk, meg fogjuk-e ezt tenni nagy valdsziniiséggel? A kovetkez6 példa
azt mutatja, hogy ily modon a rossz eloszlasi mintat nagy minta esetén is nagy valo-
szinliséggel jonak fogadhatjuk el.

Legyen x,, X, ..., x, exponencialis eloszlasu minta (eloszlasfiiggvénye 1 —e=%*,
ha x<0) ismeretlen A paraméterrel. Ismeretes, hogy ekkor az y;=(x;+...+x;)/
/(%14 ...+x,) valbsziniiségi valtozdk a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu
rendezett mintdt alkotnak. Ha azonban az x, Xx,, ..., x, elfajult eloszlasd, azaz

1;

P(x;=a)=1, i=1, ..., n, ahol a régzitett konstans, akkor yiz—:l—(izl, ..., n) 1 valo-

sziniiséggel, és a Kolmogorov— Szmirnov-prébat alkalmazva a x,, x,, ..., X, mintat
még kis n esetén is elfogadjuk exponencialis eloszlasunak, noha nem az. E hibat
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-elkeriilendd bevezetjiik a konzisztens transzforméacié fogalmat, és a tovabbiakban
konzisztens transzformaciokkal foglalkozunk.

DEernicio. Azt mondjuk, hogy egy MT, vagy MRT konzisztens, ha
az n;(i=1, 2, ..., k) valtozék G, empirikus eloszlasfiiggvénye n—c mellett tart
a vizsgalt modellben (ha tehat a &; mintaelemek fiiggetlenek, €s egyforma eloszla-

suak) a
_ | H
G(x) = F[?}

eloszlasfiiggvényhez, ahol F a &;-k kozos eloszlasfiiggvénye, és u=E¢E;, o=DE;.
Megjegyezziik, hogy a fenti definicié pontatlan, nem tartalmazza, milyen érte-
lemben kell G,-nek G-hez tartania. Er8s vagy gyenge konzisztenciardl beszéliink
aszerint, hogy a
sup |G, (x) — G (x)|

— oo <X <o

valdsziniiségi valtozd 1 valdszinliséggel, vagy sztochasztikusan tart-e 0-hoz.

Ez a tulajdonsag, amely a Sarkadi- és a Durbin-féle transzforméciot kiemeli
a tobbi kozil, hiszen amint azt STORMER [27] lényegében megmutatta, mind a ket
transzformacié konzisztens.

A kérdés tehat az, hogy e két transzformacid koziil melyik jobb. SARKADI
a fenti lemma allitasahoz hasonld optimalis tulajdonsagot bizonyitott az Aaltala
javasolt MTB, és MT transzformaciokrdl is. Mi viszont az 4ltala hasznalt opti-
malitasi kritériumot nem tartjuk elég meggy8zének, és a Sarkadi-mdodszer 1ényeges
hidnyossaganak tartjuk, hogy nem szimmetrikus. Azt mondhatjuk tehat, hogy pusz-
tan elméleti szempontbdl nem tudunk kiilonbséget tenni a két mddszer kozott, igy
a szamitastechnikai szempontot kell alapul venniink. Ez viszont egyértelmien
DuURBIN mddszere mellett szOol, ezért mi ezt a moddszert javasoljuk.
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TESTING FOR NORMALITY

by
P. MaJor and G. TUSNADY

Summary

The first part of the paper investigates the goodness of fit testing a simple hypothesis. Then
different methods for testing normality with unknown parameters are considered. One of these
is to estimate the parameters, another method is to eliminate the unknown parameters by trans-
formation. The goodness of these methods is investigated.

(Beérkezett: 1973. 1. 25.)
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