A halmazelmélet axiomai

1. A ZFC axiémarendszer (Zermelo-Fraenkel 4+ Axiom of choice)

A halmazelmélet nyelve egy darab relaciéjelbél, az € jelbdl all. Ez azt jelenti, hogy az axiémak logikai
jelekbdl (A: és, V: vagy, V: minden, =: egyenlé stb.) és az € jelbél allé6 formuldk. Minden véltozdjel
halmazt jelol, més objektumokra nincsen sziikség.

1. Meghatarozottsagi axioma: Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor a két halmaz meg-
egyezik.
VeVy (Vz(z €ex >z €y) > x =1y)

2. Par axiéma: Tetsz6leges két halmazhoz van olyan halmaz aminek pontosan ezek az elemei.
VaeVydz(w € z ¢» (w =z Vw =1y))
Azaz minden x,y halmazhoz létezik a z = {z,y} halmaz.

3. Unié axiéma: Halmaznyi sok halmaz unidja is halmaz.
Vedy(z € y <> Bw(z € w Aw € x)))

Azaz minden x halmazhoz létezik az y = Uz = |J, ... w halmaz, az = (elemeinek az) unidja.
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4. Hatvanyhalmaz axioma: Egy halmaz Gsszes részhalmazainak a halmaza is halmaz.
Vedy(z € y > Vw(w € z = w € 7)))

Azaz minden x halmazhoz létezik y = P(z) = {z | z C z}, az x hatvdnyhalmaza.

5. Részhalmaz axiomaséma: Egy halmaz bizonyos tulajdonsagu elemei halmazt alkotnak.
Minden ¢ formuléra:
Vo Vedy(z € y < (z € z A ¢p(2,D))) .

Azaz (a p paraméterek tetszbleges rozitése mellett) minden = halmazhoz 1étezik
y={z€x|¢(2,p)}, az v 7 ¢ tulajdonsagi” elemeinek a halmaza.

Ezen a ponton érdemes bevezetni a fliggvény fogalmat. Definidljuk el6szor a rendezett pdrt:
(z,y) = {{z},{x,y}}, vagy barmi olyan kifejezés megfelel, amellyel (z,y) = (z,w) <> (x =2 Ay = w)
teljesiil. Egy f halmaz fliggvény, ha minden eleme rendezett par és minden z-hez legféljebb egy olyan
y van, amellyel (z,y) € f. Szokdsosabb frasmdédban: f(z) = y. Az kiilon bizonyitast igényel, és az
eddig folsorolt axiémékbdl kovetkezik, hogy egy fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete is
halmaz.

Vannak olyan hozzarendelések, amik nem fiigvények, mert az értelmezési tartomanyuk nem hal-
maz, példaul a mindenen értelmezett = — {x}. Ezeket operdcidknak nevezzik.



6. Pétlas axiémaséma: Egy operdciét halmazra megszoritva fiiggvényt kapunk. (Mésképpen: egy
halmaz operéciéndl vett képe is halmaz.)
Minden ¢(z,w, p) formuldra:

VP (Ve we(z, w,p) — VeIy(w € y <> 3z(z € x A ¢p(z,w,D)))) .

Azaz, ha a ¢ formula a p paraméterekkel operdciét definidl, akkor minden x halmaznak ezen
operacio szerinti képe, y = {w | 3z € z, hogy ¢(z,w,p)} is halmaz.

7. Végtelenségi axiéma: Van végtelen halmaz.

Jr (Jw(w €z AVz(z ¢ w)) AVw(w ex = Fz(z€xAN(y€z+ (yewVy=w)))))

Azaz 1étezik az x = {0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0,{0}}},...} halmaz, a természetes szamok hal-
mazénak Neumann-féle modellje (0 =0, n +1=1{0,1,2,...,n} =nU{n}).

8. Jolfundaltsagi axiéma: Minden nem iires halmaznak van t6le diszjunkt eleme.

Ve (Quw(w € x) —» Jy(y e x AVz(z ¢ xV z ¢ y)))

9. Kivalasztasi axiéma: Ha egy halmaz elemei nem tires halmazok, akkor van olyan fliggvény,
amely mindegyikiikbdl kivalaszt egy elemet.

Ve (Vy(y € x — 3z(z € y)) = If((f : x — Uz fuggvény) AVy(y € . — f(y) € y)))

2. Megjegyzések

e Ez végtelen sok axioma: a két axiémaséma minden formulara egy-egy axiéma, formulakbdl pedig
(megszamlalhatéan) végtelen sok van.

e A Részhalmaz axiémaséma kovetkezik a Potlasbol, tehat azt f6losleges kiilon foltenni.

e Ha azonban mégis foltessziik, akkor az Unié, a Hatvanyhalmaz és a Pétlas axidémékat is gyengithetjiik:
elég az ezen axiémakban szerepl6 y-nal bovebb halmaz 1étezését foltenni, hiszen ebbdl mar kovet-
kezik az y létezése is a Részhalmaz axiémaséma miatt.

e A Pétlas és a Részhalmaz axidmasémakban a p tobb véltozdt jelol(het), ezek dgymond pa-
raméterek. Bizonyos tulajdonsagoknak eleget tevo halmazok ” 6sszességét” osztdlynak nevezziik,
vagyis egy adott ¢(z, p) formuldt (rogzitett paraméterértékek mellett) kielégité x-ek osztalyt al-
kotnak. A Részhalmaz axiomasémat gy is fogalmazhatjuk: halmaz és osztdly metszete halmaz.

e FEgyetlen axiéma van, amely egy halmaz 1étezését mondja ki, a végtelenségi axiéma. A tobbi
axiéma (a Meghatarozottsag kivételével) mind arrdl sz6l, hogy mar meglévé halmazokbdl milyen
4j halmazokat lehet eléallitani.

o A Jélfundaltsag csak egy technikai foltevés, ezzel kizarjuk példaul azt, hogy egy halmaz eleme
lehessen 6nmaganak, vagy hogy x € y és y € x is fonnéllhasson.

e A kumulativ hierarchia: minden rendszdmhoz definidlunk egy halmazt. Vy = 0, Vo1 = P(Va)
és Vo =UJ B<a VB ha a limeszrendszam. A Jélfundéltsigi axiéma ekvivalens azzal, hogy minden
halmaz benne van a kumulativ hierarchidban, vagyis minden x-hez van olyan a rendszam, hogy
x € V. Masképp szélva, minden halmaz f6lépithet6 az iires halmazbdl.



