
VARIACI6K A RAMSEY TEMAR,A 
In memoriam Gallai Tibor 

GYARF.AS ANDR.AS1 

1. KLIKKFEDES TETEL ES GALLAI SZAMOK 

1.1. Intervallumuni6k Gallai szamai 

Az els5 fejezetben szereplo vizsgalatok el5zmenye es bizonyos fokig ihlett>je Gal­
lai egy kerdese volt 1968-ba.n. Tekintsuk a sfk ket parhuzamos egyeneset, R 1-et 
~ R 2-t. SzepaTYilt intervallumparok rendszeren ertsunk olyan veges halmazrend­
szert (hipergrafot), melynek elemei (elei) R1 es R2 egy-egy zart intervallumanak 
egyesftesekent 1rhat6k. Gallai kerdese az volt, igaz-e, hogy paronkent metszt> sze­
paralt intervallumparok rendszeret ket pont lefogja? Vezesstik be [DGK] nyoman 
hipergrafok 1l csaladjanak g(1t, t) Gallai szamait: 

g(1t, t) = sup { r(H): v(H) = t} 
HE?t 

ahol r(H) jeloli H minimalis lefog6 ponthalmazanak szamossagat, v(H) pedig H 
paronkent diszjunkt eleinek maxima.Iis szamat.2 

Szeparalt intervallumparok mintajara vezessuk be a szeparalt k-intervallumok 
Sic csaladjat: ezek olyan veges halmazrendszerek, melynek elemei R1 , R2 , ... , R~~: 
parhuzamos egyenesekr5l vett zart intervallumok egyesftesekent 1rhat6k. A k = l 
esetben S 1 nem mas, mint az intervallumrendszerek I csaladja, es Gallai egy 
kozismert (publikalat.lah) tetele szerint g(I, t) = t minden t termeszetes szamra 
(ez alapveto tetel a grafok elmeleteben). Gallai mar emHtett kerdese az volt, hogy 
fennall-e g(S2 , 1) = 2. Ez, valamint g(Sk, t) < oo (k es t fix) a kovetkez5 tetel 
folyomanya. , 

1.1.1 tetel. ({GYLlj; g(Sk, t) ~ g(Sk-l, T) + t, ahol T = ((t + l)A:-l - l)t. 

A tetel bizonyitasa a kovetkez5 lemman alapszik, mely k szerinti indukci6val 
konnyen bizony1that6. 

1 Az ELTE matematikus szalrAn 1968-ban szerzett diplomat. A_z MTA SZTAKI t1,1dornA­

nyos f6munkatArsa. 

2 A cikk v~g~n, a fttggelekbe~ ismertetjtlk a gyakrabban hasznAlt jel6leseket ~s definici6kat. 
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1.1.2 le1nma. ([GYLl}) Legyen t > 2 es H1,H2, ... ,1lt E SJ.:. Fla. 
v({A11 A2 , ... ,Ac}) < t minden Aj 
i E {1, 2, ... , t}-re v(Hi) < tk. 

E Hi wilasztasra, akkor vala.mely 

1.1.3 kerdes. Milyen kisebb fuggveny rrhat6 tk helyett az 1.1.2 lemmaban? 

A k = 1 esetben a lemma es Gallai tetele ezt adja: 

1.1.4 kHvetkezmeny. Ha Hl, H2, ... I Ht E I (t z. 2) es v({Ab A2, ... ,A,}) < t 
minden A; E Hj valasztasra, akkor valamely i E {1, 2, ... , t}-re r(Hi) < t. 

Ez a k~vetkezmeny a Gallai tetel es a Helly tetel Lovasz-fele altalanosltasanak 
((LOl]) k~z~s megfogalmazasa (H1 = H2 = ... = Ht eseten az elobbi, t = 2 eseten 
az ut6bbi). 

I 
1.1.1 tetel bizonyitasa. Legyen H = {A 1 ,A2 , •.• ,Am} szeparalt k-intervallu-
mok rendszere, I!( I{) = t. frjuk A;-t Ai = /i UBi alakban, a.hol I, C R 11 Bi pedig 
(k - 1)-intervallum. Defini<Ujunk Rt-en egy pontsorozatot. Legyen Po = -oo es 
legyen Pi a leheto legjobbra a k~yetkezo tulajdonsag mellett: 

I 

Legyen Hj = { Bi : h C (Pj-1, P;]}. Ekkor P; defin!ci6ja miatt v(H;) = (t + l)lc-1 

es l.1.2lemma miatt Pt+1 = oo. Ezert a P1 , ... P1 pontokkalle nem fogott If -beli k­
intervallumok az R2, R3 , ... , Rk egyeneseken olyan H' (k -1)-intervallumrendszert 
alkotnak, melyre v(H'} :S t((t + 1)1.:- 1

- 1). Ebbol a tetel kBvetkezik. • 

A k = 2, t = 1 esetben az 1.1.1 tetelbol g(S2 , 1) ~ 2 ad6dik. Mivel g(S2 , 1) 2 2 
trivialis peldab6l k~vetkezik, kapjuk: 

1.1.5 kHvetkezmeny. ([GYLl}) g(S 2 , 1) = 2. 

Az 1.1.1 tetel bizonyltasi m6dszere mark= 3, t = 1 eseten is durva, g(S3
, 1) ~ 

~ 43-at ad. Ezzel szemben az igazsag.: 

1.1.6 tetel. ([GYLl}) g(S3 , 1) = 4. 

Mivel a bizonyitas eleg komplikalt, mellozzUk. Mindenesetre j6 tudni, hogy 
altalaban g(Sk, 1) f. k. 

1.1. 7 problema. Kfvanatos lenne g(Sk, 1) j6 becslese, esetleg olyan, mely k6zvet­
lenUl g(Sk-l, 1) fUggvenyeben korlatozza g(Sk' 1}-et. Erdekes Jenne meg g(S2 ' t) 
helyes nagysagrendje (az 1.1.1 tetelbol g(S2 ,t) ~ t 2 + t ad6dik). 

1.1.8. h1tervallumgriifok uni6janak klikkfedese 
A g(Sk, t) Gallai szarn interpretalhat6 a k~vetkezokeppen is. Tekintsuk azon G 
grafokat, melyekre a( G) = t es melyek felirhat6k k intervallumgraf, G 1, .•. , Gk 
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egyesftesekent. Ekkor g(Sk, t) a minimalis m, melyre minden ilyen G gra.f cs11csai 
lefedhet5k legfeljebb m olyan teljes graffal, meJyek valamely G,-ben vannak. Az 
1.1.1 tetel szerint m csak k-t6l es t-tol fugg. A klikkfedes tetele {1.2.3') szerint ez 
akkor is igaz marad, ha. csak a.nnyit teszlink fel, bogy nem tartalmaznak a G;, grafok 
feszitett reszgra.flcent c.,.-et (negy pont.u k{Srt). 

1.1.9. Nem szeparalt k-intervallumok Gallai szamai 

Azt a te·rmeszetes kerdest is megvizsgaltuk a [GYLI] dolgozatban, hogy mi 
totlrtenik, ha nem k~veteJjUk meg a k-intervallumok szeparaltsagat, a.zaz llt = R2 :::: 
= ... = R1c = R. Jel~lje z~c a k-intervallumok csaliidjat, teluH If E zk, ha H veges 
sok oJyan ha.lmazb6l all, melyek R k zart interva.Humanak egyes1tesekent frhat6k. 

1.1.10 tetel. ({GYLl}) Fix k est eseten uClk, t) < oo. 

BiZonyftas. (k-intervaHumok szeparaci6ja). Legyen H E zlc, v(H) = t. Legyen 
H1 az a rendszer, melyet H-b6I kapuni~ a k-intervallumok els5 ket komponenset 
,uni6juk konvex burkaval p6tolva. Ekkor H 1-nek van T1 transzverzalisa, melyre 
IT11 ~ g(zk-I,t). A T1 aJtal lefogott halmazokat H-b6l elhagyva, a maradek 
masodik es harmadik komponenseit p6toljuk konvex burkukkal, igy kapjuk a H2 

rendszert, melynek megint van 1121:5 g(zl:- 1 ,t)-nek eleget tev5T2 transzverzalisa. 
Az eljarast (k - 1)-szer iteraljuk. Azok a k-intervallumok H-ban, melyeket nem 
fog le a T1 U T2 U ... U T~c- 1 halmaz, szeparalhat6k az Xt < x2 < ... < Z&t-1 

pontrendszerek valamelyikevel, ahol az x1-k egymast6l fUggetlenUl vegigfutnak 11 
elemein. lgy a bizonyftas az 1.1.1 tetelre val6 hivatkozassal fejezhet{) be. II 

A k = 2, t = 1 esetben ponto~ tetel ad6dik. 

1.1.11 tetel. ([GYLl]) g(I 2
, 1) = 3. 

Bizonyfbis. Legyen H E 1 2, v( H) = 1 es legyen H 1 az az intervallumrendszer, 
melyet H-b6l kapunk az intervallumparokat konvex burkukkalhelyettesftve. Ekkor 
H 1 lefoghat6 egy X E R pont tal es H -b61 elhagyva az X altai lefogott parokat, a 
t~bbi part z szeparalja, tgy 1.1.5 alapjan ket pont tal lefoghat6 a Wbbi par. Tehat 
g(I2 ,.1) :53. A k~vetkez{) pelda mutatja, hogy g(I2 , 1) ~ 3j 

1-------
5 ___ 6_·-

2 ___ _ 

1.1.12. Fak reszerdOi 

3 ______ _ 

1--2--
4----

5;,-------
3--4--
6-------

Az el5z5 szakaszok minden kerdese altalanosrthat6 ugy, hogy a szamegyenes 
intervallumai helyett egy fa reszfait tekintjuk. A (GYLl] eredmenyei azt mutatjak, 
hogy egyes tetelek valtozatlanul igazak ebben az altalanosabb formaban. Peldaul 
az 1.1.5 es 1.1.11 tetelekkel ez a helyzet ([GYLl]). Az ut6bbi esetben az altalano­
sftas bizonyftasa azonban j6val nehezebb az 1.1.11 tetelenel.. Az egzisztenciatetelek 

3 



(1.1.1 hi 1.1.10) altalanosftasara a klikkfedes tetel hasznalhat6 (1.3.3 A, 1.3.5). 
Nem ismert azonban olyan m6dszer, mellyel Gallai szamok egyenl5seget lehetne 
bizonyftani. 
1.1.13 problen1a. ((LE]) lgaz-e, hogy k-intervallumok es k komponensu erd5k 
Gallai szamai egyenl5k? 

1.2. Klikkfed~s t~tel 

A szeparalt k-intervallumok Gallai szamainak korlatossaga (1.1.1 tetel) felveti, hogy 
nem lehetne-e olyan altalanositast talalni, mely az intervallumrendszernek csupan 

I 

bizonyoa struktuJralis tulajdonsagait hasznalja. A [GYl) dolgozatban ilyen egzisz-
tenciatetel szer¢pel, mely a grafokra vonatkoz6 Ramsey tetel lenyeges aJtalan~r­
tasa hi t~bb szbmpontb6l is a lehet5 legtagabb altalanosftas. Ezt a tetelt fogjuk 
kimondani es b~bizony{tani ebben a szakaszban. Alkalmaztisait az 1.3 szakaszban 

I 

tekintjuk at (de az 1.4.2 tetelnel is alkalmazzuk). El5sz5r s.zUkseg van nehany de-
finki6ra. 

1.2.1. A Q grafosztaly 
I 

Jel~lje Q azon grafok osztalyat, melyek komplement.ereben nines ket elnek 
k~z~s pontja. Ez a grafosz~aly igen kiYtel all a teljes grafokhoz, Q = U Qp,q ahol 

p,q 

Qp,q jel~li azt a graJot, melynek komplementere p fuggetlen ·~lbol es q izolalt pontb6l 
all. ·Legyen Qp = 

1

Qp,o, ezt szokas 2p pontu koktelparti gra.fnak, vagy oktaeder 
grafnak nevezni. A:Q2 graf nem m8.9, mint C4 , a negyponti't k~r. A Q0 ,9 gra.f pedig 
a q pontu teljes graf, J( 9 • 

1.2.2. Szfnezett ~HI grafok · klikkfedesi szama 

Legyenek a G gra.f elei k szfnnel szlnezve, egy el t5bb szint is kaphat. Ekkor G 
klikkfedesi szama, O(G), jelentse azt a legkisebb m szamot, melyre G pontjai lefed­
het5k m egysz[nu teljes reszgraf pontjaival. A k = 1 esetben a definki6 es a jel~les 
~sszhangban van a szfnezetlen gra.fok 0( G) klikkfedesi szamaval, vagyis G komple­
menterenek kromatikus szamaval. Ezert aO( G) jelolest sz1nezet t es szrnezetlen elu 
gra.fokra egyara.nt hasznalhatjuk. 

1.2.3 tetel. (Klikkfedes tetel, {GYl}) R(Jgzitett G1 , G2, ... , G~~: E Q graJoklwz 
Ietezik olyan 8 = s(G1 , G 2 , .•. , G~~:) termeszetes szam, melyre igaz a ktJvetkezo: ha 
K teljes graf eleit ugy szlnezzak k szfnnel, hogy O(K) ~ s, a.kkor valamely i-re 
(1 ~ i ~ k) /( feszftve ta.rta.lmazza Gi-t az i szlnben. 

Megjegyzesek. 
1. Ha G1, G2, ... , Gk teljes grafok es a hozzajuk tartoz6 Ramsey szamot, R = 
= R(G1,G2, ... ,G.) jel~li~ akkor 

8 < n ~ Crsr~\ 1 v, a i) 1 - 1) < s - 1) + 1 
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tehat 8 Ietezeseh51 trivialisan kovetkezik R Ietezese. 
2. A tetelben a Q grafosztaly .nem bovithet5 ,diagonalis" ertelemben: ha olyan 11. 
grafosztalyt kerestlnk, melyre minden G1, G2, ••• 1 G1e E 11. valasztas eseten fennall 
a tetel 1 akkor 1{ ~ Q ([GY1]). Lehetseges azonban ,nem diagonalis" kerdes1 rnelyre 
az 1.4.1 szakaszban tertlnk vissza. 
3. A tetelben K teljes graf helyett nyilvan tetszoleges G grafot frhatunk 1 azon az 
aron 1 hogy 8 nem esak G11 G21 ••• 1 Gt-t6l, hanem a(G)-t61 is fUgg.fgy az 1.2.3 tetel 
kovetkezo variansat kapjuk. 

1.2.3' tetel. ({G¥1}) A Gb G2, .. I' Gt e Q grafokhoz es O'o termeszetes szti.m­
hoz Jetezik olya.n 8 = 8(G1, G2, ... , Gt, ao) szam, melyre iga.z: ha. egy G grafra. 
a(G) ~ a 0 es G eleit ugy szfnezzUk k szfnnel (egy el tlJbb szfnt is ka.pha.t), bogy 
O{G) ~ s, a.kkor valamely i-re (1 ~ i::; k) G feszftve ta.rtalma.zza Gi-t a.z i szfnben. 

1.2.3 tetel bizonyftasa (osztalyoz6 struktura keresese). 
a. Nyilvan eleg azt az esetet tekinteni, amikor Gi = QPi {1 ~ i ~ k), hiszen tetszlS­
leges Q-beli graf feszitett reszgrafja Qp-nek valamely p-re. 
b. A bizonyitas egyszerubb eleme a Ramsey tetelb<>l ismert indukci6 a 
(p1, p2 , ..• , Pk) vektor komponenseire. A kezdoeset tri vialis, hiszen 
s( Qp1 , QP'J, ... , Qp,.) = 1 ha barmelyik Pi = 1. 
c. A bizonyftas lelke az · ,osztalyoz6 struktura" rekurzfv definfci6ja. A 
C = { c1, c2 , .•• , CJe} szfnhalmazzal szfnezett [( teljes grafban H (C) osztalyoz6 
strukturat fgy definialjuk: ha C = {ci} Eazaz ICI = 1), akkor H(C) egy olyan 
el J( -ban, mely nines a Cj szfnnel sz{nezve. Ha c = {cl' C2' • •• I Cj:} es k ~ 2 akkor 
legyen JI(C)-nek egy kituntetett :r: pontja, melyet H(C) eentrumanak neveztlnk. A 
H(C)-:r: legyen fellrhat6 T1UT2U ... UTt alakban, ahol tetsz5leges i E {1, 2, ... , k}­
-re igaz: 

- Ta osztalyoz6 struktura a C- {c1} szfnhalmazra 

- hay E V(Ta), akkor az :r:y elen nines c1 szfn 

Pelda: 

c = {1} c = {1,2} 

~ 
.-
1 

2 1 
. {A feltllvonas azt jelenti, bogy az elen nem szerepel az illet5 szfn.) 

Az osztalyoz6 struktura definfci6jab61 bizonyfthat6k az alabbi alHtasok. 
d. allitas. Egy osztalyoz6 struktura pontszama feltllrol becstllheto a szfnszam (k) 
ftlggvenyeben. 
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e. iillitas. Tegytik fel, hogy /{ elei a C = { c1 , c2, ... , ck} szfnhalmazzal vannak 
szfnezve es H(C) egy osztalyoz6 struktura J<-ban. Ekkor minden y E V(I<)- V(H) 
beoszthat6 H(C) valamely u, v pontparjahoz ugy, hogy valamely i-re (1 :$ i :$ k) 
az uv elen nines c, szrn, de az yu es yv eleken van c, szin. 

Ha K C = {c1 , c2 , ••• , ck} szfnhalmazzal val6 sz(nezeseben van H(C) oszta­
lyoz6 struktura, akkor e. alapjan V(K)- H(C) pontjai legfeljebb k(II~l) csoportba 

oszthat6k es minden csoport klikkfedese korlatos b. alapjan. A csoportok szama 
a d. allitas miatt korla.tos. fgy a. bizonyitas teljes, ha belatjuk: 
f. allftas. lla K teljts graf c = { C}' c2' ... 'Ck} szlnhalmazzal szfnezeseben nines 
Ji(C) osztalyoz6 struktura, sem Qp, feszitve az i szfnben, akkor B(I<) korlatos. 
Ezt az allrtast a b. indukci6 es k-ra vonatkoz6 indukci6val bizonyltjuk. Jelt1lje 

Lei J( azon pontjait, melyek Ci-k5rnyezeteben nines C - { c;} szfnekre osztalyo­
z6 struktura. (Az u pont Ci-kornyezete azon v pontokb6l all, melyekre uv nem c; 

szfnu.) Eleg O(Lc;) korlatossagat belatni,. mert az Lc; halmazok egyesftese V(K). 
Legyen uv olyan el Lc,-ben, melyen nines c; szfn. Az Lei definfci6ja miat.t. u (es 
v) ci-kornyezetei Lc,-ben nem tartalmaznak C- { ci}-re osztalyoz6 struktunit, fgy 
k-ra vonatkoz6 indukci6ra hivatkozhatunk. Az Lc; azon pont.jainal, melyek mind 
u, mind v c;-kOrnyezeteben benne va.nnak, a korhltos fedes b.-bol kovet.kezik. 

1.3. A klikkfedes tetel alkaln1azasai 

Legyen G egy graf. A H hipergrafot G-mentesnek nevezzUk, ha metszesgrafja, 
L(H), nem tartalmazza G-t feszftett reszgrafKent. Egy hipergrafcsalad G-mentes, 
ha minden hipergraJja G-mentes. A klikkfedes tete It el0sz5r arra alkalmazzuk, hogy 
hipergrafok Osszeg&.1ek reszhipergrafjaira bizonyftsuk a Gallai szamok korlatossa­
gat. 

1.3.1. HipergrMok Hsszege, tHbbszUrUzese 

Legyenek H11 H 2, ••• , H~c hipergrafok. Osszeguk, 2::: H;, az a hipergraf, mely­
nek ponthalmaza UV(Hi), elha.lmaza pedig {e = e1 U e2 U ... U ek: e; E Hi}. A­

mennyiben H1 = H2 = ... = H~c = II, akkor H tc>bbsz5r5zeserol (k-szorozasar60 
beszelUnk, melyet Hk-valjelolHnk. Az 5sszeg ezen defin1ci6ja ugyanaz, mint a ,join" 

([BERGE] 488.old.) vagy ,union" ([WELSH] 288.old.). Ha peldaul R 1 , R 2 , .•• , R~c 
~ slk parhuzamos egyenesei es Hi az R;. 5sszes zart intervallumainak hiperg­

rafja, akkor L H; reszhipergrafjainak csal<idja nem mas, mint Sk, a szeparalt 

k-intervallumok csaladja. Ha a peldat ugy m6dosftjuk, hogy R 1 = R 1 = ... = 
= R~c = Res If az R osszes zart intervallumab61 all6 hipergraf, akkor Hk reszbi­
pergn\fjainak csaladja zk lesz, a k-intervallumok csaladja. 
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1.3.2., Diszjunkt 6sszeg reszbipergrafjainak Gallai szlhnai 

A klikkfedes tetel kozvetlen alkalmazasa az 

1.3.3-t~tel. ([G¥1]) Legyenek Gt, G21 ... I G~~: E Q grafok es Hb H2, ... I H~~: pont­
diszjunkt hipergra.fok. TegyUk fel, hogy Hi Gi-me11tes es g(resz(Hi}, 1} < oo. 
(resz(H) jellJli H. veges sok elbol all6 reszhipergrafjainak csalat(jat, Jasd 4.1). Ekkor 

g(r~z (E Hi), t) < oo. 

Bizonyftas. Legyen H E resz (l2H;) es v(H) = t. Jelolje G H metszesgrafjatt 
· ekkor a(G) = v(H) = t. Szfnezzllk ki G eleit a kovetkez<>keppen. Ha e,/ E H 
es e = el u f2 u ... u e~~:' I = It u h u ... u lk I tovabba e n I 1:. 0, akkor G 
VeVJ elet szfnezzllk mindazon j szfnekkel, melyekre ej n /j i= 0. A H, hipergrafok 
diszjunktsaga miatt G minden ele szfnezve van es 1.2.3' tetelt alkalmazva kapjuk, 
bogy 0( G) korlatos. A G klikkfed~nek egyszinu klikkjei viszont paronkent metsz6 
eleknek felelnek meg H1-ben, melyek g(resz(Hi), 1) < oo ponttallefoghat6k. 

Az 1.3.3. tetel olyan H hipergrafra alka1mazhat6, mely G-mentes valamely 
a· E Q-ra es g(resz(H), 1) < oo. A kovetkeze> peldak az intervallumok kulonboz5 
iranyu altalanosi'tasai1 fgy ezekre alkalrnazva az 1.3.3 tetelt; az 1.1.1 tete) kulonboz6 

· a.Italanosftasait kapjuk. · 
A. FaJc reszfai. Legyen H egy fa reszfaib6l all6 hipergraf. Ekkor H Qa-mentes 
(s(S't, metszesgrafja merevkorif} es g(resz( H), 1) = 1 (Helly tulajdonsag). 
B. A d dimenzi6s ter teglai (boxai). Ha H hipergraf elei ad dimenzi6s ter 
tengelyparhuzamos oldalu teglai (boxok), akkor H Qd+1-mentes ([RO]) es nyilvan 
g(resz(H), I)= 1. 
C. Homotetikus konvex sokszHgek. Legyen P a sfk egy konvex sokszOge. Ha 
H = H(P) hipergraf elei azok a soksz~gek 1 melyek P-bol pozitrv homoteciaval 
allnak ele>, akkor g(resz(H), 1) < oo ([DGK]). Masreszt H Qh+1-mentes, ahol h 
jeloli P oldaliranyainak szamat ([GYI]). 

1.3.4. THbbszHrHzes reszhipergrafjainak Gallai szama 

Az 1.3.3 tetelben Ienyeges a hipergrafok diszjunktsaga, fgy az csak szeparalt 
rendszerek Gallai szamainak korlatossagat mutathatja. A Q2-mentes hipergrafokra 
viszont tobbszor~zes eseten is igaz az 1.3.3 megfeleloje. A kovetkezo tetel ezert 
1.1.10 altalanosftasa. 

1.3.5 tetel. ([GYL3j) Ha H hipergra£ Q 2-mentes es g(resz(H), 1) < oo, akkor 
g(resz(Hk), t) < oo. (k, t rlJgzf~ett.) 

Bizonyftas. Legyen ·M E resz(Hk)1 v(M) = t. Minden e; E M el felrrhat6 
ei = eu U ei2 U ·· .. U eik alakban1 ahol eij E H. Nevezzuk eii-t ei j-edik kom­
ponensenek. Jelolje G M metszesgrafjat es sztnezzuk ki G eleit a kovetkez5 m6don. 
Ha ei es ei M ket metsz5 ele, i es j jelolje G megfelelo p.ontjait. Szfnezzllk G ij 
eiet 
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-- p szhinel (1 :$ p ~ k) ha e, es ej p-edik kornponensei rnetszok (egy el ilt Ujbb 

szint is kapbat), 

- kekkel, ba ei-nek es ej-nek van k5z5s komponense, 

- pirossal, ba az el5z()kben nem kapott szint. 

Ilym6don G minden elet kiszfneztUk legalabb egy szinnel, legfeljebh k + 2 
szfnt baszmi.lva. Az 1, 2, ... , k szinekhen G nem tartalmazhatja feszftve Q2 grafot, 
mert H Q 2-mentes. K5nnyu bela.tni, bogy G kek szfnben nem tartalmazhat k2-nel 
Whh pontu klikket. TegyUk fel, bogy G piros szinben tartalmaz egy K, klikket, az 
altalanossag megszor(tasa nelkul feltehet5, hogy J(, pontjai 1 I 2, ... '8. TekintsHk 
azt a T grafot; melynek Xij pontjai eij E II eleknek felelnek meg, i = 1, 2, ... , s 

es j = 1, 2, ... 'k. Ila it i= i2 akkor az Xidt es Xilh poutok k5z5tt T-ben pontosan 
akkor legyen el, ha eidt n eilh f. 0. A piros elek definfei6jab6l kOvetkezik, hogy 
it = h eseten Xidl es Xi2i'l kozt nines el T-hen, tovahba barmely il f. i2 eseten 
van olyan it es h, bogy Xidl es Xilh k5z5tt van el T-hen. Ezert T k-oszta]yu gra.f, 
melynek legalahb (;) ele van, fgy van ket olyan osztalya, melyek kt~zott legalaob 

(;)/(~)el van. J6l ismert surusegtetel szerint ([GRS]) 95.old.) e ket. osztaly koz5tti 
elek C4-et bat.aroznak meg, ha s eleg nagy, ez pedig ellentmond annak, hogy ll 
Q2-mentes. Tehat s nem lehet nagyobb ck2-nel. · 

A G gra.f t.ehat k + 2 sz(nnel szfnezett, a-( G) = t, es minden szfnben tiltot.t. Q 
osztaly valarnely grafja. Ebbol 1.2.3' tetellel k5vetkezik tete!Unk. • 

Az 1.3.5 tetel Q2 helyett Q3-mal mar nem igaz, ezt a kOvetkezo pelda mutatja 
((GYL3]). Legyen H a sik fuggoleges es vlzszintes egyeneseibol all6 hipergraf, II 
Q3-mentes es g(resz(ll), 1) = 1. Viszont az X = i, y = i egyenesparok i = 
1,2, ... ,n-re /1 2-nek olyan M r~szhipergra.fjat adjak, melyre v(M) = 1, r(M) = 
rn/21 es fgy g(resz(I/ 2), 1) = 00. 

1.3.6. Magasabb dhnenzi6s Gallai sz{unok 

DefinhUjuk 1l hipergrafcsalad p-dimenzi6s Gallai szamait 1 ~ p s; t esetcn: 

g(1l, t,p) = sup { r(IJ): vp(H) = t} 
HE'H 

ahol Vp(/1) jelenti H azon eleinek maximalis szatnat, melyek k5zot.t nines J) + 1 
elnek kiizlis pontja. Mivel v1( H) = v( H), az eddig definialt Gallai sz<imok az 
egydimenzi6s Gallai szamok. A klikkfedes tetelt az 1.3.5 tete) bizonyitasaban latott 
m6don hasznalva, Lebel behizonyftotta az 1.3.5 k<>vetkezo altalanosH<i..c;;at. 

1.3.7 tetel. ([LE]) Legyen II Q.;~+ 1 -mentes llipergnif, g(resz(ll), 1) < oo es p = 
= min(k, d). Ekkor (fix t, d, k- ra) g(resz(J!k), t, p) < oo. 

Ez a tetel d = 1 eseten az 1.3.5 tetelt adja. Fo alkalmazasa az, amikor /1 a d 
·dimenzi6s teglak hipergrafja. 

Regi nyitott kerdes, hogy igaz-e g(resz(JI), 3, 2) < oo a slk konvex halmazaib61 
all6 li hipergrafra ([DGK]). Ennel gyengebb aiHtast be lehet latni a klikkfedes t.etel 
segi tsegevel. 
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1.3.8 t~tel. Jell5Jje 1ij a sfk konvex halmazaib61 8.116 olyan H hipergrafok csa­
J&dj&t, melyekhez van olyan H' C H, melyre IH'I ~· j es r(H') = 3. Ekkor 
g(1ij, 3, 2) < oo (j fix). 

1.4. A klikkfed~s U~tel altalAnosftasi lehet6s~gei 

1.4.1 Nem diagonalis eset grafokra 
A klikkfedes tetelnel azt a legszelesebb grafosztalyt h'a.taroztuk meg ( a Q g­

rafosztalyt), melyre minden G1, G2,. :. , G11: E Q eseten a K teljes graf eleinek min­
den O(K) ~ /(G11 G2, ... , G~t:) feltetelnek eleget tevo k-sz~nezeseben valamely i-re 

· (1 ~ i ~ k) K az i szfnben feszftve tartalmazza Gi-t. Ez diagonalis Ramsey tfpusu 
. tetel. A nem-diagona.Iis esetnek ~z felel meg, hogy olyan fit, {1'2, ... ,O~c grafoszta­

lyokat keresstlk, melyekre Gi E {}, tetszoleges valasztasafa I< teljes graf eleinek 
minden ,nagy klikkfedes«'' k-szfnezeseben lesz Gi feszftve az i szfpben. A [GY2] 
kon~trukci6 alapjan kiderUl, hogy trivialis esetektol eltekintve csak ket lehetoseg 
van a {}~, 02, ... , O~c osztalyok valasztasara: · 
(1) Minden {}, = Q ·' 
(2) Egy kivetelevel minden {}, teljes grafokb61 all, a kivetele~· osztaly pedig olyan 

grafokb61, melyek komplementereben nines k~r. 

Az (1) esetet a klikkfedes tete} elintezi. A (2) esetben egyszeru megfontolas mutatja, 
'bogy eleg a 1: = 2 esetre szorftkozni, · tovabba feltetelezheto, hogy K olyan 2-
szfnezeserl>l van sz6, melyben minde~ elnek egyetlen szfne 

1
van. Ezen redukci6k 

utan a (2) feltetelnek megfelelo klikkfedesi problema a k~vetkezo sejteshez vezet. 

1.4.2. Feszftett fa sejtes. ((GY2], [SU]) Legyen F k~rnelkuli graf, p pedig term~ 
szetes szam. Van olyan m = m(F,p) szam, hogy amennyiben G grafra. w(G) ~ p 
~ x(G) ~ m, akkor F feszftett reszgrafja G-nek. 

Ez a sejtes vezetett a x-korlatos grafok vizsgalatahoz, melyet a masodik feje­
zetben targyalunk. 

1.4.3. · Nem-diagonalis klikkfedes hipergrafokra 

A (GYl]-ben mar szerepel az a megjegyzes, hogy a diagonalis klikkfedes tetel 
hipergrafokra mar nem ad ujat a Ramsey tetelhez kepest. Pontosabban, r-uniform 
hipergrafok eseten a diagonalis klikkfedes tetel esak arra az osztalyra all, mely a 
teljes r-uniform hipergrafokat es azt a (t·rivialis) hipergrafot tartalmazza, melynek 
r pontja: van es nines ele. A grafokhoz hasonl6an, itt is esak akkor van remeny 
klikkfedes tetelre, ha 1it teljes hipergrafokb61 all, 11.2 pedig olyan hipergrafokb6l, 
melyek komplementereben nines k~r. A legelso eset a 3-uniform hipergrafok esete, 
Ht = Kl, H2 = Kl- e valasztassaL Ebben az esetben igaz a klikkfedes tetel es a 
bizonyftas a grafok diagonalis klikkfedes tetelet hasznalja Q2 E Q valasztassal, ket 
sz(nre. Az 1.4.4 tetel utan ket kunstrukci6 k~vetkezik, melyek azt mutatjak, hogy 
a tetel· nem altalana:;fthat6 bizonyos ertelemben. 
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1.4.4 tetel. Van olyan c konstans, melyre igaz: }Ja 11 3-uniform hipergrafra. 
a( H)= 3 es I<:- e nem feszftett reszhipergra(ja If -nak, akkor O(H) ~c. 

Bizonyftas. TegyUk fel, hogy ABC~ H. A V(H)- {A, B, C} partfcionalhat6 X1 , 

X 2 , X 3 halmazokra, hogy PAB ¢ H haP EXt, PAC'/. H haP E X2, PBC f/. H 
ha P E X 3 . Eleg belatni, hogy X 1 lefedhet(:) c klikkel. Legyen D, E E Xt, D :f:. E. 
Mivel DAB, EAB ~ H, DEA E If vagy DEB E If (a( H) = 3 feltetel miatt). 
Ezert X 1 felfoghat6 egy ket szfnnel (A es B) szfnekkel sz(nezett teljes grafnak, 
melyet /(1-el jel51Unk (egy el ket szlnt is kaphat). A /(1 egysz1nu klikkjei If-ban is 
klikket feszftenek a K:- e tiltasa miatt. TegyUk fel, hogy K 1-ben van egy egysz(nu 
fesz(tett Q2, mondjuk A szinben. Mivel a:(/1) = 3, Q2 valamely luirompontu 
reszhalmaza el H-ban. Ezen el pontjaihoz A-t hozzaveve K~- e keletkezik H-ban, 
ami ellentmondas. Tehat /(1 szlnezeseben nines egyszinu Q2 , ezert a klikkfedes tete) 
(1.2.3) alapjan a tetel k5vetkezik. 

1.4.5 kerdes. Mi c legkisebb erteke 1.4.4-ben? 

1.4.6 konstrukci6. Az 1.4.4 tetel o:(H) ::: 4 eseten nuir nem igaz. Tetsz5leges 
p pozitrv egeszre legyen Gp olyan graf, melyre O(Gp) ~ pes Gp komplement.ere 
nem tartalmaz 3,4,5 hosszusagu k5rtiket ([EH2]). Ekkor Gp pontjain definialjuk H 
3-uniform hipergr8.fot ugy, hogy ABC E If akkor es csak akkor, ha ABC a Gp 
gratban 1<3-rnal izomorf. 

1.4. 7 konstrukci6. Az 1.4.4 tetel nem igaz r-uniform hipergrafra ,. ~ 4 eseten. 
Legyen r ~ 4 es 11' olyan (r- !)-uniform hipergraf, melynek komplementereben 
nines 2 es 3 hosszusagu k{}r, tovabba O(H') ::: JJ. Ilyen hipergraf letezese j61 ismert 
([L04], [NERO]). Definialjuk H-t H' ponthalmazan t'igy, hogy H egy r elemu 
reszhalrnaza pontosan akkor el, ha Il'-ben klikket hataroz meg. 

1.4.8. Klikkfedes tiltott reszhipergraf nelkUI 

Korlatos klikkfedest tiltott reszgraf (vagy reszhipergraf) nelkul is lehet garan­
. talni, ha eleg eros metszetfeltetelt teszunk fel. Erdekes, hogy a korlatossag hatara 
pontosan megaJiap(that6. 

1.4.9 tetel. ([GY3}) Legyenek r·, m ~ 2 tern1eszetes szamok, kf = r·m + i, 
0 ~ i < r. Ha II r-uniform hipergraf, melyben barmely M pont kCJzOtt van 
M- m+ 1 pontu klikk, akkor O(H) ~ m+ 1. Ila csak azt tesszilk fel, lwgy barmely 
M pont klJzlJtt M - m pontti klikk van, a.kkor 0( H) tetszoleges nagy lelwt (nem 
fugg r, m, i-tol). 

A tetel egyszerffen bizony1that6, es a k5vetkezo kerdest veti fel. 

1.4.10 k~rdes. lgaz-e 1.4.9 tetel O(IJ) ~ 111 k5vetkeztetessel? (Ktinnyu latni, hogy 
O(H) ~ m- 1 mar nem igaz.) Az r· = 2 eset k5nnyu (1.4.11). A legerdekesebb­
nek az m = 2 eset latszik, mivel ekkor B(H) ~ 2-t kellene bizonyltani, arni a 
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2-szfnezhet&eg komplementer fogalma. Ebben az alakban a kerdes fgy sz61: (m = 2, 
i = 0) ha H r-uniform hipergraf legalabb 2~· pontu es barmely 2r pontja kozti elek 
egy ponttallefoghat6k, akkor H 2-sz[nezhet()! 

1.4.11 t~tel. (GYUPl) HaaG grMra IV(G)I ~2m es G barmely 2m pontja kiJzt 
van m + 1 pontu klikk, akkor fJ(G) ~ m. 

Bizonyftas. Indukci6 IV(G)I-re. Ha I(V(G)I = 2m, akkor az alUtas nyilvanval6. 
Ha IV(G)I = n > 2m, akkor legyen x E V(G). Indukci6 miatt O(G- x) = m es 
feltehet<S, hogy x nines Osszekotve legalabb m ponttal G-ben. Ezert G egy m pontu 
teljes reszgnifjanak a 1' a2' ... 'am pontjaihoz valaszhat6k bt' b2' ... 'bm kulonboz5 
pontok ugy, hogy ,a;bi ;_ E(G) i = 1, 2, ... , m. Az ai es bi pontok altai feszftett 
rhzgraf megserti a tetel feltetelet. • 

2 •. x-KORLATOS GR.AFOSZTALYOK 

Definialjuk a x-korlatos grafok osztalyat, ennek el5zmenyei az 1. fejezetben, il­
letve [GY2], [GYL3] dolgozatokban szerepeltek. A fogalom es a felmerUl5 alapprob­
Mmak szisztemetikus vizsgalata [GY6] es [GY7Fben tortent; sok nyitott kerdest 
kitffzve. Itt nagyjab6l (GY7] targyalasat kovetem, kiegeszftve x-korlatos grafoszt3-
lyok on-line szfnezesi algoritmusaihoz kapcsol6d6 eredmenyekkel ([GYL5], [GYL7], 
[GYL8]). 

A x-korlatossag komplementaris fogalma a 0-korlatossag. Kerdes, hogy a per­
fekt graf tetelhez ([L03]) hasonl6 tetel Osszekapcsolja-e a ket. fogalmat (2.6). A 
x-korlatossaggal anal6g ( es ahhoz kapcsol6d6) fogalmak hipergrafokra is vizsgalha­
t6k. Ilyen fogalom peldaul a r-korlatossag, melynek dualis fogalma a p--korlatossag 
([GYL3]). Az el5bbi a Gallai szamok korlatossaganak felel meg (1. fejezet), az u- . 
t6bbira [GYL3]-ban es [BL]-ben vannak peldak. 

2.1. x-korlatos es fJ•korlatos grafok 

Egy I : N --+ N fuggvenyt x-korlat fuggvenynek nevJzunk (i grafcsaladra, ha 
minden G E (i es minden G' c G feszftett reszgrafra 

· x(G') ~ /(w(G')). 

A g grafcsalad x-korlatos, ha Mtezik x-korlat fuggvenye. Ha g · csalad x­
korlatos, akkor van legkisebb x-korlat fuggvenye, nevezetes~n 

/•(x) = max{x(G') : G' C G E Q, w(G') = x} 
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A x-korlatossag komplementaris fogalma a 6-korlatossag. Egy g grafcsalad 
6-korlatos I 9-korlat ftlggvennyel, ha 

6(G') $ f(a(G')) 

teljestll minden G' c G E Q-re ( G' feszftett reszgrafja G-nek). Nyilvan g 6-korlatos 
I 6-korlat fuggvennyel pontosan akkor t ha g x-korlatos I x-korla.t. fUggvennyel 
(Q jel~li g komplementereibol all6 csaladot) . 

. Peldakent tekintsUnk nehany geometriailag definia.lt hipergrafcsalad metszes­
grafjait. 
A. Hurgrafok (k~r hurjainak metszesgrafjai, lasd[GO]). Itt a legkisebb x-korlat 
legfeljebb exponencialis ((GY5], [KO]), de nem linearis ([KO]). Ugyancsak 
Kostochka Mtele, hogy a legkisebb 0-korlat O(x logx). 
B. Box grafok (a sfk tengelyparhuzamos oldalu teglalapjaib6l 8.116 hipergrafok 
metszesgrafjai). A legkisebb x-korlat fUggveny legfeljebb O(x2 ) es j•(2) = 6 ((AG]). 
Igen meglepo, hogy a 3-dimenzi6s box grafok osztalya nem x-korlatos. ([BUR]). 
A legkisebb 0-korlatra Karolyi nemreg bebizonyitotta, hogy legfeljebb 0( x log x). 
C. k-intervallu~ grafok (k-inte"rvallumok metszesgrafjai). A 6-korlatossag itt_ 
1.1.10 tetelbol k~vetkezik. A x-korlatossag bizonyftasa egyszerubb, 61 linearis 
(2k(z- 1)) korlatfuggveny van ((GY5]). . 

2.2. A feszftett fa sejtes 

Jel~lje Q( G) a G grafot feszftve nem tartalmaz6 grafok -osztalyat. Ekkor a feszftett 
fa sejtes (1.4.2) fgy fogalmazhat6. 

2.2.1 sejtes Ha. F erdl:S, akkor Q(F) x-korlatos. 

A sejtest eleg fakra belatni, hiszen minden F erdl:S feszftett reszgrafja egy fanak. 
{gy azonban minden T fara igazolni kellene Q(T) x-korlatossagat ahhoz, hogy Q(F) 
x-korlatossaga k~vetkezzen. Ezert hasznos a k~vetkezl:S 

2.2.2 propozlci6. Ha F erdo minden C komponensere {i( C) x-korlatos, a.kkor 
Q( F) is x-korlatos. 

2.2.3 tetel. ({GY7]) JeWlje Pn az n pontu uta.t. A (l(Pn) osztaly x-korlatos es 
legkisebb l:(x) korlatfUggvenyere fenmill · 

· 'Megjegyzes. Az n = 3 ~s n = 4 esetekben az als6 korlat x ~s ez pontos, mivel Q(P3) 
& (I(P4) perfeJct grafosztalyok. Az n = 5 esetben azonban csak exponencialis felsl:S 
korlAt ismeretes /~(X)-re. Erdekes lenne eld5nteni, hogy van-e polinomialis korlat. 
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Ha van, kovetkezne belOle Erd5s es HaJnal egy problemiijanak specialis esete: van 
olyan e, hogy h~ g e.Q(P5), jV(G)I = n, akkor G vagy" G tartalmaz egy legalabb 
n• pontu teljes reszgrafot (sejtes szerint ez P5 helyett tetsz()}eges grafra igaz). 

2.2.3 bizonyftasa. Fix n mellett w( G)-re vonatkoz6 indukci6, melynek kezd6 ese­
te (w( G) =:= 1) trivialis. Az indukci6s feltetelt hasznalva a kovetkez5 allrtast lehet 
bizonyftani, mely (R1R2 ••• Rn fesz[tett utat mutatva G-ben) ellentmondasra vezet. 
AllJtas. Ha G e Q{Pn) es x(G) > (n- lt'(G)-l akkor definialhat6k 
V(G) :J V(G1 ) :J V(G2) :J ... :J V(Gn) reszgrafok es Ri e V(Gi) pontok, melyek­
re minden i E {1,2, ... , n}-re teljesUl: 

(i) a, OsszefUgg() reszgraf G-ben 

(ii) x(Gi) > (n- i)(n- 1t'(G)-t 

(iii) Ha 1 ~ j < i es R e V(G1) akkor RjR pontosan akkor ele G-nek, ha j = i -1 
es R= Ri. • 

, A csillag esete j6val egyszerubb az utenal. Ha K1,n jeloli az n elif csillagot, 
akkor igaz 

2.2.4 propozfci6. ([GY7}) A Q(K1,n) legkisebb J~(z) x-korlat ftJggvenyere 

R(n,: ~ !) -1 ~!~(X)~ R(n,x)i l 
. "' . l 

A faktor, mK2 eseten a klikkfedes tetel bizonyftasa O(z?<m-l) x-korlat fngg­
venyt ad a Q(mK2 ) oszta.Iyra, ez explicit formaban szerepel [WA]-ban. 

2.2.5. Kis erd6k x·korlat fttggvenyei 

Kis erd5k eseten a legkisebb x-korlat fuggvenyek Ramsey szamok kozeleben 
vannak. A kovetkez5 eredmenyek [GY7]-b()} val6k (az els() ket esetben a korla.tok 
kielegft&k, az ut6bbi ket esetben nem vilagos a helyes nagysagrend). 

1. G{4Kt) 

2. G(P3 +Kt) 

3. G(K2 + 2Kt) 

R(4,z + 1)- 1 j•( ) R(4,z + 1) + 2R(3,z + 1) 
3 ~ z :5 3 

R( 3, z ; 1) - 1 ~ j• ( z) :5 R( 3 ~ z + ~) .f. z - 2 

R(3,z;l)-l :$/*(z):$ ("';l)+z-l 

R(C,,
3
Ks+l) :$ /*(z) :$ ("'; 1) . 

A 4. esetben~ a fels6 korla~ot a klikkfedes tetel m6dszere adja, explicit forma.. 
ban szerepel [WA]-ban. Az als6 becsles (ahol a negyes kOr-teljes grafRamsey szama 
all) Chung ([CHU]) eredmen) e alapjan legalabb ·cz1+•. A problema Ujra felmerUl 
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Erd5s es El-Zahar ([EEL]) dolgozataban, melynek kapcsan Nagy es Szentmikl6ssy 
20 dolhirt keresett r'(3) = 4 bizonyltasaval. 

Legfeljebb 6t pontu F erd5kre {}(F) x-korlatossaga miatt ismert, hatpontuak 
k6z6tt van ket hianyz6 eset. 

5. Problema. Bizonyftsuk v(F) x-korlatossagat, ha Fa k~vetkez5 ket fa valame­
lyike: 

I I • l • • 

2.2.6. HaromszHgn1entes grafok 

A feszftett fa sejtes meg akkor is nyitott a legWbb fara, ha haromsz~gmentes 
grafokra szorftkozunk. Itt az tit mellett a ketszintes fakra van megoldva a sejtes. 
Egy fa ketszintes, ha valamely pontjab6l minden mas pont elerhet5 legfeljebb ket 
eh1 uton. 

2.2. 7 tetel. ({GYSZT]) Legyen F rCJgzitett ketszintes fa. HaG E {}(F) aq K3 r:t G, 
akkor x(G) ~ c = c(F). 

I 

A bizonyftas nehez, ezert mellozom. Ha C3 mellett C4 is tiltott graf, akkor a 
feszftett fa sejtes 

1

k5nnyen bizonyfthat6 minden fara." 
I 

2.2.8 tetel. ({GYSZ1J) Legyen F rCJgzftett k pontu fa. II aGE {](F), C3, C4 r:t G, 
akkor x(G) ~ k. . 

2.2.9 proble1na. Haromsz5gmentes grafok eseten a legkisebb fa, melyre a feszftett 
fa sejtes nyitott: 

I 
2.3. II·anyitott reszfak tiltasa 

Erdekes lehet annak vizsgalata, mi tortenik, ha iranyitott fakra nezzUk a feszitett 
fa sejtest. Ennek otlete mas temab6l ered. Egy iranyftott D graf k-tranzitiv, · ha 
barmely k elu P1P2 ... P~:Pk+l ininyitott utjara P1P1.:+1 el D-ben. Ez a fogalom 
Hararyt6l szarmazik, nehany eredmeny van [GYJK)-ban. Igaz-e, bogy a k-tranziU~ 
van iranyfthat6 grafok osztalya x-korlatos. (A k = 2 esetben a tranzitfvan iranyit­
hat6 grafok osztalyar6l van sz6, ami perfekt.) A k = 3 esetben ahhoz a problemahoz · 
jutunk, hogy x-korlatos-e az iranyftott P4-et feszftve nem tartalmaz6 iranyftott g­
rafok osztalya. Vezessuk be a kovetkezo jeltsleseket. Legyen T egy irany(tott fa es 
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Q(T): azon grafok osztalya, melyek ira11j·.!.t.hat6k ugy, hogy nines. bennuk T fe­
szftett reszk~nt 

,CAc(T): azon grafok osztalya, melyek aciklikusan iranyithat6k fesz(tett T nelktll. 

Kerdes, hogy VAc(T) (vagy altalanosabban) Q(T) mikor lesz x··korlatos; Az e­
redmenyek es kerdesek a k~vetkezlSk. (Iranyftott reszgrafokat feszftve tartalmaz6 
grafok es Ramsey elmelet kapcsolatar61 lasd [CD)~t.) 

2.3.1. P4 iranyltasai ([GY9] 
A.: A VAC ( • • • 1 • ' •) osztaly Chvatal tetele ([CH2]) szerint perfekt. Kerdes: 
g ( ~ .......... ) x-korlatos? , 
B. Kerdes: gAC (• le ,. ,.) x~korlatos? 
c. Meglepetes: g AC (. I • j • I.) nem x-korla.t.os. 
Tekintsuk aj61 ismert ErdlSs-Hajnal grafot ([EHI]), melynek pontjai az (i,j) parok 
1 :5 a< j::; n eseten es (a, b), (c, d) pontok akkor es csak akkor vannak ~sszek6tve, 
ha b = c vagy a = d. Az ell5bbi esetben legyen az iranyftas (a, b) -+ (b, d), 
az ut6bbiban ( c, d) -+ ( b, d). Ennel az iranyitasnal nines ( • • • ' • • •) feszftve, . 
w(Gn) = 2, x(Gn) = llognJ ([L02]). 

2.3.2., Csillagok. Jel6lje Si,j azt az iranyftott csillagot, melynek befoka i, kifoka.j . 
. · Konnyen bizonyfthat6, hogy O(SoJ) x~korlatps, kevesbe egyszeru, hogy IJAc(Sl,j) 
is az. Nem vilagos azonban, hogy (;(St,2 ) es gAc(S2,2) x-korlatos-e. 

' 2.4. T6bb reszgraf tiltasa 

Egy r&zgraf helyett Wbb ( esetleg vegtelen sok) reszgraf tiltasanak is fontos szerepe 
van a x-korlatossagnal. Peldaul Kierstead bebizonyftotta, bogy I< 1,3 . ~ 

. Ka-e tilt8.sa eseten. z + 1 a legkisebb x-korlat foggveny ([KI2]), es ez altala.no-
8&11 is igaz ([KI3]). Hasonl6 eredmeny van [DH)-ban. Nyitott kerdes peldaul, hogy 
~-korlatos~e a negynel hosszabb koroket feszHve nem tartalmaz6 grafok oszta.lya 

· ([GY7]). Egyik legmeglepobb kerdes, bogy x~korlatos-e a Berge grafok osztalya 
, ({GYL3]). , .. 

, 'H:a (mint a Berge grafok eseten) a tiltott grafok osztalya komplementerkepzesre 
.;zht, akkor ax- es 8-korlatossag (es a legkisebb x~ es O~kodat foggveny) ugyanazt 
jel.enti. A kovetkezo k~t tetel [GY7]-b5l val6. . · . · · 

i I · 

I ' ~ 1 
1 

I 

' ;a.4'.l tetel. · G(I<t,3, /( 1,3) le~kisebb korla.tfuggvenye L3x/2J. 

Bizonyltas. Ha G E Q(I<t,3, K t,3) es G. nem perfekt, akkor Parthasarathy es 
Ravindra tetele ([PARA]) miatt G-ben van feszftett reszgrafkentlegalabb ~t pon­
~t1 paratlan k6r, vagy komplementere. Nem nehez belatnj, hogy a tobbi pontja 
G~nek vagy teljesen ~ssze van k6tve ezzel a reszgraffal, vagy' egyaltalan nines vele 
&szek~tve. Ebbol indukci6val ad6dik a tetel. • 
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~.1 2 t~tel. G(2K2 ,2K2) legkiscbb korla.tfuggve.nye ~ + ~· 

Bizonyltaa. Azt eleg bebizony(tani, bogy G E Q(2K2, 21< 2) eseten V(G) ket 
klikkre & egy fUggetlen halmazra parUcionalhat6. Legyen S fUggetlen halmaz , 
G-ben, melyre lSI = o(G). Ha z,y E V(G)- S, xy .fl. E(G) akkor 21<2 ¢. q 
miatt f(z)nS & f(y)nS nem Ores, tartalmazkod6 halmazok, mondjuk f(x)nS ~ · 
~ f(y) n S. Mivel 21?2 ¢.. G, ezert jf(x) n Sl = 1. A fentiek miatt 
K 1 = { z: z e V(G)- 8, jr(z) n Sj > l} klikk. Belatjuk, hogy V(G)- (S U Kt) is 
klikk. Ha u,v E V(G)- (Sui<t) es uv ;_ E(G) akkor Jr(u)nSj = lr(v)nSI = 1. 
De f(u)nS = f(v)nS ellentrnond S maximalitasanak, I'(u)nS :f. f(v)nS pedig 
a 2K2 ¢. G feltetelnek. • 

2.5. KornplementAria korlatfllggvenyek 

Jelulje Ci1 azon grafok osztalyat, melyekre az I fUggveny 6-korlat. Az I fuggvenynek ', 
Mtezik komplementdr·is korlatfuggvenye, ha {} J x-korlatos. Ekkor g I legkisebb x-. I 

korlat ftlggvenyet J komplementaris korlatfuggvenyenek nevezzUk. Vegyuk eszre, 
bogy X es () szerepe1, cserelhet a definlci6ban. 

Milyen fUggvenyeknek van· komplementaris korlatfu~;gvenyuk? A perfekt graf 
tetel ((L03]) szerint az f(z) = z Unmaganak komplemtlntere. A kUvetkez6 tetel 
azerint csak kis fuggvenyeknek lehet komplementaris korl<itfUggvt~nyUk. 

2.5.1 t~tel. ({Gl'7]). Ha f(x)-nek van komplementaris korla.ttuggvenye, akkor' 
inf l(z)/z = 1. 

Bizony(tas. Eleg belatni, hogy az f, (x) = (1 + ~)z fuggvenynek nines komplemen~ 
t&ris korlatfUggvenye, ahol E tetszoleges val6s szam, 0 < E ~ 1 .. Erd6s ~ Hf:\inal 
([EH3]) bizonyltotta olyan G~ grafok Ietezeset (minden E E (0, 1] es minden pozit(v 
cg&z k eseten), melyekre 

(1) . 

(2) 

x(Gt) = J: 

IV(G)I < 2 + E barmely G c Gt fesz(tett reszgaf eseten. 
o(G) 

! 

Mivel (2) miatt w(Gt) = 2, (1) alapjan a g, == {Gf, G~, ... , {/~1 , ••• } osztaly nen1 
x-korlatos. Belatjuk, bogy ugyanakkor J,(x) 0-korlat fUggveny Q,-ra. 

Legyen ugyanis G C G. (fesdtve). Azt kell igazolni, hogy B(G) :$ (l+~)a(G). 
A Thtte-Berge formula seg(tsegevel (O(G) = IV(G)I- v(G) hasznalataval) fgy, 
frhat6 At az egyenlotlen~g: 

a( G)> jV(H)I + d(H) 
- 2(1 + ~) 
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minden H c G f~zftett reszgrafra, ahol u{H) H paratlan komponenseinek szama. 
Legyenek .H 11 if 2, ••• , H m H komponensei es parUcionaljuk { l, 2, ... , m} indexhal-
mazt harom reszre: · 
i e h ha H, paros graf es IV{Hi)l paros 
i e 12 ha Hi ~paros graf es IV(Ha)l paratlan 
i e Ia ha H, nein paros graf. 
Ekkor fennall: 

a(Ha) ~ IV(:•)I 

at(H;) .~ IV(H~)I + 1 

a(H,) > IV(Ha)l ~ 1 
- _2(I·+e:) · 

ha i E It, 

ha i E /2, 

ha i E J3, 

es itt csak az utols6 egyenl6tlenseg nem trivialis, de {2)-b6l konnyen kovetkezik. E 
harom egyenl5tlenseget hasznalva 

m 

at( G)?: Eat( Hi) = Eat( Hi)+ E at(H;) + Eat( Hi) ~ 
i:::l iE/1 iE/:J iE/s 

> IV(H)I + 112 U 131 > IV(H)I + u(H) 
- ' 2(1 + e:) - 2(1 + e:) • 

Nem sikerUlt azonban megvalaszolni a kovetkez() alapkerdest. 

· 2.5.2 kerdes. {[GY7]) Van-e az f(x) = x + 1 fUggvenynek komplementaris korlat­
fUggvenye? 

Ezt a reszt a perfekt graf tetel stabilitasat mutat6 egyszeru tetellel zarjuk. 

2.5.3 tetel ((GY7]). Ha f(x) komplementaris. korlatfaggvenye iJnmaga, akkor 
f(x)= z. 

Bizonyftas. 
A. /{2) = 2. Ha /{z) ':/; x valamely. x E N-re, akkor k e N legyen a legkisebb 
szam, melyre f(k) > /c, Ekkor f nyilvan 0-korlat fuggveny a C2A:+t grafra, de nem 
x-korlat fUggveny. Az ellentmondas azt mutatja, hogy f(x) = z minden z E N-re. 
B. /(2) > 2 es valamely k E · N-re f(k) < f3k2 11. Tekintsuk. azt a Gk grafot, 
melynek komplementere Lk/2J diszjunkt C5 es paratlan k eseten meg van egy 
minden mas pont tal Osszekottltt. pontja. Ekkor f 8-korlat fUggveny G A:-ra, de nem 
x-korlat fUggveny, mivel w(Gk) = k, x(Gt) = .f3k2 1l. 
C. f(k) ?: f3A:2 1l minden k E N-re. Ekkor 2.5.1 tetel szerint /-nek_egya.ltalan 
nines .. komplementaiis korlatfUggvenye. • 
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2.6. Kor:latos kHzelito es .on-line algoritntusok 

A x-korlatossaghoz k~zvetlenul kapcsol6dik a kodatos szfnezo algoritmus fogalma . 
. NevezzUnk egy szfnez() algoritmust (} grafosztalyon korlatosnak, ha van olyan f 
fUggveny, hogy az algoritmus minden G E Q grafot legfeljebb I (x( G)) szfnnel 
j61 szfnez . .Altalaban persze k~nnyebb azt igazolni, hogy G-nek van j6 sz{nezese 
l(w(G)) szfnnel es a korlatos szfnez5 algoritmusok ezen alarmlnak. 

2.6.1. Korlatos kHzelito algoritmusok 

Kul~nb{}z() perfekt grafcsaladokra polinomialis algmitmusok vannak a pontok 
x(G) = w(G) szfnnel Wrten5 szfnezesere ([GO]). KiderUlt, hogy ilyen polinomiaJis 
algoritmus az ~sszes perfekt grafok osztalyan is letezik ([GLS]). 

A x-korlatos grafosztalyok termeszetes jeloltek polinomialis kozeHt6 algorit­
musokra a sz(nezesi problemaban. MiveLitt szinte mindig olyan Q osztalyokr6l van 
sz6, ahol a sz[nezesi problema N P-teljes, indokolt k5zelito algoritmus keresese .. Ti­
pikus eset, hogy egy I x-korlat fuggveny letezesenek bizonyftasa egy g csaladra 
polinomialis algoritmust szolgaltat g grafjainak j6 szfnezesere legfeljebb I (w( G)) 
szfnnel. Ebben az esetben korlatos polinomia.Iis algoritmusunk van, melynek ha­
tasaranya (performance ratio) legfeljebb l(w(G))/x(G) s l(w(G))/w(G). Ez a. 
becsles persze annal jobb, minel kisebb az f fUggveny. A legkedvez5bb esetben I 
linearis fuggveny, ekkor a hatasarany konstans. 

A fentiek ugyam1gy ervenyesek a klikkfedesi problemara 0-korlatos grafosztaly 
eseten. Ilyenkor persze olyan klikkfedesi algoritmust neveztink korlatosnak, mely 
minden G E {i grafot legfeljebb l(o:(G)) klikkel tud fedni. 

lllusztraci6keppen megemlitjnk, hogy a k-klikkintervallumgrafok szlnezesere 
konstans (2k) hatasaranyu kozelito polinomi<:Uis algoritm~s van ([GY5), a problema 
k ~ 2 eseten N P-teljes, lasd [GJ MP])". A klikkfedesi problemara viszon t az 1.1.1 
tetelb6l kiolvashat6 korlatos algoritmus nem ,j6", mert a 0-korlat fUggveny igen 
nagy. 

2.6.2. Korlatos on-line algoritmusok 

Egy szfnezesi algoritmus on-line, ha ugy szlnezi j6l egy gra.f pontjait, bogy 
a pontokat egyesevel kapja es a pont szinet a k<.>vetkezo pont beerkezese el5tt 
veglegesen el kell d{}ntenie (az eddig beerkezett pontok reszgrafjanak ismereteben). 
A legismertebb on-line sz{nezesi algoritmus a ,fh·st fit", 'alias ,moh6" algoritmus, 
mely az 1, 2, ... szlnekkel szinez es minden lepesben azt a legkisebb szint hasznalja, 
amelyre az addig szlnezett reszgraf j6l sz(nezett. 

A x- es 0-korlatossag es az on-line algoritmusok viszonyaval foglalkoznak 
(GYL5], (GYL7], [GYL8] es [Kil], ehhez kapcsol6d6 tovabbi cikkek [LST], [KI4], 
(KIT1]. 

A 2.2.3 tetel alapjan Q(Pn) x-korlatos. A korlatos on-lin~ algoritmusok szem-
pontjab6l a k<.>vetkez5ket mondhatjuk~ ' ~ 
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2.6.3 tetel. ([GYL3)J O(P4)-en a first lit szfnezes ttJk~letes, azaz a kromatikus 
sz&mnyi szlnnel szfnez. · · 

Bizonyftas. Csak azt a kOzismert alUtast kell ismerni, hogy Q(P-4)-ben barmely 
nem nOvelhet6 fUggetlen halmaz ~ nem nl)velhet5 klikk metsz6 ([BEDU]). 

2.6.4 tetel. ([GYL8]) A 0(1\) osztA.lyon van korlatos on-line algoritmus . . 

A 2.6.4 t~tel bizonyftas a 2.2.3 bizonyftasanak on-line valtozata, de sok neh~z­
~get kell lekUzdeni. A (GY5]-ben kit«ztuk azt a problemat, hogy a first fit sz(nez~s 
korlatos-e 0(1\) o8ztalyon. LegUjabb hfrek szerint ezt Kierstead, Trotter & Penrose 
bebizonyttottak. 

2.6.5 tetel. ({GYL5]) A O(P6 ) osztalyon nines korlatos on-Une algoritmus. Sot, 
minden k-hoz van olyan G, E Q(:P6) paros grM, melyet barmely on-line algoritmus 
legalabb k szfnnel szfnez. 

A 2.2;2 propozfci6 szerint g(H) osztaly x-korlatossaga kovetkezik abb6l, ha 
(;'(C) x-korlatos H minden C komponens~re. Ez igaz marad on-line algoritmusokra 
a k6vetkez5 ~rtelemben. 

2.6~6 tetel. ([GYL7)} A (l(H) oszta.Jyon va.n korlA.tos on-line algoritmus, ha H 
minden C komponensere a 0( C) oszta.Jyon van korla.tos on-line algoritmus. 

A 2.6.6 t~tel ertelmeben peldaul a CJ(mK2) osztalyon van korlatos on-line 
szfnez5 a.lgoritmus. A Q(2K2) oszta.lyon m~g a first fit a.lgoritmus is korlatos, de a 
0(8K2) osztalyon (s5t a Q(K2 + 2K1) osztalyon) mar nem ([GYL5)]. 

Az on-line (specialisan a first fit) algoritmusok szempontjab61 a perfekt grai.­
fok kUIOn&en erdekesek, hiszen itt egy f(w(G)) szfnnel tort~n6 szfnezes eset6n 
f(w(G))/w(G) = f(w(G))/x(G) pontosan az algoritmus hatasaranya. A legegy­
szerfibb perfekt grafokra, a paros grafokra, sf5t a fakra sincsenek korlatos on-line 
a.lgoritmusok. 

2 .. 6.? tetel~ ({GYL5)) A fak osztalyan nines korlatos on-line szfnezo algoritmus, 
s6t minden n-re van olyan Tn fa, melyre barmely on-line szfnezo a.lgoritmus legalabb 
n szfnt haszna.J. · 

Bizonylt4s. T,. konstrukci6ja emlekeztet Zykov haroms~Ogmentes nagy kromati­
kus grafot konstrual6-m6dszerere ([ZY]). Legyen Tn- 1 olyan fa, me)yen minden 
on-line algoritmus legalabb n ~ 1 szfnt hasznal. TekintsUk Tn-1 jV(Tn-l)l(n- 1) 
diszjunkt peldanyat ~minden p~ldanyban jeloljUnk ki egy gyOkeret ugy, hogy Tn .. l . 

minden pontja pontosan n - 1 p~ldanyban legyen gyC>k~r. Az fgy kapott erd5hoz 
adjunk egy t1j pan tot, melyet a· gyokerekkel kC>tunk ossze. Az fgy definialt fa lesz 
Tn. 

Legyen A on-line szfnez5 algoritmus. Adjuk be Tn-l n'-1 diszjunkt p~ldanyat 
rendre olyan sorrendben, mely n-1 szfnt k~nyszerft. Ekkor talalunk n-1 kulonboz5 
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ptSldanyon n ....: 1 kolonbozl.S sz[nt. Ezutan beadunk egy pontot, mely ezen n - 1 
ponttal van 08szekotve. Beadott gnifunknak Tn reszgr:ifja es mar eddig is n szfnt 
hasznalt az A algoritmus. • 

Vannak viszont olyan perfekt grafosztalyok, rnelyeken mar a first fit szfnezes is 
konstans hatasaranyu. A hatasarany split grafoknal 1, paros grafok komplernente­
ren 3/2, merevkora grafok komplementeren 2 ((GYL5)]. Intervallumgrafok eseten 
sokaig nyitott kerdes volt, hogy a first fit szlnezes hatasaranya konstans-e. Ezt 
nemregiben Kierstead oldotta meg ((KI4)]. Egy regebbi szep eredmeny, hogy inter­
vallumgrafokonegy egyszeru on-line algoritmus 3 hatasarannyal muklldik ([KIT!)]. 

3. FOGGELEK 

Gyakrabban hasznalt jeltllesek, definiciok. 

H ·hiperyrafon ertunk egy (V, E) part, ahol V tetszoleges halmaz, a pon­
tok halmaza, E pedig V bizonyos reszhalmazaib6l ;ill, melyeket ileknek neve­
zUnk. MegengedOnk Wbbsz~rtls eleket is. Ilipergrafot H = (V, E) jelolessel, vagy 
H = (V(H), e(H)) jelOlessel adhatunk meg. Geometriai jellegu hipergrafoknal sok­
szor megengedjuk, hogy IV(H}j = oo es e E E(H} eseten lei= oo legyen. Viszont 
az elek szama szinte mindig veges. Rovidseg kedveert e E ll jelentse azt, hogy 
e E E(H}, azaz e ele H-nak, tovabba IHI jelolje a hipergraf elszamat, IE(H)l-t. 

frott nagy betuk hipergrafcsaladokat (oszta.lyokat) jelolnek. Peldaul I azon 
hipergrafok csaladja, melyek ponthalmaza a szamegyenes, elhalmaza pedig zart 
intervallumokb6l all. 

Egy H' bipergraf H reszhiperg,·afja, ha V(H') ~ V(H) es E(H'} ~ E(H). 
Ha li hipergraf ~· S ~ V(H) akkor Hs legyen az a 11' reszhipergrafja H-nak, 
melyre V(H') = S ~seE JI' pontosan akkor, ha e ~Sese E H. A H hipergraf 
feszftett riszhipergrafjai a lis hipergrafok, ahol S vegigfut V(H) reszhalmazain. A 
r~szhipergrafra (es a fesz[tett reszhipergrafra is) a I-1' C H jelt>lest alkalmazzuk. 
Ha H egy hipergraf, resz(H)' jel~H II ~sszes veges sok elu reszhipergrafjab6l all6 · 
csaladot. 

E,gy H bipergraf z pontjanak foka, d(z), az x-et tartalmaz6 elek szama. A 
maximalis fokszam, D(H) = max d(x). Egy H hipergratban 1' C V(ll} transz-

- s-EV(H) 

tJerzalis, vagy lefogo halmaz, ha T n e f; 0 minden e E H eseten. A minimalis 
szamossagu lefog6 halmaz szamossagat r(H) jeloli. Egy pawnkent diszjunkt el­
halmazt. H-ban matchingnek nevezUnk, v(H) jeloli a leheto legtobb elu matching 
~lszamat. Nyilvan v(H) :;; r(H) bermely H hipergrafra. 

Egy H hipergraf osszefuggo, ha nem leh~t V(H)-t ugy partrcionalni ket reszre, 
hogy minden e E H teljesen az egyik reszben van. Nem OsszefUggl.S hipergraf 
egytSrt.elm(fen felbonthat6 paronk~nt. idegen OsszefUggo hipergrafokra, melyeket H 
kompone nseinek .... nevez Unk. 
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Egy H hipergra.f dualisa, n•, az a hipergra.f, melyet H-b6l a. pontok es az elek 
felcserelesevel kapunk, a pont-el illeszkedeseket megtartva. 

Egy H hipergnif metszisgrafja, M(H), az a G graf, melynek pontjai H eleinek 
felelnek meg es G-ben ket port~ pontosan akkor hataroz meg elt, ha H megfelelo 
elei metszok. 

Egy H hipergraf r-uniform, ha lei = r· minden e E H eseten. A 2-uniform 
hipergrafokat nevezzUk grafoknak. A I<~ hipergrafot, melynck n pontja. van es 
minden r elemu reszhalmaz (egyszeres) ele, tdjesnek, vagy klikknek nevezztlk. A 
K~ helyett grafoknal Kn-et szokas ~as~nalni. 

Tovabbiakban legyen minden hipergraf r-·uniform. A H hipergraf komplemen­
tere, H, az a hipergraf, melyre V(H) = V(H) es egy r elemu reszhalmaz pontosan 
akkor el H-ban, ha nem el H-ban. A H klikkmerete, w(H), a legnagyobb m szam, 
melyre van H-ban I<::n-ei izomorf reszhipergnif. Az S C V(H) fuggetlen halmaz, ha 
barmely e E H-ra e r/. 8, azaz S klikk H-ben. A H kromatikus szama, x(H), a leg­
kisebb m, melyre V(H) particionalhat6 m fUggetlen halmazra. A klikkfededi szam, 
O(H), az a legkisebb m, melyre V(H) particionalhat6 m klikkre. A H legnagyobb 
fttggetlen halmazanak szamossagat a(H)-'<al jel~ljuk. Grafok eseten w( G) ~ x(G), 
a(G) ~ O(G). Azokat a G grafokat, l)lelyekre w(G') = x(G') minden G' C G fe­
szrtett reszgraf eseten, perfekt grafoknak nevezik. Lovasz perfekt graf tetele szerint 
((L03]) a definlci6ban a( G') = 0( G') is lrhat6. 

I 

Meg nehany jel~Jes grafokra. Ha xy E E( G), ezt gyakran ugy fejezztlk ki, hogy 
,,z es y szomszedos"' vagy ,xes y ~ssze van k~tve". Ha X E V(G), akkor f(x) jel~li 
az x-el szomszedos pontok halmazat. 

Vegttl meg nehany jel~Ies: 

C1: i pontu k~r 

P;: i pontu ut 

Kn: n pontu klikk 

Km,n: teljes paros graf, osztalyaiban m es n pont tal 

Gt + G2: ket pontdiszjunkt graf egyesrtese 

. mG: G m diszjunkt peldenyti.nak egyesitese 

Gm,n: paros graf m es n pont tal a ket osztalyban 

G: G graf komplementere 
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