VARIACIOK A RAMSEY TEMARA

In memoriam Gallai Tibor

GYARFAS ANDRAS?

1. KLIKKFEDES TETEL ES GALLAI SZAMOK
1.1. Intervallumuniék Gallai szdmai

Az els6 fejezetben szerepls vizsgilatok el6zménye és bizonyos fokig ihlet&je Gal-
lai egy kérdése volt 1968-ban. Tekintsik a sfk két parhuzamos egyenesét, R;-et
és Ra-t. Szepanrdlt intervallumpdrok rendszerén értstink olyan véges halmazrend-
szert (hipergrafot), melynek elemei (élei) Ry és Ry egy-egy zért intervalluménak
egyesftéseként frhat6k. Gallai kérdése az volt, igaz-e, hogy paronként metszs sze-
paralt intervallumparok rendszerét két pont lefogja? Vezesstik be [DGK] nyomén
hipergrafok H csalddjanak g(#,t) Gallai szdmait:

g(H,t) = sup{T(H) v(H) =t}

ahol r(H ) jeloli H minim4lis lefogé ponthalmazdnak szamossigat, v(H) pedig H
paronként diszjunkt éleinek maximalis szamat.?

Szeparalt intervallumpérok mintdjara vezessitk be a szeparalt k-intervallumok
S* csaladjat: ezek olyan véges halmazrendszerek, melynek elemei Ry, Ra, ..., Ry
parhuzamos egyenesekrdl vett zart intervallumok egyesitéseként frhaték. A k = 1
esetben 8! nem mas, mint az intervallumrendszerek I csalddja, és Gallai egy
kozismert (publikilatlan) tétele szerint g(Z,t) = ¢ minden ¢ természetes szdmra
(ez alapvets tétel a grafok elméletében). Gallai mar emlitett kérdése az volt, hogy
fennsll-e g(S2,1) = 2. Ez, valamint g(S*,t) < oo (k és t fix) a kévetkezd tétel
folyomanya. -

111 tétel. ([GYLI]) g(S*,t) < g(S*~1,T) +1, ahol T = ((t + 1)*"' = 1)t.

A tétel bizonyftisa a kovetkezs lemman alapszik, mely k szerinti indukciéval
kénnyen blzonyithato

1 Az ELTE mat.ematlkus szakAn 1968-ban szerzett diplom4t. Az MTA SZTAKI tydomé4-
nyos f6munkat4rsa.

2 A cikk végén, a fuggelékbefx ismertetjilk a gyakrabban hasznélt jelsléseket és definicickat.
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1.1.2 lemma. ([GYL1]) Legyen t > 2 é Hy, Ha...,H, € S*. Ha
u({A,,Az, .yA}) < t minden A; € H; vilasztésra, akkor valamely
i€ {1,2,. t}-re v(H;) < tk.

1.1.3 kérdés. Milyen kisebb figgvény frhaté t* helyett az 1.1.2 lemméban?
A k = 1 esetben a lemma és Gallai tétele ezt adja:

1.1.4 kbvetkezmény. Ha Hy, Hy,... H, €T (¢ > 2) és v({A1, Az, ..., A}) < 1t
minden A; € H; vélasztésra, akkor valamely i € {1,2,...,t}-re r(H;) < t.

Ez a kdvetkezmény a Gallai tétel és a Helly tétel Lovisz-féle dltalanositasinak
(fLo1}) kozss megfogalmazasa (Hy = Hy = ... = H, esetén az el6bbi, t = 2 esetén
az utébbi). '

1.1.1 tétel bizf{onyitésa. Legyen H = {A;,Ay,...,An} szeparilt k-intervallu-
mok rendszere, y(H) = t. frjuk A;-t A; = I; U B; alakban, ahol I; C R,, B; pedig
(k — 1)-intervallum. Definidljunk Ri-en egy pontsorozatot. Legyen P, = —oo &
legyen P; a lehetﬁ legjobbra a kdvetkez& tulajdonsig mellett: '

v({Bi i € (Bon, P))) = (L4 1) -1

Legyen H; = {B; : I; C (Pj-1, P;]}. Ekkor P; definici6ja miatt v(H;) = (t + 1)1
és 1.1.2 lemma miatt Py4y = oo. Ezért a Py, ... P, pontokkal le nem fogott H-beli k-
intervallumok az Ra, R3, .. Rk egyeneseken olyan H’ (k— 1)-intervallumrendszert
alkotnak, melyre V(H ) < t((t +1)¥71 —1). Ebbé]l a tétel kovetkezik. W

Ak =2,t=1esetben az 1.1.1 tételbdl g(S2%,1) < 2 adédxk Mivel ¢(5%,1) > 2
trividlis példabél kovetkezik, kapjuk:

1.1.5 k8vetkezmény. ([GYLI]) ¢(S?,1) = 2.

Az 1.1.1 tétel bizonyitasi médszere mar k = 3,¢ = 1 esetén is durva, g(S3,1) <
< 43-at ad. Ezzel szemben az igazsig:

1.1.6 tétel. ([GYL1)) ¢(S83,1) =4.

Mivel a bizonyitds elég komplikilt, mell6zztik. Mindenesetre j6 tudni, hogy
altalaban g(S*,1) # k.

1.1.7 probléma. Kivinatos lenne g(S*,1) j6 becslése, esetleg olyan, mely kdzvet-
lentl g(S*~1,1) fuggvényében korldtozza g(S*,1)-et. Erdekes lenne még g(S2,t)
helyes nagysagrendje (az 1.1.1 tételbsl g(82,1) < t2 + ¢t adédik).

1.1.8. Intervallumgrifok unidjinak klikkfedése '
A g(S8*,t) Gallai szam interpretalhaté a kovetkez&képpen is. Tekintsitk azon G
grafokat, melyekre a(G) = t és melyek felirhaték k intervallumgraf, G,,...,Gy
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egyesftéseként. Ekkor g(S¥,¢) a minimélis m, melyre minden ilyen G graf csiicsai
lefedhet&k legfeljebb m olyan teljes graffal, melyek valamely Gi-ben vannak. Az
1.1.1 tétel szerint m csak k-t6l és t-181 fugg. A klikkfedés tétele (1.2.3’) szerint ez
akkor is igaz marad, ha csak annyit tesztink fel, hogy nem tartalmaznak a G; grafok
fessftett részgréﬂcént Cq-et (négy ponti kort).

1.1.9. Nem szeparilt k-intervallumok Gallai szdmai

Azt a természetes kérdést is megvizsgaltuk a [GYL1] dolgozatban, hogy mi
térténik, ha nem koveteljitk meg a k-intervallumok szeparaltsdgét, azaz f; = Ry =
= ...= Ry = R. Jelolje Z* a k-intervallumok csaladjat, tehdt H € I*, ha H véges
gok olyan halmazbél &ll, melyek R k zart intervallumanak egyesftéseként frhatok.

1.1.10 tétel. (JGYLI]) Fix k és t esetén g(Z*,t) < oo.

Bizonyftés. (k-intervallumok szepariciéja). Legyen H € I*, v(H) = t. Legyen
H,; az a rendszer, melyet H-b6l kapunk a k-intervallumok els& két komponensét
unisjuk konvex burkaval pétolva. Ekkor Hi-nek van Tj transzverzélisa, melyre
[Tl € ¢(Z*"1,1). A T sltal lefogott halmazokat H-bél elhagyva, a maradék
mésodik és harmadik komponenseit pétoljuk konvex burkukkal, fgy kapjuk a H,
rendszert, melynek megint van [T3| < g(Z%~!,t)-nek eleget tevd T transzverzslisa.
Az eljsrést (k — 1)-szer iteraljuk. Azok a k-intervallumok H-ban, melyeket nem
fog le a Ty UT3 U ... U T, halmaz, szepardlhaték az 21 < 23 < ... < gy
pontrendszerek va!amelyikével, ahol az z;-k egymadstol fiiggetleniil végigfutna'k T;
elemein. Igy a bizonyftds az 1.1.1 tételre val6 hivatkozéassal fejezhets be. B

A k=2,1=1 esetben pontos tétel adédik.
1.1.11 tétel. ([GYL1)) g(Z%,1) =3

Bizonyitds. Legyen H € 7%, y(H) = 1 és legyen H, az az intervallumrendszer,
melyet H-bél kapunk az intervallumpérokat konvex burkukkal helyettesftve. Ekkor
H, lefoghats egy » € R ponttal és H-bél elhagyva az x 4ltal lefogott parokat, a
tobbi part z szepardlja, gy 1.1.5 alapjan két ponttal lefoghats a t8bbi par. Tehét
9(Z%,1) < 3. A kdvetkez8 példa mutatja, hogy g(Z?,1) > 3;

1 3 5,
B 6 S B 34

P — 4 6

1.1. 12 Fék részerddi

Az el6z8 szakaszok minden kérdése ﬁltalénosithaté gy, hogy a szdmegyenes
intervallumai helyett egy fa részfait tekintjuk. A [GYL1] eredményei azt mutatjsk,
hogy egyes tételek véltozatlanul igazak ebben az dltalinosabb formaban. Péid4ul
az 1.1.5 és 1.1.11 tételekkel ez a helyzet ((GYL1]). Az ut6bbi esetben az &ltalano-
sftés bizonyftdsa azonban jéval nehezebb az 1.1.11 tételénél. Az egzisztenciatételek
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(1.1.1 és 1.1.10) &ltaldnosftssira a klikkfedés tétel haszndlhaté (1.3.3 A, 1.3.5).
Nem ismert azonban olyan médszer, mellyel Gallai szdmok egyenl8ségét lehetne
bizonyftani.

1.1.13 probléma. ([LE]) Igaz-e, hogy k-intervallumok és k komponensii erdgk
Gallai szamai egyenl&k?

1.2, Klikkfedés tétel » .

A szeparélt k-intervallumok Gallai szdémainak korlatossiga (1.1.1 tétel) felveti, hogy
nem lehetne-e olyan altaldnosftdst taldlni, mely az intervallumrendszernek csupan
bizonyos struktiralis tulajdonsigait hasznédlja. A [GY1] dolgozatban ilyen egzisz-
tenciatétel szerepel, mely a grafokra vonatkozé Ramsey tétel lényeges altaldnost-
tdsa és tobb szémpontbél is a lehetd legtdgabb dltaldnositds. Ezt a tételt fogjuk
kimondani és beblzony[t.am ebben a szakaszban. Alkalmazdsait az 1.3 szakaszban
tekintjitk &t (de az 1.4.2 tételnél is alkalmazzuk) El8sz0r sztikség van néhdny de-

finfciéra. - ;o

1.2.1. A Q gréfosztaly

Jeltlje Q azon grafok osztalyat, melyek komplementerében nincs két élnek
kozds pontja. Ez a grafosztaly igen kozel all a teljes grafokhoz, Q@ = |J Q),, ahol

Qp g jeltliazt a grafot, melynek komplementere p fuggetlen é1bsl és ¢ izc’:l;lt pontbél
8ll. Legyen Qp = Qp 0, ezt szokds 2p pontd koktélparti grifnak, vagy oktaéder
grafnak nevezni. A Q2 graf nem mds, mint Cjy, a négyponti kér. A Qo ¢ grif pedig
a ¢ ponti teljes graf, K. .

1.2.2. Szinezett 816 grafok klikkfedési sz&ma

Legyenek a G graf élei k szinnel szinezve, egy él tbb szint is kaphat. Ekkor G
klikkfedési szama, 6(G), jelentse azt a legkisebb m szdmot, melyre G pontjai lefed-
het8k m egyszin( teljes részgraf pontjaival. A k = 1 esetben a definfci6 és a jelslés
tsszhangban van a szinezetlen grafok 8(G) klikkfedési szdmaval, vagyis G' komple-
menterének kromatikus szimaval. Ezért a 0(G) jelslést szinezett és szinezetlen éld
grifokra egyarant hasznalhatjuk. '

1.2.3 tétel. (Klikkfedés tétel, [GY1]) Régzitett Gy,Gy,...,Gr € Q gréfokhoz
létezik olyan s = 5(Gy,Ga,...,Gy) természetes sz4m, melyre igaz a kovetkezs: ha
K teljes graf éleit gy szinezzuk k szinnel, hogy 6(K) > s, akkor valamely i-re
(1 < i < k) K feszitve tartalmazza G;-t az i szinben.

Megjegyzések.
1. Ha G1,Go,.. e teljes grifok és a hozzajuk tartozé Ramsey szémo* R =
= R(G1,Ga,.. Gg) jelsli, akkor

s<R< (1'2?5’%“/(0‘)'“ )(s=1)+1 |



“tehdt s 1étezésébdl trividlisan kovetkezik R 1étezése.

2. A tételben a Q grafosztaly nem bévithetd ,diagonalis” értelemben: ha olyan X
grafosztalyt kerestink, melyre minden Gy, Gy, ...,Gi € H vélasztds esetén fennall
a tétel, akkor H C Q ([GY1]). Lehetséges azonban ynem diagonalis” kérdés, melyre
az 1.4.1 szakaszban tértink vissza.

3. A tételben K teljes graf helyett nyilvén tetszéleges G grafot frhatunk, azon az
ron, hogy s nem csak Gy, Gy, ..., Gg-tél, hanem a(G)-t6l is ngg fgy az 1.2.3 tétel
k&vetkez& varidnsit kapjuk.

1.2.3° tétel. ([GY1]) A G1,Ga,..+,Gr € Q gréfokhoz és a, természetes szam-
hoz létezik olyan s = s(G1,Ga,...,Gr,a,) szém, melyre igaz: ha egy G grifra
a(G) < a, és G éleit tigy szinezzik k szinnel (egy él tobb szint is kaphat), hogy
6(G) > s, akkor valamely i-re (1 < i < k) G feszitve tartalmazza G;-t az i szinben.

1.2.3 tétel bizonyitasa (osztélyozs struktira keresése).
a. Nyilvan elég azt az esetet tekinteni, amikor G; = Qp, (1 <i < lc), hiszen tetsz&-
leges Q-beli graf fesaftett részgrafja Qp-nek valamely p-re.
b. A bizonyitds egyszeriibb eleme a Ramsey tételb§l ismert indukei6 a
(p1,p2,--.,pe) vektor komponenseire. A  kezdSeset  trividlis, hiszen
5(Qpy1@psyr- - Q@py) = 1 ha barmelyik p; = 1.
c. A bizonyftds lelke az - ,osztdlyozé struktira” rekurzfv definfciGja. A
C = {ci,¢3,...,c} szinhalmazzal szfnezett K teljes grafban H(C) osztilyozé
struktirdt gy definidljuk: ha C = {¢;} (azaz |C| = 1), akkor H(C) egy olyan
él K-ban, mely nincs a ¢; szinnel szinezve. Ha C = {¢1,¢2,...,¢k} é k > 2 akkor
legyen H(C)-nek egy kittintetett = pontja, melyet H(C) centrumanak neveziink. A
H(C)—xz legyen felirthaté TyUT3U. . .UT} alakban, ahol tetsz8leges i € {1,2,..., k}-
-re igaz:
— T; osztélyoz6 struktira a C ~ {c;} szinhalmazra
— ha y € V(T;), akkor az 2y élen nincs c¢; szin

Példa:
C={1} C=1{1,2}

1 LNG
T2

2 1
, (A feltlvonds azt jelenti, hogy az élen nem szerepel az illet§ safn.)
Az osztélyozé struktira definfci6jabsl bizonyfthat6k az aldbbi 4llitasok.

d. allitss. Egy osztélyozé struktira pontszama feltlrsl becsilhets a szinszam (k)
fuggvényében.




e. Allitas. Tegyuk fel, hogy K élei a C = {e1,c¢2,...,cr} szinhalmazzal vannak
szinezve és H(C) egy osztalyoz6 struktira K-ban: Ekkor minden y € V(K) -V (H)
beoszthaté H(C) valamely u,v pontparjéhoz tgy, hogy valamely i-re (1 < i < k)
az uv élen nincs ¢; szin, de az yu és yv éleken van ¢; szin.

Ha K C = {ci,c¢2,...,ck} szinhalmazzal val6 szinezésében van H(C') oszté-
lyoz6 struktiira, akkor e. alapjdn V(K') — H(C) pontjai legfeljebb lc(”;’) csoportba
oszthaték és minden csoport klikkfedése korlatos b. alapjadn. A csoportok szdma
a d. allitas miatt korlatos. Igy a bizonyftés teljes, ha belatjuk:

f. allit4s. Ha K teljes graf C = {c;,¢a, ..., cx} szinhalmazzal szinezésében nincs
H(C) osztalyozé struktira, sem Qp, feszitve az i szinben, akkor 6(K') korlatos.
Ezt az &llitdst a b, indukcié és k-ra vonatkoz6 indukcidval bizonyftjuk. Jelslje
L., K azon pontjait, melyek ¢;-kdrnyezelében nincs C' — {c;} szinekre osztilyo-
26 struktira. (Az u pont ¢;-kbrnyezete azon v pontokbdl all, melyeckre uv nem ¢;
szini.) Elég 0(L.,) korldtossdgat belatni, mert az L.; halmazok egyesitése V(K).
Legyen uv olyan él L ,-ben, melyen nincs ¢; szin. Az L., definfci6ja miatt v {és
v) G;-ktrnyezetei L. -ben nem tartalmaznak C — {¢;}-re osztalyozé struktirat, fgy
k-ra vonatkoz6 indukciéra hivatkozhatunk. Az L., azon pontjainil, melyek mind
u, mind v ¢;-k8rnyezetében benne vannak, a korlitos fedés b.-b8l kdvetkezik.

1.3. A klikkfedés tétel alkalmazasai

Legyen G egy graf. A H hipergrafot G-mentesnek nevezzitk, ha metszésgrafja,
L(H), nem tartalmazza G-t feszitett részgrafként. Egy hipergrifcsaldd G-mentes,
ha minden hipergrafja G-mentes. A klikkfedés tételt el&szor arra alkalmazzuk, hogy
hipergréfok 8sszegének részhipergrafjaira bizonyftsuk a Gallai szamok korldtosss-
gat. : : , ‘

1.3.1. Hipergraifok 8sszege, t8bbszirdzése -

Legyenek Hy, Ho, ..., H hipergrafok. Osszegtk, Y H;, az a hipergraf, mely-
nek ponthalmaza UV(H;), élhalmaza pedig {e = e; Uea U... Uey : ¢; € H;}. A-
mennyiben Hy = Hy = ... = H = H, akkor H tsbbszorozésérs] (k-szorozésaro!)
beszélunk, melyet H¥-val jelslink. Az 6sszeg ezen definfciéja ugyanaz, mint a ,join”
([(BERGE] 488.0ld.) vagy ,union” ([WELSH] 288.0ld.). Ha példaul Ry, Ra,..., Ry
a sfk parhuzamos egyenesei & H; az R; Osszes zart intervallumainak hiperg-
- rafja, akkor Y H; részhipergrifjainak csalddja nem mds, mint S*, a szepardlt
k-intervallumok csalidja. Ha a példat dgy médosftjuk, hogy ity = R = ... =
= Ry = R és H az R 6sszes zart intervallumabol 4116 hipergraf, akkor H* részhi-
pergrafjainak csaladja Z* lesz, a k-intervallumok csaladja.



1.3.2. Dlsmunkt Bsszeg részlnpergréﬁamak Gallax szémm
A klikkfedés tétel kdzvetlen alkalmazésa az

1.3.3-tétel. ([GY1]) Legyenek G1, Gg, ..., Gy € Q grafok és Hy, Ha,...,H; pont-
diszjunkt hipergrafok. Tegytk fel, hogy H; Gi-mentes és g(rész(H;),1) < oo.
(vész(H) jeloli H véges sok élb6l 4116 részhipergrafjainak csalddjét, ldsd 4.1). Ekkor

g(rész (3 H;), 1) < oo.

Bizonyitas. Legyen H € rész (3_H;) és v(H) = t. Jeltlje G H metszésgrafjat,

-ekkor a(G) = v(H) = t. Szinezziik ki G éleit a kovetkez8képpen. Ha e, f € H
ése=eUeU...Ue, f= fiUfaU...Ufi, tovabbd en f # @, akkor G
v.vy élét szfnezziik mindazon j szinekkel, melyekre e; N fj # 8. A H; hipergréfok
diszjunktsiga miatt G minden éle szfnezve van & 1.2.3’ tételt alkalmazva kapjuk,
hogy 8(G) korlatos. A G klikkfedésének egyszind klikkjei viszont pdronként metsz&
éleknek felelnek meg Hi-ben, melyek g(rész(H;),1) < oo ponttal lefoghaték.

Az 1.3.3. tétel olyan H hipergrifra alkalmazhat6, mely G-mentes valamely
G € Q-ra és g(rész(H),1) < oo. A kovetkez8 példék az intervallumok killsnbsz8
irdnyt altalanosftédsai, gy ezekre alkalmazva az 1.3.3 tételt; az 1.1.1 tétel kitlsnbtz8
- 4ltaldnositasait kapjuk. 4
A. Fék részfai. Legyen H egy fa részfaibél 4ll6 hipergraf. Ekkor H Q,-mentes
(s6t, metszésgrafja merevkorid) és g(rész(H),1) = 1 (Helly tulajdonség).
B. A d dimenzi6s tér téglai (boxai). Ha H hipergréf élei a d dimenziés tér
tengelyparhuzamos oldali tégldi (boxok), akkor H Qg441-mentes ([RO]) és nyilvin
g(rész(H),1) = 1. '
C. Homotetikus konvex sokszigek. Legyen P a sik egy konvex soksztge. Ha
H = H(P) hipergraf élei azok a sokszdgek, melyek P-bél pozitfv homotécidval
éllnak el8, akkor g(rész(H),1) < oo ([DGK]). Mésrészt H Qn41-mentes, ahol h
jelsli P oldaliranyainak szamat ([GY1]).

1.3.4. T8bbsz8rbzés részhipergrifjainak Gallai szdma

Az 1.3.3 tételben lényeges a hipergrafok diszjunktsiga, fgy az csak szepardlt
rendszerek Gallai szimainak korlétossagat mutathatja. A Qs-mentes hipergrafokra
viszont t8bbszdrézés esetén is igaz az 1.3.3 megfelelme A kovetkez§ tétel ezért
1.1.10 &ltaldnositésa.

1.3.5 tétel. ((GYL3]) Ha H hipergréf Q,-mentes és g(résa(H);1) < oo, akkor'
g(rész(H*),t) < 00. (k, ¢ rc‘jgzitett)

Bizonyf{t4s. Legyen M € rész(H*), (M) = t. Minden ¢; € M él felirhaté
ei = ei1 Uejz U...U ey alakban, ahol e;; € H. Nevezzik e;j-t e; j-edik kom-
ponensének. Jelslie G M metszésgrafjat és szinezzitk ki G éleit a kovetkezd médon.
Ha e; és ¢; M két metsz§ éle, i és j jelslje G megfelel§ pontjait. Szfnezzuk Gij
élét



— p szfnnel (1 < p < k) ha ¢; és ¢; p-edik komponensei metsz8k (egy €l itt tsbb
" szint is kaphat),

~— kékkel, ha e;-nek és e;j-nek van kdzs komponense,

-— pirossal, ha az elgz6kben nem kapott szint.

Ilymédon G minden élét kiszfneztuk legalabb egy szinnel, legfeljebb k + 2
szint hasznalva. Az 1,2,...,k szinekben G nem tartalmazhatja feszftve Q2 grifot,
mert H Qy-mentes. Kénny(d belatni, hogy G kék szinben nem tartalmazhat k2-nél
tsbb ponti klikket. Tegytik fel, hogy G piros szinben tartalmaz egy I, klikket, az -
sltalanossig megszoritdsa nélkal feltehets, hogy K, pontjai 1,2,...,s. Tekintsuk
azt a T grafot, melynek x;; pontjai ¢;; € H éleknek felelnek meg, i = 1,2,...,s
é j=1,2,...k Haiy # iy akkor az 2;,j, és z;,;, pontok kszttt T-ben pontosan
akkor legyen él, ha e;,;, Ne;,;, # 0. A piros élek definici6jabsl kovetkezik, hogy
J1 = ja esetén z; ;, és z; ;, kozt nincs é T-ben, tovabba barmely i) # i) eselén
van olyan jj és ji, hogy =z ;, és x;;, ktzott van él T-ben. Ezért T k-osztdlyd graf,
melynek legaldbb (;) éle van, fgy van két olyan osztdlya, melyek kozstt legaldbb
(3)/(5)él van. J6l ismert siiriiségtétel szerint ([GRS]) 95.0ld.) e két osztaly kozotti
élek Cy-et hatdroznak meg, ha s elég nagy, ez pedig ellentinond annak, hogy H
Qi-mentes. Tehat s nem lehet nagyobb ck?-nél.’

A G graf tehat k + 2 szinnel szfnezett, o(G) = t, é minden szinben tillott Q
osztaly valamely grafja. Ebb&l 1.2.3° tétellel kovetkezik tételink. m

Az 1.3.5 tétel @, helyett Qs-mal mar nein igaz, ezt a kvetkezs példa mutatja
([GYL3)). Legyen H a sfk fuggsleges és vizszintes egyeneseibé’l all6 hipergraf, H
Qa-mentes és g(rész(H),1) = 1. Viszont az @ = i, y = { egyenespdrok i =
1,2,...,n-re H%nek olyan M részhlpergr{\[_]ét adjak, melyre (M) = 1, T(M) =
[n/ﬁ] & igy g(rész(H?),1) =
1.3.6. Magasabb dimmenziés Gallai szdmok

Definidljuk H hipergrifcsaldd p-dimenziés Gallai szdmait 1 < p < t esetén:

g(H,t,p) = glél;‘{r(ﬂ) (vp(H) =t}

ahol v,(H) jelenti H azon éleinek maximalis szamat, melyek kozdit nincs p + 1
élnek kozts pontja. Mivel v(H) = v(H), az eddig definialt Gallai szamok az
egydimenziés Gallai szamok. A klikkfedés tételt az 1.3.5 tétel bizonyitasdban latott
médon haszndlva, Lehel bebizonyftotta az 1.3.5 kovetkezd altalanosftasat.

1.3.7 tétel. ([LE]) Legyen H Qg41-mentes Inpergraf g(rész(H),1) < o0 és P =
= min(k, d). Ekkor (fix t,d, k — ra) g(rész(H*),t,p) < oco.

Ez a tétel d = 1 esetén az 1.3.5 tételt adja. F& alkalmazédsa az, amikor H a d
‘dimenziés téglak hipergrafja.
Régi nyitott kérdés, hogy igaz-e g(rész( H), 3,2) < oo a stk konvex halmazaibél

allé H hipergréfra ([DGK]). Ennél gyengébb allitast be lehet latni a klikkfedés tétel
segitségével.
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1.3.8 tétel. Jelslje H; a stk konvex halmazaibdl 4116 olyan H hipergréfok csa-
14dj4t, melyekhez van olyan H' C H, melyre |H'| < j és v(H') = 3. Ekkor
y(H1i3!2) < oo (] ﬁx)

1.4. A klikkfedés tétel &ltalsnositasi lehet8ségei

1.4.1 Nem diagondlis eset grafokra
A Klikkfedés tételnél azt a legszélesebb grafosztalyt hataroztuk meg ( a Q g-
réfosztalyt), melyre minden Gy, Gy, . ".,Gi € Q esetén a K teljes graf éleinek min-
- den 8(K) > f(G1,Gy, ..., Gy) feltételnek eleget tevd k-szinezésében valamely i-re -
" (1 €i<k) K az i szinben feszftve tartalmazza G;-t. Ez diagonalis Ramsey tipusa
tétel. A nem-diagondlis esetnek az felel meg, hogy olyan»p’l,gg, ..., G grafoszta-
lyokat keressuk, melyekre G; € G; tetsz6leges vélasztésé}'a K teljes graf éleinek
minden ,nagy klikkfedést” k-szinezésében lesz G; feszitve az i szfnben. A [GY2)
konstrukcié alapjan kiderill, hogy trividlis esetekt6] eltekintve csak két lehet8ség
van a G, @3, ...,k osztalyok vélasztdséra: "
(1) Minden g; = Q ,
(2) Egy kivételével minden G; teljes grafokbél all, a kivételes osztaly pedig olyan
grafokbsl, melyek komplementerében nincs kor.
Az (1) esetet a klikkfedés tétel elintézi. A (2) esetben egyszeri megfontolas mutatja,
‘hogy elég a k = 2 esetre szoritkozn_i,'tovébbé feltételezhets, hogy K olyan 2-
szfnezésérSl van sz6, melyben minden élnek egyetlen szfne van. Ezen redukci6k
utén a (2) feltételnek megfelels klikkfedési probléma a kovetkezd sejtéshez vezet.

1.4.2. Feszftett fa sejtés. ((GY2], [SU]) Legyen F kornélkili graf, p pedig termé-
szetes szdm. Van olyan m = m(F, p) szdm, hogy amennyiben G grifra w(G) < p
é x(G) > m, akkor F feszitett részgrifja G-nek.

Ez a sejtés vezetett a x-korlitos grafok vizsgilatihoz, melyet a méasodik feje-
zetben targyalunk.

1.4.3. Nem-diagon4lis klikkfedés hipergréifokra

A [GY1}-ben mar szerepel az a megjegyzés, hogy a diagonilis klikkfedés tétel
hipergrifokra méar nem ad 4jat a Ramsey tételhez képest. Pontosabban, r-uniform
hipergrafok esetén a diagonélis klikkfedés tétel csak arra az osztdlyra all, mely a
teljes r-uniform hipergrafokat és azt a (trivialis) hipergrafot tartalmazza, melynek
r pontja van és nincs éle. A grafokhoz hasonléan, itt is csak akkor van remény
klikkfedés tételre, ha H; teljes hipergrafokbdl all, H, pedig olyan hipergrafokbél,
- melyek komplementerében nincs kor. A legelsS eset a 3-uniform hipergrifok esete,
Hy = K3, Hy = K3 — e vélasztassal. Ebben az esetben igaz a klikkfedés tétel és a
bizonyitas a grifok diagondlis klikkfedés tételét hasznédlja Qs € Q vélasztdssal, két
szinre. Az 1.4.4 tétel utdn két kunstrukci6 kovetkezik, melyek azt mutatjsk, hogy
a tétel nem 4ltalanosithaté bizonyos értelemben.



- 1.4.4 tétel. Van olyan ¢ konstans, melyre igaz: ha H . 3-uniform hipergréfra
a(H) = 3 és K3 — e nem feszitett részhipergrafja H-nak, akkor 6(H) < c.

Bizonyfités. Tegyuk fel, hogy ABC ¢ H. A V(H) - {A, B, C} particionalhaté X,
X2, X3 halmazokra, hogy PAB¢ Hha P€ X,, PAC¢ HhaP€ X,, PBC¢ H
ha P € X3. Elég belatni, hogy X, lefedhet8 ¢ klikkel. Legyen D, EF € X,, D # E.
Mivel DAB,EAB ¢ H, DEA € H vagy DEB € H (a(H) = 3 feltétel miatt)..
Ezért X; felfoghaté egy két szinnel (A és B) szinekkel szinezett teljes grafnak,
melyet K -el jelslink (egy él két szfnt is kaphat). A K, egyszind klikkjei H-ban is
klikket feszitenek a K3 — e tiltdsa miatt. Tegyuk fel, hogy K)-ben van egy egyszind
feszitett @Qq, mondjuk A szinben. Mivel a(H) = 3, Q; valamely hiromponti
részhalmaza él H-ban. Ezen €l pontjaihoz A-t hozzavéve K3 — e keletkezik H-ban,
ami ellentmonddés. Tehdt K szfnezésében nincs egyszind Qg, ezért a klikkfedés tétel
(1.2.3) alapjén a tétel kdvetkezik.

1.4.5 kérdés. Mi ¢ legkisebb értéke 1.4.4-ben?

1.4.6 konstrukcié. Az 1.44 tétel a(H) = 4 esetén mér nem igaz. Tetsz6leges
p pozitfv egészre legyen G, olyan graf, melyre 0(G,) > p é G, komplementere
nem tartalmaz 3,4,5 hosszisagi koroket ([EH2]). Ekkor G, pontjain definidljuk H
3-uniform hipergrifot gy, hogy ABC € H akkor és csak akkor, ha ABC a G,
grifban Kj3-mal izomorf.

1.4.7 konstrukcié. Az 1.4.4 tétel nem igaz r-uniform hipergrafra r > 4 esetén.
Legyen r > 4 és H’ olyan (r — 1)-uniform hipergraf, melynek komplementerében
nincs 2 és 3 hossziiségi kor, tovibba 8(H') = p. llyen hipergraf létezése j6l ismert
([LO4], [NERQ)). Definidljuk H-t H' ponthalmazan figy, hogy H egy r elemﬁ
részhalmaza pontosan akkor €1, ha H’-ben klikket hatdroz meg.

1.4.8. Klikkfedés tiltott részhipergréf nélkl

Korlitos klikkfedést tiltott részgraf (vagy részhipergral) nélkiil is lehet garan-
télni, ha elég erSs metszetfeltételt tesziink fel. Erdekes, hogy a korlatossig hatéra
pontosan megallapithaté.

1.4.9 tétel. ([GY3]) Legyenek r,m > 2 természetes szdmok, M = rm + i,
0 < i < r. Ha H r-uniform hipergraf, melyben birmely M pont. kéz6tt van
M — m+1 ponti klikk, akkor 8(H) < m+ 1. Ha csak azt tessziik fel, hogy barmely
M pont koz6tt M — m pontii klikk van, akkor 0(H) tetszSleges nagy lehet (nem
fugg r,m, i-t5]).

A tétel egyszerlien bizonyfthats, és a kovetkez8 kérdést veti fel.

1.4.10 kérdés. Igaz-e 1.4.9 tétel 6(H ) < m kovetkeztetéssel? (Ksnny( latni, hogy
6(H) < m — 1 mar nem igaz.) Az r = 2 eset kénnyd (1.4.11). A legérdekesebb-
nek az m = 2 eset latszik, mivel ekkor 8(H) < 2-t kellene bizonyitani, ami a
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2-szfnezhet8ség komplementer fogalma. Ebben az alakban a kérdés fgy szél: (m = 2,
i = 0) ha H r-uniform hipergraf legalabb 2+ ponti és barmely 2r pontja kozti élek
egy ponttal lefoghatSk, akkor H 2-szinezhet&?

1.4.11 tétel. (GYUP1) Ha a G gréfra |[V(G)| > 2m és G barmely 2m pontja k&zt
van m + 1 ponti klikk, akkor 6(G) < m.

Bizonyftés. Indukcié |V (G)|-re. Ha |(V(G)| = 2m, akkor az &llitds nyflvinval6.
Ha |V(G)] = n > 2m, akkor legyen € V(G). Indukci6 miatt 6(G — z) = m és
feltehetd, hogy z nincs 8sszekbtve legaldbb m ponttal G-ben. Ezért G egy m ponti
teljes részgrafjdnak a;,aq,...,an pontjaihoz vélaszhaték b;,bs,..., by kitldnbsz8
pontok Ggy, hogy a;b; ¢ E(G) i = 1,2,...,m. Az a; és b; pontok &ltal feszftett
részgraf megsérti a tétel feltételét. = o

2. x-KORLATOS GRAFOSZTALYOK

Definidljuk a x-korlatos grafok osztalyat, ennek el6zményei az 1. fejezetben, il-
letve [GY2], [GYL3] dolgozatokban szerepeltek. A fogalom és a felmertil§ alapprob-
1émsk szisztemetikus vizsgdlata [GYS6] & [GY7)-ben tértént, sok nyitott kérdést
kitlizve. Itt nagyjabél [GY7] targyalasat kovetem, kiegészftve x-korlatos grafoszts-
lyok on-line szfnezési a]gontmusaxhoz kapcsol6d6 eredményekkel ([GYLE] [GYL7],
[GYLS])).

A x-korlétossdg komplementéris fogalma a 6-korlatossdg. Kérdés, hogy a per-
fekt graf tételhez ([LO3]) hasonlé tétel dsszekapcsolja-e a két fogalmat (2.6). A
x-korlétossaggal analég (és ahhoz kapcsol6d6) fogalmak hipergrafokra is vizsgdlha-
ték. llyen fogalom példaul a r-korlatossig, melynek duilis fogalma a p-korldtossdg
([GYL3]). Az el6bbi a Gallai szamok korlatossagsnak felel meg (1. fejezet), az u-
t6bbira [GYL3]-ban és [BL}-ben vannak példak.

2.1. x-korlétos és 6-korlatos grafok

Egy f: N — N fuggvényt x-korlat fuggvénynek neveztink g grifcsalddra, ha
minden G € § és minden G’ C G feszftett részgréfra

X(G) £ f(WIG").

Ag gréfcsaléd x-korlétos, ha létezik x-korldt fuggvénye. Ha G csalad x-
korlitos, akkor van legkisebb x-korldt fuggvénye, nevezetesen

f'(z) =max{x(G') : G'CGeG, w(G)=rz}
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- A x-korlitossig komplementéns fogalma a 6- korlatoss{sg Egy ¢ grdfcsaléd
0-korlitos f 8-korlat fuggvénnyel, ha

8(G) < f(a(G")

teljestil minden G’ C G € G-re (G’ feszitett részgrifja G-nek). Nyilvan G 0-korlatos
f 6-korlat fuggvénnyel pontosan akkor, ha G x-korlatos f x-korlat fuggvénnyel
(a jeloli G komplementereib6] 4116 csaliddot).

Példaként tekintstink néhany geometriailag definialt hipergrafcsaldd metszés-
grafjait.
A. Hurgrafok (kor hirjainak metszésgrafjal, 1dsd[GQO]). Itt a legkisebb x-korldt
legfeljebb exponencialis ([GY5], [KO]), de nem linedris ([KO]). Ugyancsak
Kostochka tétele, hogy a legkisebb 8-korldt Q(z logz).
B. Box gréfok (a stk tengelyparhuzamos oldali téglalapjaibél 4116 hipergrafok
metszésgrafjai). A legkisebb x-korlat fuggvény legfeljebb O(z?) és f*(2) = 6 ([AG]).
Igen megleps, hogy a 3-dimenziés box grafok osztalya nem x-korlatos ([BUR]).
A legkisebb 6-korlétra Kérolyi nemrég bebizonyitotta, hogy legfeljebb O(z logz).
C. k-intervallum grafok (k-intervallumok metszésgrafjai). A 6-korlatossag itt
1.1.10 tételbs] kovetkezik. A x- korldtossdg bizonyitdsa egyszeriibb, és linedris
(2lc(z — 1)) korltfuggvény van ([GY5)).

2.2. A feszftett fa sejtés

Jelolje G(G) a G grafot feszftve nem tartalmazé grafok -osztdlyat. Ekkor a feszitett
fa sejtés (1.4.2) igy fogalmazhaté.

2.2.1 aéjtéa Ha F erd6, akkor g(F) x-korlatos.

A sejtést elég fakra belatni, hiszen minden F erds feszitett részgrafja egy fanak.
fgy azonban minden T fira igazolni kellene G(T") x-korlatossigat ahhoz, hogy G(F)
x-korldtossiga ktvetkezzen. Ezért hasznos a kovetkez§

2.2.2 propozici6. Ha F erd6 minden C komponensére G(C) x-korl4tos, akkor
G(F) is x-korl4tos.

2.2.3 tétel. ([GYT7]) Jelslje Pa az n ponti utat. A G(Pn) osztély x-korlitos és
“legkisebb f(z) korldtfuggvényére fennill

R([%],2+1) -1 - ‘x 0 - z—1
= <@ e

“'Megjegyzés. Az n = 3 és n = 4 esetekben az als6 korlst z és ez pontos, mivel (P3)
& G(Py) perfekt grafosztilyok. Az n = 5 esetben azonban csak exponenciélis fels§
korlat ismeretes fs(X)-re. Erdekes lenne eldsnteni, hogy van-e polinomiélis korlat.
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Ha van, kévetkezne bel6le Erdds és Hajnal egy problémé_)émak specidlis esete: van
olyan ¢, hogy ha g € G(Ps), |V(G)| = n, akkor G vagy G tartalmaz egy legalibb
n* ponti teljes részgrafot (sejtés szerint ez Py helyett tetsz&leges grafra igaz).

2.2.3 bizonyft4sa. Fix n mellett w(G)-re vonatkozé indukeié, melynek kezd& ese-
te (w(G) = 1) trividlis. Az indukcids feltételt hasznalva a kovetkezd 4llftdst lehet
blzonyitam mely (RyR; . .. Ry, feszitett utat mutatva G-ben) ellentmondésra vezet.
Allfitds. Ha G € G(P) & x(G) > (n-— 1)(9)-1 akkor definislhaték
V(G) D V(G1) D V(Ga) D ... D V(Gh) részgréfok és R; € V(G;) pontok, melyek-
re minden i € {1,2,...,n}-re teljestl:
(i) G; bsszefiiggs részgraf G-ben
(ii) X(Gi) > (n — i)(n = 7!
(i) Ha 1 < j <iés R € V(G;) akkor R; R pontosan akkor éle G-nek, ha j = i—1
éR=R;. & v

. A csillag esete Jéval egyszen‘fbb az titénal. Ha K 1,n Jeloli az n &l csillagot,
akkor igaz

2.2.4 propozfcié. ([GY7]) A G(K,,n) legkisebb f;(z) x-korl4t fuggvényére

R(n,z+1)-1
n—1

< (X < Rens)

|

A faktor, mK esetén a klikkfedés tétel bizonyitdsa O(z¥(™=1) y-korl4t fugg-
vényt ad a G(mK;) osztédlyra, ez explicit formdban szerepel [WA]-ban.

2.2.5. Kis erd6k y-korlat fuggvényei
Kis erddk esetén a legkisebb y-korlat fuggvények Ramsey szdmok kozelében

vannak. A kdvetkez8 eredmények [GY7)-b8l valék (az els8 két esetben a korldtok
kielégit&ek, az utébbi két esetben nem vildgos a helyes nagységrend).

R4,z+1)-1 R(4 z+1)+2R(3,z+1)

1 G(4Ky) |

= < e < -
2. G(Ps+K) ﬂiﬁ%})_:_ < @< R(3Tx+;)‘+_z_2
4 ’9(2K2) B _._R(C_4’3Ks+1) <f@) < (z+%)

A 4. esetben’ a fels6 korldtot a klikkfedés tétel médszere adja, explicit form4-
ban szerepel [WA]-ban. Az alsé becslés (ahol a négyes kor-teljes graf Ramsey szdma
4ll) Chung ([CHU]) eredmény e alapjén legalsbb cz!**. A probléma djra felmerul
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Erd&s és El-Zahar ([EEL]) dolgozatdban, melynek kapcsin Nagy és Szentmikléssy
20 dollart keresett f*(3) = 4 bizonyftasdval.

Legfeljebb 8t ponti F erdSkre G(F') x-korlatossiga miatt ismert, hatpontuak
kszott van két hidnyzé eset.

5. Probléma. Bizonyftsuk G(F) x-korlétossagat, ha F' a kdvetkez8 két fa valame-

L L

2.2.6. Hoiromszdgmentes grafok

A feszitett fa sejtés még akkor is nyitott a legtobb fara, ha hdromszdgmentes
grafokra szorftkozunk. Itt az it mellett a kétszintes fakra van megoldva a sejtés.
Egy fa kétszintes, ha valamely pontjib6l minden mas pont elérhet8 legfeljebb két
€l Gton.

2.2.7 tétel. ([GYSZT]) Legyen F rogzitett kétszintes fa. HaG € G(F) és K3 ¢ G,
akkor x(G) < ¢ = ¢(F).

A bizonyités: nehéz, ezért mell6z8m. Ha Cy mellett Cy is tiltott graf, akkor a
feszitett fa sejtés kdnnyen bizonyfthaté minden fara.

2.2.8 tétel. ([GYSZT]) Legyen F rogzitett k pontd fa. Ha G € G(F), C3,C4 ¢ G,
akkor x(G) < k.

2.2.9 probléma. Hiromsztgmentes grafok esetén a legkisebb fa, melyre a feszitett
fa sejtés nyitott:

2.3. Irdnyftott részfak tiltisa

Erdekes lehet annak vizsgalata, mi torténik, ha irdnyitott fikra nézzitk a feszitett
fa sejtést. Ennek dtlete mas témabél ered. Egy irdnyftott D graf k-tranzitiv, ha
barmely k &ld Py P, ... Py Py, irdnyitott Gtjara PPy él D-ben. Ez a fogalom

Hararyt6l szdrmazik, néhany eredmény van [GYJK]-ban. Igaz-e, hogy a k-tranzitf-
van irdnyfthaté grafok osztilya x-korl4tos. (A k = 2 esetben a tranzitfvan irdnyit-
haté grafok osztalyar6l van sz6, ami perfekt.) A k = 3 esetben ahhoz a probléméahoz
jutunk, hogy x-korlatos-e az irdnyftott Py-et feszitve nem tartalmazé irdnyftott g-
rafok osztalya. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen T egy irdnyftott fa és
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G(T) azon grafok osztdlya, melyek iranyfthaték ugy, hogy nincs bennuk T fe-
: szftett részként ,

Gac(T): azon grifok osztdlya, melyek aciklikusan xrényithaték feszitett T nélkul

Kérdés, hogy Gac(T) (vagy éltalancsabban) G(T) mikor lesz x-korldtos. Az e
redmények és kérdések a kovetkez6k. (Irdnyftott részgrifokat feszitve tartalmazé
grafok és Ramsey elmélet kapcsolatarél lasd [CD]-t.)

2.3.1. P, irdnyftésai ((GY9)]
A. A Gac (e—+e—se—e) osztaly Chvatal tétele ([CH2]) szerint pn=rfekt Kérdés:
G (e—e—e—e) x-korlatos?

B. Kérdés: G4c (e—+e—+e—re) x-korldtos?

C. Meglepetés: G4c (o—+—e—+—e-+e) nem x-korlatos.

Tekintsiik a j61 ismert Erd6s—Hajnal grafot ([EH1]), melynek pontjai az (4, j) parok
1< 1< j < nesetén és (a,b), (c,d) pontok akkor &s csak akkor vannak 8sszekotve,
ha b = ¢ vagy a = d. Az el6bbi esetben legyen az irdnyftds (a,b) — (b,d),
az utébbiban (c,d) — (b,d). Ennél az irényitasndl nincs (s——e—o-—e) fesz[tve, .
@(G) =2, X(Ga) = logn] ([LOZ.

2.3.2, Csillagok. Jelslje S; ; azt az irdnyftott c.«nllagot melynek befoka i, kifoka j.
Kﬁnnyen bizonyfthaté, hogy G(So ;) x-korlatos, kevésbé egyszerd, hogy GAC(SI,,)
is az. Nem vildgos azonban, hogy G(S1, 2) és Gac(Sa2,2) x-korlitos-e.

'2.4. Tobb részgraf tiltdsa

Egy részgraf helyett tsbb (esetleg végtelen sok) részgraf tiltasdnak is fontos szerepe
van a x-korlitossignal. Példiul Kierstead bebizonyitotta, hogy K3 &
Kg-e tiltdsa esetén z + 1 a legkisebb x-korlat fuggvény ([KI2]), és ez &ltaldno-
~ san is igaz ([KI3]). Hasonl6 eredmény van [DH]-ban. Nyitott kérdés példéul, hogy
~x-korlatos-e a négynél hosszabb koroket fesaitve nem tartalmazé grafok osztilya
-i([GY7]) Egyik legmeglep6bb kérdés, hogy x- korlétos-e a Berge gré.fok oszté!ya
; ({GYL3])

He (mint a Berge grafok esetén) a tiltott gréfok osztalya komplementerképzésre
'zért akkor a x- és 0-korlatossig (és a legkisebb x- és §- korlél; nggvény) ugyanazt. ;
: Jelentl A kovetkezs két tétel [GY7]-b6] valé.

}

! 2.4.1 tétel G(K 13, K1,3) Iegk:sebb korlétfﬂggvenye [3x/2j

Bizonyits. Ha G € G(Ky 3, K 1,3) é8 G nem perfekt, akkor Parthasarathy &
Ravindra tétele ((PARA]) miatt G-ben van feszitett részgrafként legalabb 6t pon-
t4 paratlan kor, vagy komplementere. Nem nehéz belatni, hogy a tobbi pontja
G-nek vagy telJesen tssze van kotve ezzel a részgraffal, vagy egyaltaldn nincs vele
dsszekotve. Ebb6] indukciéval adédxk a tétel, B
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. 2.12 tétel. G(2K;,2Kg) legkisebb korlét[ﬂggvénye z + ‘,l

Bizonyftés. Azt elég bebizonyitani, hogy G € G(2K3,2K3) esetén V(G) két.
klikkre és egy fuggetlen halmazra particiondlhaté. Legyen S fuggetlen halmaz -
G-ben, melyre |S| = «(G). Ha z,y € V(G) ~ S, zy ¢ E(G) akkor 2K; ¢ G
miatt [(z)NS & [(y)NS nem dres, tartalmazkods halmazok, mondjuk I'(z)NS € c
C Ty) N S. Mivel 2i; ¢. G, ezért [T(z) N S| = 1. A fentick miatt
Ky = {2:2€V(G)- &, II(z)nS| > 1} klikk. Belatjuk, hogy V(G) ~ (SUK,) is
klikk. Ha u,v € V(G) - (SU K,) és uv ¢ E(G) akkor |I'( u)n$| = [r(v)ns|=1.
De'(u)nS =T(v)NS e!lentmon(l S maximalitasdnak, I'(u) NS # I‘(v)ﬂS pedxg
a 2K, ¢ G feltételnek. ® :

2.5. Komplement4ris korlatfuggvények

Jelvlje G, azon grafok osztilydt, melyekre az f fliggvény 0-korlat. Az f fuggvénynek .
létezik komplementdris korlatfuggvénye, ha G; x-korlatos. Ekkor G, legkisebb x-
korlst fuggvényét f komplementaris korlatfuggvényének nevezzuk. Vegyuk észre,

hogy x és @ szerepel, cserélhet a definfcisban. |

Milyen fuggvényeknek van komplementaris korlatﬂlg,gvéuyuk'? A perfekt gréf

tétel ([LO3)) szerint az f(z) = z dnmaginak komplementere. A kdvetkez§ tétel
szerint csak kis fuggvényeknek lehet komplementaris korldtfuggvényuk.

2.5.1 tétel. ([GY7]). Ha f(z)-nek van komplementaris korlatfuggvénye, akkor;
inf f(z)/z = 1.

Bizonyftés. Elég belatni, hogy az f,(z) = (1+¢)z fuggvénynek nincs komplemen-
taris korlatfiggvénye, ahol ¢ tetsz8leges valés szam, 0 < ¢ < 1. Erd6s és Hajnal
([EH3)) bizonyftotta olyan G§ grafok létezését (minden € € (0, 1] és minden pozitfv
cgész k esetén), melyekre : ' ,

M xG)=
N ¢ ':fg))' <2 + e bédrmely G C G feszitett részgaf esetén,
Mivel (2) miatt w(G}) = 2, (1) alapjan a G, = {Gf,G%,...,G:,,. ..} osatély nem

x-korlatos. Belatjuk, hogy ugyanakkor f,(z) 6-korlat mggvény G,-ra. ,

Legyen ugyanis G C G§ (feszitve). Azt kell igazolni, hogy 6(G) < (1+ 6)01(G).‘
A Tutte-Berge formula segitségével (8(G) = |V(G)| — v(G) hasznélataval) igy
frhat6 &t az egyenlétlenség: -

V(H)| + o(H)

@) 2 =511
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minden H C G feszitett részgrafra, ahol o( H) H paratlan komponenseinek szidma.
Legyenek'H 1, Ha, ..., Hn H komponensei és particionaljuk {1,2,...,m} indexhal-
mazt hdrom részre: . :

i € I, ha H; péros graf é&s |V (H;)| péros

i € I3 ha H; paros gréf és |V (H;)| paratlan

i € I3 ha H; nem péros graf.

Ekkor fennall:
a(H) > 'V(H')' ha i€l
o(H;) > '—‘-’-@—‘5)—'-1‘—1- ha i€l
Lo IVE) +1 —
Q(H,) 2 _————_2(1+€) - ha i € IJ,

és itt csak az utolss egyenlStlenség nem trividlis, de (2)-b6l kdnnyen kdvetkezxk E
héirom egyenl&tlenséget haszndlva

@) () = Yt + T+ Yol 2

i=1 - i€l i€l, i€ly
S WU +1BUEL| V) +e)

= 2149 = 2(1+4¢)

- Nem sikertilt azonban megvélasiolni a kdvetkez8 alapkérdést.

'2.5.2 kérdés. ([GY7)) Van-e az f(z) = z + 1 fuggvénynek komplementaris korlat-
fuggvénye?

Ezt a részt a perfekt graf tétel stabilitdsat mutaté egyszerd tétellel zérjuk

2.5.3 tétel ([GY7]). Ha f(:c) komplementéris kor]étmggvénye énmaga, akkor
f(z)==z.

Bizonyf{t4s. ,
A. f(2) = 2. Ha f(z) # = valamely z € N-re, akkor & € N legyen a legkisebb

szam, melyre f(k) > k. Ekkor f nyilvan 8-korlat fuggvény a Cyiyy gréfra, de nem

x-korlat fuggvény. Az ellentmondds azt mutatja, hogy f(z) = z minden z € N-re.

B. f(2) > 2 és valamely k € N-re f(k) < [351]. Tekintsuk azt a G grafot,
melynek komplementere |k/2| diszjunkt Cy é&s pératlan k esetén még van egy

minden més ponttal 8sszekotstt pontja. Ekkor f 6-korlat fuggvény G-ra, de nem

x-korlt fuggvény, mivel w(Gy) = k, x(Gi) = [-—'931]

C. f(k) > [#51] minden k € N-re. Ekkor 2.5.1 tétel szerint f—nek egyélt.a.lén

nincs komplementaris korlitfiggvénye. m
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2.6. Korlatos kdzelitd és on-line algoritmusok

A x-korlitossighoz kzvetlentl kapesolédik a korldtos szinezd algoritmus fogalma.
_Nevezziink egy szinez& algoritmust G grafosztilyon korlatosnak, ha van olyan f
fuggvény, hogy az algoritmus minden G € G grafot legfeljebb f(x(G)) szfnnel
j6l szfnez. Altaliban persze konnyebb azt igazolni, hogy G-nek van j6 szinezése
f(w(G)) szinnel és a korlatos szinezs algoritmusok ezen alapulnak.

2.6.1. Korlitos ktzelits algoritmusok

Kilsnbdz8 perfekt grafcsaladokra polinomidlis algontmusok vannak a pontok
x(G) = w(G) szinnel térténs szinezésére ((GO]). Kiderilt, hogy ilyen polinomialis
algoritmus az 6sszes perfekt grafok osztalyan is létezik ([GLS]).

A x-korlatos grafosztilyok természetes jeloltek polinomidlis kozelits algorit-
musokra a szinezési problémaban. Mivel itt szinte mindig olyan G osztalyokedl van
826, ahol a szfnezési probléma N P-teljes, indokolt kdzelits algoritmus keresése. Ti-
pikus eset, hogy egy f x-korlat fuggvény létezésének bizonyitdsa egy G csaladra
polinomialis algoritmust szolgiltat ¢ grafjainak j6 szfnezésére legfeljebb f(w(G))
szinnel. Ebben az esetben korldtos polinomidlis algoritmusunk van, melynek ha-
tisardnya (performance ratio) legfeliebb f(w(G))/x(G) < f(w(G))/w(G). Ez a
becslés persze anndl jobb, minél kisebb az f fuggvény. A legkedvez&bb esetben f
linedris fuggvény, ekkor a hatisardny konstans.

A fentiek ugyanugy érvényesek a klikkfedési problémaéra f-korldtos grafosztaly
esetén. Ilyenkor persze olyan klikkfedési algoritmust neveztink korlitosnak, mely
minden G € G grafot legfeljebb f(a(G)) klikkel tud fedni.

Ilusztrici6képpen megemlitjiik, hogy a k-klikkintervallumgrafok szinezésére
konstans (2k) hatdsaranyi kozelits polinomialis algoritmus van ([GY5], a probléma
k > 2 esetén N P-teljes, lasd [GIMP]). A klikkfedési problémara viszont az 1.1.1
tételbsl klolvashaté korldtos algoritmus nem ,)6”, mert a f-korldt fitggvény igen
nagy.

2.6.2. Korlitos on-line algoritmusok

Egy szfnezési algoritmus on-line, ha dgy szinezi _]61 egy graf pontjait, hogy
a pontokat egyesével kapja és a pont szinét a kovetkez8 pont beérkezése elStt
véglegesen el kell dontenie (az eddig beérkezett pontok részgrafjanak ismeretében).
A legismertebb on-line szfnezési algoritmus a first fit”, alias ,mohs” algoritmus,
mely az 1,2,... szinekkel szinez és minden 1épésben azt a leglnsebb szint hasznalja,
amelyre az addlg szinezett részgraf j6l szinezett.

A x- és 0-korlitossag és az on-line algoritmusok viszonyaval foglalkoznak
[GYLS5), [GYLT], [GYLS] és [KII] ehhez kapcsolédé tovabbi cikkek [LST] [K14],
[KIT1).

A 2.2.3 tétel alapjan G(P,) x-korlatos. A korlatos on-line algoritmusok szem-
pontjibél a kovetkez8ket mondhatjuk:
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2.6.3 tétel. ([GYL3]) G(Py)-en a first fit szinezés tokéletes, azaz a kromatikus
szdmnyi szinnel szines. :

Bizonyités. Csak azt a kdzismert allftdst kell ismerni, hogy Q(P4)—ben barmely
nem novelhet§ fuggetlen halmaz és nem névelheté klikk metsz8 ((BEDU]J).

2.8.4 tétel. ([GYLS8]) A G(Ps) osztélyon van korldtos on-line algoritmus.

A 2.6.4 tétel bizonyitas a 2.2.3 bizonyftdsinak on-line véltozata, de sok nehéz-
séget kell lektizdeni. A [GY5}-ben kitdiztuk azt a problémdt, hogy a first fit szinezés
korlatos-e G(Ps) osztélyon. Legtjabb hirek szerint ezt Kierstead, Trotter és Penrose
bebizonyftotték. .

2.8.5 tétel. ([GYL5]) A G(Ps) osztdlyon nincs korlétos on-line algoritmus. S6t,
minden k-hoz van olyan G € G(Ps) péros graf, melyet b.irme]y on-line nlgmtmus
legaldbb k szfnnel szfnesz.

A 2.2.2 propozfci6 szerint G(H) osztdly x-korldtosséga kovetkezik abbél, ha
G(C) x-korlatos H minden C komponensére. Ez igaz marad on-line algoritmusokra
a kovetkez& értelemben.

2.6.6 tétel. ([GYL7)] A G(H) osztélyon van korlatos on-line algoritmus, ha H
minden C komponensére a G(C) osatélyon van korldtos on-line algoritmus.

A 2.6.6 tétel értelmében példdul a G(mK,) osztdlyon van korldtos on-line
szfnez6 algoritmus. A G(2K3) osztélyon még a first fit algoritmus is korlétos, de a
G(3K2) osztdlyon (s6t a G(K3 + 2K, ) osztdlyon) mér nem ([GYLS5)).

Az on-line (specidlisan a first fit) algoritmusok szempontjdbél a perfekt gré-
fok killsntsen érdekesek, hiszen itt egy f(w(G)) szinnel torténd szinezés esetén
F{w(G)) /w(G) = f(w(G))/x(G) pontosan az algoritmus hatésarénya. A legegy-
szerbb perfekt grafokra, a péros grafokra, s6t a fakra sincsenek korlatos on-line
algoritmusok.

2.6.7 tétel, ([GYL5)] A fék osztédlydn nincs korlétos on-line sainead algoritmus,
86t minden n-re van olyan T, fa, melyre bdrmely on-line szinez6 algoritmus legalsbb
n szint haszn4l.

Bizonyftés. T, konstrukciéja emlékeztet Zykov lxéromsi&gmentes nagy kromati-
kus gréfot konstruilé médszerére ([2Y]). Legyen T, olyan fa, melyen minden
on-line algoritmus legaldbb n — 1 szint haszn4l. Tekintstk T}, -, IV(T ..1)|(n -1)
diszjunkt példanyst és minden példényban jelsljunk ki egy gydkeret Ggy, hogy Ty, —y -
minden pontja pontosan n — 1 példanyban legyen gyokér. Az gy kapott erd8hdz
adjunk egy 4j pontot melyet a gybkerekkel kotiink dssze. Az gy definidlt fa lesz
Tn.

Legyen A on-line szfnez& algoritmus. Adjuk be T,_; n'— 1 diszjunkt példény4t
rendre olyan sorrendben, mely n—1 szint kényszerit. Ekkor taldlunk n—1 ktlsnbsz8
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. példényon n — 1 kilonb6z8 szint. Ezutan beadunk egy pontot, mely ezen n — 1
ponttal van 8sszekttve. Beadott grafunknak T, részgrifja és mar eddig is n szint
hasznilt az A algoritmus. W

Vannak viszont olyan perfekt grafosztdlyok, melyeken mar a first fit szfnezés is
konstans hatasardnyd. A hatédsardny split grafokndl 1, paros grafok komplemente-
rén 3/2, merevkori grafok komplementerén 2 ((GYL5)}. Intervallumgrifok esetén
sokdig nyitott kérdés volt, hogy a first fit szinezés hatésardnya konstans-e. Ezt
nemrégiben Kierstead oldotta meg ([KI4)]. Egy régebbi szép eredmény, hogy inter-
vallumgrafokon egy egyszer{f on-line algoritmus 3 hatdsarannyal miksdik ([KIT1)].

3. FUGGELEK

Gyakrabban hasznélt jelulések, definicidk.

H hipergrdfon értunk egy (V, E) part, ahol V tetszGleges halmaz, a pon-
tok halmaza, E pedig V bizonyos részhalmazaibsl all, melyeket éleknek neve-
zilnk. Megengedtnk tdbbszdrds éleket is. Hipergrafot } = (V| E) jeloléssel, vagy
H = (V(H),e(H)) jeloléssel adhatunk meg. Geometriai jelleg hipergrafoknal sok-
szor megengedjuk, hogy |V(H )] =00 és e € E(H) esetén |e| = oo legyen. Viszont
az élek szdma szinte mindig véges. Rovidség kedvéért e € H jelentse azt, hogy
e € E(H), azaz e éle H-nak, tovabba |H| jelslje a hipergraf élszamat, |E(H)|-t.

frott nagy betiik hipergrafcsaladokat (osztalyokat) jelolnek. Példaul I azon
hipergrifok csalddja, melyek ponthalmaza a szdmegyenes, élhalmaza pedig zért
intervallumokbél all. .

Egy H' hipergraf H részhipergrifja, ha V(H') C V(H) és E(H') C E(H).
Ha H hipergraf &'S C V(H) akkor Hg legyen az a H' részhipergrdfja H-nak,
melyre V(H') = S é e € H' pontosan akkor, ha e C S és e € H. A H hipergraf
Jeszflell részhipergrdfjai a Hg hipergrafok, ahol S végigfut V(H) részhalmazain. A
részhipergrafra (és a feszitett részhipergrifra is) a H’ C H jelolést alkalmazzuk.
Ha H egy hipergraf, rész(H) jeloli H 0sszes véges sok €l részhipergrafjabél 4116 -
csaladot.

Egy H hipergrif x pontjanak foka, d(z), az z-et tartalmazé élek szdma. A
maximalis fokszdm, D(H) = 22’?;1 ),d(a:). Egy H hipergrifban T' C V(H) transz-
. = ;

verzdlis, vagy lefogé halmaz, ha TNe # 0 minden e € H esetén. A minimélis
szdmossigi lefogd halmaz szdmossigat v(H) jeloli. Egy paronként diszjunkt él-
halmazt H-ban matchingnek neveztink, v(H) jeloli a lehets legtobb éld matching
élszdmét. Nyilvan v(H) < 7(H) bérmely H hipergréfra.

Egy H hipergraf osszefiiggd, ha nem lehet V{H)-t Ggy particionalni két részre,
hogy minden ¢ € H teljesen az egyik részben van. Nem Osszefiigg8 hipergraf
egyértelmien felbonthaté paronként idegen 8sszefilggs hipergrafokra, melyeket H
komponenseinek: neveziink.
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Egy H hipergraf dudlisa, H*, az a hipergréf, melyet H-bél a pontok és az élek
felcserélésével kapunk, a pont-él illeszkedéseket megtartva. - )

Egy H hipergraf metszésgrdfja, M(H), az a G graf, melynek pontjai H éleinek
felelnek meg és G-ben két pont pontosan akkor hatiroz meg élt, ha H megfelel§
élei metsz6k.

Egy H hipergraf r-uniform, ha [e| = r minden e € H esetén. A 2- umform
hipergrafokat nevezzik grafoknak. A K, hipergrafot, melynck n pontja van és
minden r elemd részhalmaz (egyszeres) éle, teljesnek, vagy klikknek nevezzik. A
K? helyett grafoknal K,-et szokas hasznalni.

Tovabbiakban legyen minden hipergraf r-uniform. A H hipergraf komplemen-
tere, H, az a hipergraf, melyre V(H) = V(H) és egy r elemif részhalmaz pontosan
akkor é1 H-ban, ha nem él H-ban. A H klikkmérete, w(H), a legnagyobb m szém,
meélyre van H-ban K -el izomorf részhipergraf. Az S C V(H) figgetlen halmaz, ha
bérmely e € H-ra e ¢ S, azaz S klikk H-ben. A H kromatikus széma, x(H), a leg-
kisebb m, melyre V (H) particionalhaté m filggetlen halmazra. A klikkfedédi szdm,
6(H), az a legkisebb m, melyre V(H) particiondlhaté m klikkre. A H legnagyobb
fiuggetlen halmazanak szdmossigat oo( H)-val jelsljuk. Grafok esetén w(G) < x(G),
a(G) < 6(G). Azokat a G grafokat, melyekre w(G') = x(G') minden G’ C G fe-
szitett részgraf esetén, perfekt grafoknak nevezik. Lovasz perfekt graf tétele szerint
([LO3)) a definiciéban a(G’) = 6(G") is frhaté.

Mé&g néhény jelolés grafokra. Ha zy € E(G), ezt gyakran gy fejezzuk ki, hogy
o €8 y szomszédos”, vagy .z és y 8ssze van kétve”. Ha z € V(G), akkor I‘(m) jeloli
az z-el szomszédos pontok halmaz4t.

Végil még néhény jelvlés:

Ci: i ponti kor
P;: i ponta it
K,: n ponti klikk
Kmn: teljes paros graf, osztalyaiban m és n ponttal

Gy + G2: két pontdiszjunkt graf egyesitése
mG: G m diszjunkt példényinak egyesitése

Gmn: paros graf m és n ponttal a két osztdlyban
G: G graf komplementere
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